Statistiques et probabilités 25

Pour effectuer ce genre de test, on dispose de la fonction zTest ([menu](6](7](1] application Calculs ou
[menu](4](4](1] application Tableur & listes) lorsque 1’écart type o est connu, et de la fonction tTest
([menu](6](7](2) ou (menu](4](4](2])) dans le cas contraire. L’échantillon peut étre représenté soit sous

forme de liste (Data), soit par sa moyenne (X ) et sa taille (n), (Stats).

Pour une proportion on utilisera, de fagon analogue a ce que 1’on a vu pour une moyenne, la variable
F—1o
OF
zTest_1Prop ([menu)(6](7](5]) application Calculs ou (menu](4](4](5] application Tableur & listes)
effectue le test d’une proportion de réussites inconnue (prop). Elle utilise comme données d’entrée le

nombre de réussites dans 1’échantillon (Successes, x) et la taille (n) de I’échantillon. L’hypothése
nulle Hy: prop=p, est testée contre 'une des hypothéses alternatives suivantes : prop = py,

prop < py, Prop>po.

Prenons par exemple 1’exercice 1 de la page 30: p, =0,5, ’hypothese nulle Hy: prop=0,5, on
effectue un test bilatéral, Successes, x = 104, n = 200.

, Voir page 20.

Z-Test pour 1 proportion n zTest_1Prop 0.5,104,200,0: stat.results -
PO : | 05 j "Titre" "Z-Test pour 1 proporti
"Hyp. alternative" "prop # p0"
Succes, x : | 104 I o 0.565685
Vo }
n:|200 [y "PVal" 0.571608
Hyp. alternative : | Ha : prop # p0 j B 02
s 200.
|OK“ IAnnulerl
— & &
0/99 1/99

Z-Test pour 1 proportion

0_45_z= 0.5657

Po:|os B
Succes, x | 104 j |PE=Eae
n: | 200 | 2 0.30
‘ Hyp. alternative : I Ha : prop # p0 :, g
I 1ére col. de résultat : ’b[] ‘ 0.154
Dessinez : Fﬁ‘ Ombrer la valeur P | & |
| | 0.00-
|oJ[{annuter] o -15 00 15

La valeur z étant inférieure a 1,96, au seuil de confiance de 95%, 1’hypothése Hy ne peut étre rejetée.

o Tests d’homogénéité de deux échantillons

Il s’agit de comparer deux moyennes, ou deux proportions, observées. Le premier échantillon
caractérisé par (n,%;,s;) est prélevé dans une population 7, de parametres (uy,07), le second

caractérisé par (n,,X,,s,) est préeleve dans une population 2, de paramétres (u,,05).
Considérons le cas des moyennes ; le principe est le méme que pour les tests de conformité en

utilisant la variable = o0 D = X, —X,, (X, et X, sont indépendantes).
9p
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2 2
. g (2 , . -
Sin,>30etn >30, on =,[——+—2, les o; éventuellement remplacés par leur estimateur S;,
1 2 D n n i 1
h 2

. . D . T .
sous I’hypothése nulle Ho: 1y =p,, la variable — peut étre assimilée a une variable normale
0p

centrée réduite.

. 1 1 R , .
Sinon, en supposant que o, =0, =0, op =0 ,—+— , o pouvant étre remplacé par son estimateur
n

, la variable sous Hy suit, dans ce cas, une loi de Studenta n, +n, —2

n+n, —2
degrés de liberté.

. J(m—l)sf+(n2 D’

Deux fonctions permettent d’effectuer des tests de comparaison des moyennes de deux échantillons

indépendants : zTest_2Prop ([menu](6](7](6] application Calculs ou [menu)[4](4](6] application
Tableur & listes) lorsque les écarts types o; et o, sont connus; zTest_2Samp ([menu)(6](7](3] ou

[menu](4](4](3]) dans le cas contraire.

Pour les proportions : I’hypothése nulle Hy est p, = p,(=py), D=F —F,, et pour des échantillons

nfi+nf,

, les f, étant les

de grande taille UD:\/pO(l— po)[i+i], P, est estimé par
LN

fréguences observées.

La fonction zTest_2Prop ([menu](6](7](6] ou (menu](4](4](6]) permet d’effectuer un tel test, elle utilise

comme données d’entrée le nombre de réussites (x1 et x2 ) et la taille des échantillons (n1 et n2).
Citons de plus un test de comparaison de deux écarts types (test de Fisher); FTest_2Samp
((menu](6](7](9)) teste I’hypothése nulle Hy : oy =o,. La moyenne des populations et les écarts types
sont tous inconnus.

Exemple 1. Une machine remplit des sachets dont le poids théorique moyen est de 170 mg. On
préléve un échantillon de 20 sachets de la production de cette machine, on obtient les résultats
suivants :

178, 170, 173, 173,172, 172, 165, 173, 165, 169,
175, 170, 173, 168, 175, 171, 165, 174, 168, 180 ;

Cette fabrication est-elle conforme aux exigences au seuil de signification de 5% ?

Un sachet est refusé si son poids difféere du poids moyen de plus de 5 mg, la machine est considérée
comme étant bien réglée si la proportion de sachets refusés est inférieure a 10%.
La machine est-elle bien réglée ?

Vu les remarques faites précédemment on effectue un test bilatéral a 1’aide de tTest ((menu](6](7](2)),
on choisit pour Méthode de saisie : Données, la liste des valeurs est contenue dans L1, a 1’aide de la
fonction invt on calcule t, correspondant au seuil de signification de 5%.

t, =~ 2,093 comme I’indique le calcul ci-dessous.
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' = invt{0.975,19) 2.09302 &
[
Surface : |0.975 I
Deg. de liberté, di: | 19 [ b
|@| |Annuler|
™~ ™
0/99 1799

On entre la liste dans la variable L1. tTest ([menu](6](7][2]) permet d’obtenir Sx qui donne une
estimation de 1’écart type de la production. De plus, on a bien PVal >0,05, donc au seuil de

signification de 5% on accepte 1’hypothése Hyque la moyenne des sachets est bien 170 mg.

invt{0.975,19) 2.09302 7

" ’ e -
175, - - : ﬂ ] Liste : | L1 ) |
l Mfdinds do anms | Liste des fréquences : [1 :l
|Annuler‘ Hyp. alternative :

Lo [amnaer]

H

™ v
2/99 2/99
o (i)
[ "' Titre" "t-Test" | &
"Hyp. alternative" " # p0"
" 1.58769
"PVal" 0.12886
"df" 19.
"y 171.45
"sX := sn-1x" 408421
"n" 20.
v
3/99

On suppose donc que le poids suit la loi normale JN(170,4.084) . La fonction normCdf permet de
calculer la probabilité que le poids soit compris entre 165 et 175 mg.

"Hyp. alternative" "p# p0"| @&
i "g 1.58769
0
Borne Inf : |165 J ko "PVal" 0.12886
Borne Sup : | 175 :l R6 dr” 19.
B | i 171.45
' 5 "SX ;= Sn-1x" 4084321
o:{4.084 [ o "pt 20.
‘Wn ‘Annuler ] normCdf'._lGS, 175,170,4.084) 0.779157
— v | v
3/99 4/99

La probabilité que le paquet soit rejeté est donc de 22%. Conclusion : la machine est mal réglée.
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Exemple 2. 20% des piles provenant d’une certaine fabrication peuvent fonctionner plus de 100
heures. Un traitement spécial appliqué a un échantillon de 100 piles a permis d’obtenir un
fonctionnement de plus de 100 heures pour 30 d’entre elles. L’amélioration apparente est-elle
significative au seuil de 5%, de 10% ?

Il s’agit de comparer deux proportions, on suppose que les valeurs sont normalement distribuées,
n =100 > 30, on utilise la loi normale, donc la fonction zTest_2Prop.

L’hypothése Hy : le nouveau traitement n’a pas amélioré la durée de vie des piles ( p, = p, ), est testée
contre I’hypothése alternative p, > p, (test unilatéral a droite).

(6](7](6] dans I’application Calculs :

'W‘lﬂ“[’“\ b *Stat e

Z-Test pour 2 proportions

"Titre" "Z-Test pour 2 proportions" | 7
Succes, x1: I30 j 1. alternative" "pl>p2"
n1:| 100 "z" 1.63299
Succes, x2 : :20 jl Pyl 0.051235
T <« "p1" 0.3
n2: | 100 » "p2" 4
— | Hyp. alternative : - "p" 0.25
nor 7 "nl 100.
] ‘%l lAnnulerI B "n2" 100. =
A | | —— v = N
/99 15

(menu](4](4](6] dans I’application Tableur & listes (permet une représentation graphique) :

Z-Test pour 2 proportions

m : | 100 | | 2= 16220
Stcces! X2k I20 :l {PVal =0.0512
n2: [ 100 | ) | 2 0.30+
Hyp. alternative : é
I Tére col. de résultat : | d[] | 0.15-
Dessinez : ’EJ Ombrer la valeur P ‘ =
=—— W} ol ]

I~

15 00 15

LoKflAnnutr]

Au seuil de 5%, z est légérement inférieur a ty o5 ~1,645 (ce qui équivaut a dire que p>0,05), on ne

peut donc pas rejeter 1’hypothése Hy, par contre au seuil de signification de 10% on peut la rejeter et
donc admettre que le nouveau traitement a amélioré la vie des piles.

e Test du Khi 2

Il s’agit de comparer une distribution d’un caractére observé sur un échantillon donné et une
distribution théorique basée sur un modele probabiliste. L’hypothése nulle H, consiste a supposer que
I’on a concordance des deux distributions.

r 2
n,—n N . P . \
On calcule Xczzzw, ou n, est D’effectif observé possédant le caractere k, p, la
k= NP
probabilité théorique d’obtenir ce caractére, np, étant alors 1’effectif théorique. La valeur de XCZ sera

d’autant plus grande que les deux distributions différent. Le nombre de degrés de liberté est égal a
r—1.
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Un seuil de signification « étant fixé les tables usuelles du Khi 2 donne le nombre Xﬁ tel que
P(x? >x2)=a. Par exemple pour 5 degrés de liberté si > =9,236, P(x?>x?)=~0,1 (voir ci-

dessous).
e Si .2 <2, I’hypothese H, est acceptable.
XC Xa y

o Si y.”>x2, 'hypothése H, est & rejeter.

f1{x)=yPdflx,5)

0.099

fo-236%07)
Pour obtenir 2 directement & partir de « a 1’aide de la calculatrice, on utilise la fonction Invy®

([menu](6](5][9]), mais attention il faut entrer comme premier paramétre 1—a et non «, car Area
correspond a la probabilité P(x? <x?2).

§ 424344 | EREEES 18 § 424344 |EREEES 18
- invy(0.9,5) 9.23636 =
Surface : [0.9 [ b |
Deg. de liberté, dl: 5 |
|O=E| |Annuler|
™ ™
0/99 1799
ol < |
Al

BEEE - ORI EREEIEEY s~ ‘
l X'Cdfl9.2364,%,5) 0.099998

Borne Inf : I 9.2364 |

|
Borne Sup : [ ™ :l
[ )|

Deg. de liberté, dl: |5

|O:‘=K| |Annuler|

1/99
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Exercices

Sondage et loi normale

Lors d’une élection, a la sortie des urnes on interroge 200 électeurs choisis au hasard. 52% d’entre
eux ont voté pour un candidat A. Peut-on en conclure que A va étre élu, en admettant un risque
d’erreur de 5% ? Méme question avec un risque d’erreur de 1%. Quelle devrait étre la taille de
I’échantillon pour pouvoir affirmer que A sera €lu avec un niveau de confiance de 0,95 ?

Suivi d'une production

Une machine automatique produit des piéces dont le diamétre théorique est de 100 mm. On suppose
que les diamétres des pieces produites sont distribués suivant une loi normale. On préleve au hasard
un échantillon de 20 piéces. On obtient les dimensions suivantes :

92, 95, 106, 96, 100, 91, 96, 89, 104, 91,

92, 92, 94, 98, 96, 103, 105, 95, 107, 94.
Au seuil de confiance de 95% peut-on affirmer que le diametre moyen de la production est de 100
mm ?

Recherche d'une ville test

Un référendum, a I’échelon national, a donné 55% de oui, 40% de non, 5% de blancs ou nuls. On
recherche une ville test pour les élections futures. On en trouve une qui, sur 10 000 votants, a donné
56,5% de oui, 39% de non, 4,5% de blancs ou nuls. Peut-on dire que cette ville refléte la physionomie
de la nation au risque de 1% ? et au risque de 1%o ?

Solutions des exercices

Sondage et loi normale

La population est supposée normalement répartie, nous sommes en présence de ‘‘grands’
échantillons, on cherche a estimer une proportion. On utilise ici la loi normale, la fonction est :

zinterval_1Prop ([menu)(6](6](5)).

*Non enregistré < *Non enregistré <

| = zInterval_1Prop 104,200,0.95: stat.results =
Z-Intervalle pour 1 proportion : ‘
"Titre"  "Z-Intervalle pour 1 proportion
Succés, x : | 104 | » | "CLower" 0.45076
e |200 4] "CUpper" 0.58924 ¥
) "p" 0.52
Nive : [0.95 [ » | "ME" 0.06924
— "yt 200.
|&\| |Annuler| |
™ ™
0/99 1/99

On obtient I’intervalle [0.45,0.59], donc au risque d’erreur de 5%, (ou au niveau de confiance de
0.95), il n’est pas possible de dire que A sera élu, il en sera évidemment de méme au risque de 1%, car
plus on diminue le risque plus I’intervalle est important, ici : [0.429,0.611].
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Pour étre sir que la borne inférieure de ’intervalle soit supérieure a 50% il suffit de prendre n tel que

0.52—ta/2,/w >0.5, to2 =1.96 pour a=5%. Ce qui donne une taille d’échantillon de
n

2 400 personnes...

*Non enregistré <

"CUpper" 0.58924 .
ngn 0.52 zInterval _1Prop 1248,2400,0.95: stat.results
"ME" 0.06924 "Titre"  "Z-Intervalle pour 1 proportion
" 200. "CLower" 0.500012
= z " " 2
i 0.52°0.48 \ CL.{I.)I.),er 0.539988 y
solveLO.SZ—l.‘)é- = == 505 p 0.52
n / "ME" 0.019988
n22397.16 "n" 2400.
[ v | v
2/99 3/99

Suivi d'une production

La distribution est normale et 1’on a un échantillon de petite taille ; on utilise donc ici la loi de
Student. La fonction tinterval permet d’obtenir un intervalle de confiance dans ce cas. On saisit la liste

des valeurs dans D’éditeur, [menu)(6](6](2], on choisit ’option Données, on remplit la boite de
dialogue :

Im‘ 2.1 4 *Non enregistré < ] < |
"Titre" "t-Intervalle"
"CLower" 94 216
b Liste : | L4 | "CUpper" 99.384
Liste des fréquences : I 1 :l X 96.8
"ME" 2.58402
Nive : [ 0.95 [ » g 5
= ] "sX :=snax" 5.52125
‘E—K—” ‘Annuler;‘ I [NE 20.
™ W
1/99 2/99

La réponse a la question est non car 100 ¢ [94.22,99.38].

Recherche d'une ville test
Hypothese Hy : la ville refléte la physionomie de la nation.
On effectue un test du 2. Chi2 GOF...

Liste Observée = {6650,3900,450}, Liste attendue= {56500,4000,500} (liste théorique), Deg de
liberté = 2 . On valide.
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‘EEREERERN> ‘onerregisté < x ‘EEREERERN> \orenresisté < i < |
X2 "Tire"  "x* GOF"
Liste observée : I {5650,3900,450} I Mgl 11.5909
Liste attendue : | 5500,4000,500} | “val’ 0'0(13041
ndf 2,
Deg. de liberté, dl : [ 2 | ‘CompList”  "{_}"
|?‘| |Annuler|
0/99 1799

Le calcul du Khi 2 donne 11.59, le nombre de degrés de liberté est égal a 2.
La probabilité P Vvalue = P(y? >11.59)=0.003, est inférieure & 0.01, donc au seuil de 0.01
I’hypothése H, doit étre rejetée, par contre au seuil de 0.001 elle peut étre acceptée

(X301 =921< X% < X201 =13.82).

© T3 France 2012 / Photocopie autorisée



