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Einfilhrung

Diese Sammlung von Arbeitsblattern fur den Mathematikunterricht soll dazu anregen, den Schulrechner
TI-30X Pro MathPrint™ von Texas Instruments und die Méglichkeiten seines Einsatzes kennenzulernen.
Die Auswabhl der Blatter erfolgte nach dem Gesichtspunkt, méglichst viele verschiedene Themen des Mathe-
matikunterrichts — vor allem aus Sekundarstufe Il — anzusprechen, bei denen Rechnungen erforderlich sind,
die Ober die bloBe Anwendung der Grundrechenarten oder die Berechnung von Funktionswerten der
verschiedenen Funktionstypen hinausgehen.

Zu den besonderen Moglichkeiten des TI-30X Pro MathPrint™ gehéren

- das Erstellen von Wertetabellen gleichzeitig zu zwei Funktionen (die zweite Funktion kann beispiels-
weise die Ableitungsfunktion sein),

- die Mdglichkeit, Listen zu erstellen und mit den Werten aus diesen Listen neue Listen zu erstellen,

- die drei Gleichungsléser (fiir die exakte Lésung von Gleichungen 2. und 3. Grades, fiir die nume-
rische Lésung beliebiger Gleichungen, fir die Loésung von Gleichungssystemen 2. und 3. Ordnung
(auch von unterbestimmten Systemen),

- die Berechnung der numerischen Ableitung und der numerischen Integration,

- die Optionen zur Bildung von Summen- und Produkttermen,

- die Rechenoperationen mit Matrizen und Vektoren,

- die enthaltenen Wahrscheinlichkeitsfunktionen (Binomial-, Normal-, Poissonverteilung),

- die Statistikoptionen (z. B. Quartile, mehrere Regressionsmodelle, Korrelation).

Durch die getroffene Auswahl der Beispiele werden die Starken dieses Rechnertyps sichtbar; allerdings
werden auch die Grenzen deutlich — insbesondere hinsichtlich der Frage der grafischen Darstellung von
Ergebnissen. Aus diesem Grunde sind auf den entsprechenden Arbeitsblattern verschiedene Grafiken zu
sehen, die mit dem TI-NspireTM erstellt werden mussten.

Die Arbeitsblatter kébnnen die Verwendung von Schulblchern nicht ersetzen, da auf die Theorie zu den
angewandten Algorithmen nur teilweise und sicherlich nicht umfassend genug eingegangen werden kann;
aus Grinden des Umfangs musste auch eine Auswahl an Fragestellungen getroffen werden, die nicht alle in
den Lehrplanen enthaltenen Anforderungen abdeckt. Da sehr viele Themen des Mathematikunterrichts
angesprochen werden, werden durch die Vielfalt der Beispiele Anregungen flr weitere Einsatzmdglichkeiten
des Schulrechners gegeben.

Es wurde darauf verzichtet, das Eintippen von Tastenfolgen darzustellen (die notwendigen Informationen
entnehme man dem Handbuch); andererseits werden durch die absichtlich groBe Anzahl von abgebildeten
Screenshots die erforderlichen Einzelschritte zur Losung eines Problems deutlich gemacht. Insofern kénnen
die Arbeitsblatter auch dazu dienen, bestimmte Funktionen des Schulrechners kennenzulernen. Screenshots
ersetzen an vielen Stellen auch Erkldrungen von Rechenvorgédngen, da diese aus den Abbildungen ent-
nommen werden kénnen.

Die Arbeitsblatter sind so aufgebaut, dass zunachst ein Problem (Beispiel-Aufgabe) gestellt wird, dessen
Lésung anschlieBend mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ erfolgt. Am Ende eines Arbeitsblatts sind weitere
Ubungsaufgaben aufgefiihrt, die dhnlich wie die ausgefilhrte Lésung bearbeitet werden sollen. Die Lésungen
sind in der Regel so ausfuhrlich, dass die Arbeitsblatter auch zum selbststandigen Lernen eingesetzt werden
kénnen; durch die Ubungsaufgaben ist eine Kontrolle des Gelernten méglich. Bei einigen Themen wurden
Doppelseiten angelegt, insbesondere dann, wenn alternative Lésungswege mdglich sind.

Viel Freude bei der Arbeit mit dem TI-30X Pro MathPrint™ |

Leverkusen, im September 2018

Heinz Klaus Strick
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™

Gebiet: Arithmetik Einsatz ab Stufe 5 (auch zur Wiederholung geeignet)

Addieren und Subtrahieren von Briichen

Beispiel-Aufgabe:

Heinz Klaus Strick

Notiere die Zwischenschritte, die vom TR bei der folgenden Rechenaufgabe intern vorgenom-

men werden.
5 11 145 [l pan 145
31z+18 3| B1iz+18 76
ans’nsdeUnsd
4-L
3

Hinweise: Eingabe einer gemischten Zahl mithilfe von [O3], eines Bruchs mithilfe von

Umwandeln einer gemischten Zahl in einen unechten Bruch und umgekehrt mithilfe
von Option 1 im [math]-Menii

Gemischte Zahlen, die als zweiter Summand bzw. als Subtrahend auftreten, werden vom TR
automatisch in Klammern gesetzt.

Erlduterung der Lésung:
Gleichnamige Briiche werden addiert (subtrahiert), indem man die Z&hler addiert (subtrahiert).

3£+H—

=3
12 18

15 22
t—t—=
36 36

37
+ PR
36

1 145 5

4— 32+ —

36 36 12 18

Daher mussen zuné&chst die Bruche gleichnamig gemacht werden.

11 41 11 123 22 145 1
S LI o L

18 36

36 36

Ubungsaufgaben

Welche Umformungen wurden vorgenommen? Notiere die fehlenden Zwischenschritte.
Wenn das Ergebnis ein unechter Bruch ist, notiere es auch als gemischte Zahl.

DEG e DEG e

7_2 & 7,7 49
g3 24 1z 16 8
7_5 11 5.3 34
il 12 315 15
7 25 - 11 25 wy 9
49— 18 -5 20
2.(a5) 13 2_(~2) 19
14+(4¢) 3 32-(2%) 24

Seite 6
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Arithmetik Einsatz ab Stufe 5 (auch zur Wiederholung geeignet)

Multiplizieren und Dividieren von Briichen

3
4

Beispiel-Aufgabe c g oEn

Wk

+
Notiere die fehlenden Zwischenschritte. 12715

Verwendete Optionen des TI-30X Pro MathPrint™:
e Eingabe der gemischten Zahl mithilfe von [O02], eines Bruchs mithilfe von
¢ Umwandeln einer gemischten Zahl in einen unechten Bruch und umgekehrt ( [math]-Men( )

Hinweis: Gemischte Zahlen, die als zweiter Faktor auftreten, werden vom TR automatisch in
Klammern gesetzt.

Erlauterung der L6sung: Briiche werden miteinander multipliziert, indem man die Zahler
multipliziert und durch das Produkt der Nenner teilt. Vor dem Ausmultiplizieren ist nach
Moglichkeit zu kirzen.

5 8 5.8

: _1z2_2
1215 1215 3 3 9

Ubungsaufgaben

Welche Umformungen wurden vorgenommen? Notiere die fehlenden Zwischenschritte.
Wenn das Ergebnis ein unechter Bruch ist, notiere es auch als gemischte Zahl.

DEG . DEG .
7#d i 12+ 2
5. 3 o 1 8.3.7 19
gtzg iz ghgHiz 5
3 1 DEG 2 oy 2 g DEG oy
43x(2%) 20 33%11 3
DEG . DEG .
1 1

i 1 E 6
[ cT:] [ [
DEG . DEG .

1 2

2 i3
3 2 >3 20
y 3 y 33
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™

Heinz Klaus Strick

Gebiet: Arithmetik

Einsatz ab Stufe 5

Kennenlernen der Rechner-Optionen - Befehle im [math]-Menii

i B n/d | = numerator/denominator o r
2 1
ansbnsdelnsd = Zahler/Nenner 315§ »nsdeUnsd T3
= unit = ganze Zahl 4 rnsdoeUnsd 35
lcm[. DEG - lCl’Il =kgv DEG -
= least common multiple lcm(4.,6) 12
. . lcm(8,10 4
= kleinstes gemeinsames lem(12,15) 60
Vielfaches
acd (N Lgcd] = ggT scd(42,48) 6
= greatest common divisor a9cd(35,48 1
) . . acd(28, 36 4
= gréBter gemeinsamer Teiler
DEG Pf t DEG e
ansrPfactoril 72yPfactor
= prime factorization 23*32
= Primfaktorzerlegung

Der erste und der vierte Befehl verlangt die Eingabe einer Zahl (deshalb steht dort ,ans®). Der
zweite und dritte Befehl erwartet die Angabe von zwei nattrlichen Zahlen, die durch ein Komma
[-] voneinander getrennt werden. Auf die abschlieBende Klammer kann verzichtet werden.

Ubungsaufgaben
et m Kop lem(30, 24) | lecd(z@,24) i
et ko lem(42,45) | [1emcaz,45) i
Was hat das mit den voran- DEG = 3 =
gehenden Aufgaben zu tun? 3@rPfactor D4 IHS 42»Pfactor 43T
24»Pfactor 93,4 459PPfactor 325
Welche GesetzmaBigkeit BEG == DEG =
: lem(9,15) 45| |9cd(18,24) 6
steckt dahinter? ans#9cd(9, 15) ans+1lcm(18,24)
Probiere zunachst mit 135 432
kleineren Zahlen aus.

Seite 8
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Arithmetik Einsatz ab Stufe 6

Kennenlernen der Rechner-Optionen - Befehle im [math]-Menii

s

- -

round = runden 5 pEs
round[?.S]
B.71 B.714

E DEG
Wichtig ist die Angabe, auf wie round[ [ 2]
viele Dezimalstellen gerundet

werden soll.

- DEG -

iPart = integer part . oy

= ganzzahliger Anteil iPart(4.36) 4 |liPart( )
fPart(4.36) 3

fPart = fraction part @B.36| |fPart [ 5 ]

= Bruch Anteil (nach Abzug
des ganzzahligen Anteils)

I

- DEG -

max[f%.@.ﬁ]
5.1 . 0.615384615

min = Minimum pea
n min(5%,5.1)

max = Maximum

(jeweils von zwei Zahlen)

Umwandeln eines Bruchs in i H - )
eine Dezimalzahl durch die 13 @.615384615
[e=]-Taste
int = ganzzahliges Ergebnis . o “c SEe .-
int(23-/4) 2 mod(18,3) 5
mod = Rest bei einer Division |mod(23,4) 2 mod(18.4) 2
mod(18,3) 3
Ubungsaufgaben
Bestimme die Losung o * bes *
zunachst im Kopf! round(4.321,2) round [ % , 3]
Bestimme die Losung o * bea
zunéchst im Kopf! iPart(£) fPart($)
Bestimme die Losung b “ nes *
zunachst im Kopf! min[%?.S%] max[S%.S.S]
B t d I_ DEG - DEG -
Zunachst im Kopfl mod(17,3) mod(17.4)

© 2018 Texas Instruments Seite 9



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 5

Wie groB ist die Anzahl der Primteiler? (Spiel)

Beispiel-Aufgabe

Mithilfe des Zufallszahlengenerators des TI-Schulrechners werde eine natirliche Zahl aus der
Menge {1, 2, ..., 1000} gewéhlt. Wie viele Primteiler enthalt diese Zahl?

Erlauterung der L6sung

Eine solche ganzzahlige Zufallszahl erzeugt der Taschenrechner mithilfe des randint-Befehls
im [random]-Men(; dabei wird durch die erste Eingabe (1) die kleinst-mdgliche der zu erzeugenden
Zahlen festgelegt, durch die zweite Eingabe (1000) die gréBt-mdgliche natirliche Zahl.

Durch den Pfactor-Befehl im [math]-Meni wird die Zerlegung der Zahl in Primfaktoren veranlasst;
dabei weist ,ans“ (= answer) darauf hin, dass der Pfactor-Befehl das Ergebnis des vorangehen-
den Befehls verarbeitet.

RANDOMEE randint(1,100@) | [ranarntels sougs”
Egﬂﬂint( 747 ansrPfactor )
3%+83
randint(1,1000) ||randint(1,100@) || eneincil’ towy s’
977 561 . 272
ansPPfactor 977||ansPPfactor ansyPtactor
k11%17 2417

An den Antworten lesen wir ab, dass die Zahl 977 eine Primzahl ist, die Zahl 561 drei Primteiler
besitzt und die Zahl 272 nur zwei Primteiler, namlich die beiden Primzahlen 2 und 17.

Ubungsaufgaben

1. Mache ein Spiel mit einem Partner: Jeder von euch erzeugt eine Zufallszahl und bestimmt mit
dem TI-Schulrechner die Anzahl der Primfaktoren. Gewonnen hat, wer die gréBere [kleinere]
Anzahl von Primteilern hat. Wenn die Anzahl gleich ist, muss die Spielrunde wiederholt werden.

> Welche der beiden Spielregeln ist gunstiger?

» Protokolliere, wie oft die Anzahl der Primfaktoren 1, 2, 3, 4 betragt. (Warum kann die Anzahl
der Primteiler nicht gr6Ber als 4 sein?)

Anzahl Primfaktoren 1 2 3 4

absolute Haufigkeit < Eintragung der Strichliste

2. Der TI-Schulrechner kann natirliche Zahlen bis 999999 in Primfaktoren zerlegen. Fuhrt in der
Klasse den o. a. Zufallsversuch mit dem Befehl randInt(1,999999) oft durch und protokolliert, wie
oft welcher Fall auftritt. (Warum kann die Anzahl der Primteiler nicht gr6Ber als 7 sein?)

Anzahl Primfaktoren 1 2 3 4 5 6 7

absolute Haufigkeit

Seite 10 © 2018 Texas Instruments



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 5

Was ist der ggT von zwei gewiirfelten Augenzahlen? (Spiel)

Beispiel-Aufgabe

Mithilfe des Zufallszahlengenerators des TI-Schulrechners werden zwei natirliche Zahlen aus
der Menge {1, 2, ..., 6} erzeugt — das sind die beiden Augenzahlen.

Von diesen beiden Augenzahlen muss dann schnell der gréBte gemeinsame Teiler bestimmt
werden. Das geht im Kopf, kann aber auch vom TI-Schulrechner erledigt werden.

Erlduterung der Lésung

Mithilfe des Zufallszahlengenerators im [random]-Meni des o

TI-Schulrechners kann das Wirfeln simuliert werden. randint E % ' g%

4
randint 3

Durch Wiederholung des Befehls sind im Beispiel rechts
nacheinander die Augenzahlen 4 und 3 gewdurfelt worden.

Der ggT-Befehl im [math]-Men( erwartet die Eingabe von zwei natirlichen Zahlen. Um zwei
Zufallszahlen einzugeben, muss man also den randint-Befehl zweifach eintippen.

Durch Driicken der [enter]-Taste wird der Befehl ged(randint(1,6),randint(1,6)) wiederholt, sodass
man sehr schnell viele Spielrunden durchfihren kann.

DEG -

gcd(randint (1,60 |4, randint(1,6)) gcd(randfﬁt(1.é§
Scd(randinttl.ﬁé

Ubungsaufgaben

(1) Fuhre das Spiel sehr oft durch und fertige eine Strichliste an.

ggT der Augenzahlen 1 2 3 4 5 6

absolute Haufigkeit

(2) Der TI-Schulrechner zeigt die beiden Augenzahlen nicht an, sondern bestimmt direkt den
ggT der beiden Augenzahlen und zeigt diesen Wert an.

Bei welchen Werten des ggT kann man darauf zurlickschlieBen, welche beiden Zahlen der Tl-
Schulrechner erzeugt hatte?

(3) Man kann das Spiel auch als Wettspiel durchfihren. Abwechselnd werden die Ergebnisse
als Punktwerte flr die beiden Spieler eingetragen. Wer hat nach 10 Runden die gréBere Ge-
samtpunktzahl erreicht?

ggT der Augenzahlen 1 2 3 4 5 6 ges.

Spieler 1

Spieler 2

© 2018 Texas Instruments Seite 11



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Arithmetik Einsatz ab Stufe 7

Terme aufstellen — Berechnen von Summen

Beispiel-Aufgabe

Die Zahlen der Folge 2, 4, 6, 8, ... von naturlichen Zahlen lassen sich mithilfe eines einfachen
Terms beschreiben: a(x) =2 - x,alsoa(1)=2-1=2,a(2)=2-2=4, ..., a(100) = 200

Auftrag: Berechne die Summe der ersten 100 Glieder dieser Folge, also2 +4 + 6 + ... + 200

GENEE NUM DMS RoP|| & ... " |lee -
St ) 221 2% 10100
6:prod(

Verwendete Optionen des TI-30X Pro MathPrint™:

Die Berechnung von Summen von Zahlenfolgen kann mithilfe des sum-Befehls im [math]-Men(
erfolgen. In die Leerstelle in runden Klammern muss der Term eingesetzt werden; die Variable x
(oder auch vy, z, t, a, b, ¢, d) gibt man Uber die [x2;Z]-Taste ein. Unter bzw. Gber das Summen-
zeichen () wird die Nummer des kleinsten und des gréBten Folgenglieds eingegeben.

Ubungsaufgaben

Welche Summe hat der TR berechnet? Welche Zahlen wurden addiert? Notiere jeweils die
ersten drei und die letzten beiden Summanden dieser Summe.

19 DEG . g DEG .
25 %) 180 2y 22+ 84
EB 2 DEG oy 19 DEG oy
2,(x%) 42925 2, {3x=2) 145

(1) Gib einen Term fur die Glieder der Zahlenfolge an mit a(1) =5, a(2) = 10, a(3) = 15, ...
Berechne die Summe der ersten 20 Glieder dieser Folge.

(2) Gib einen Term fur die Glieder der Zahlenfolge an mit a(1) =1, a(2) =5, a(3) =9, ...
Berechne die Summe der ersten 25 Glieder dieser Folge.

(3) Gib einen Term fur die Glieder der Zahlenfolge an mit a(1) =2, a(2) =5, a(3) =8, ...
Berechne die Summe der ersten 40 Glieder dieser Folge.

(4) Welche Summe ist groBer: die Summe der ersten 20 Quadratzahlen von natlrlichen Zahlen
oder die Summe der ersten 75 natirlichen Zahlen?

Seite 12 © 2018 Texas Instruments



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Beschreibende Statistik Einsatz ab Stufe 6

Vergleich von statistischen Daten mithilfe des Medians und der Quartile

Beispiel-Aufgabe

Um einen Leistungsvergleich herzustellen, wurde in zwei Parallelklassen (a und b) ein Test
durchgefuhrt. Dabei ergab sich bei den erreichten Punktzahlen folgende Haufigkeitsverteilung.

Vergleiche die beiden Verteilungen. Bestimme dazu den Median und die Quartile.

16 [ 17 |18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 |27 |28 |29 | 30 |31 |32 |33 |34 |3 |36 |37 |38 |39

al1t|o0|0 2|1 1|1 (0|11 0|2 |4 |00 |2 (3|2 (2|1 |20 |1 |1

b |ojojofojo((tj|1,0,}3|1(6|0(5|3 (|22 |1 1|0 |00 |0 |1 |0

Erlduterung der Losung

Die Daten werden mithilfe des [data]-Befehls in die zur Verfligung stehenden Listen L1, L2 und L3
eingegeben: in Liste L1 die von den Schulern/innen erreichten Punktzahlen von 16 bis 39
(einschl.) sowie in Liste L2 bzw. Liste L3 die Haufigkeiten, mit denen diese Punktzahlen in den
beiden Klassen vorkamen.

Hinweis: Die Eingabe erfolgt am besten listenweise, d. h., nacheinander die Daten von L1, L2
und dann L3, weil nach Driicken der [enter]-Taste der Cursor jeweils ins nachst-untere und nicht in
das nebenstehende Feld springt.

(L] DEG (L] DEG (L] DEG

e  |---—-—--|-=-=-==-- 37 37 2] 2]

17 et} ict:] 1 1
—— 39 1 6 |
L1(3)=180 L1(2Y4)=39 L3(24)=8

Die Eingabe der Daten in Liste L1 kann einfacher mithilfe der Option ,Sequence® (= Zahlenfolge)
erfolgen, weil es sich hier um die Folge der natlrlichen Zahlen von 16 bis 39 handelt.

Setzt man in den Term 16 + x nacheinander die natlrlichen Zahlen 0 bis 23 ein, so ergeben sich
die gewinschten Eintragungen 16, 17, ..., 39 in Liste L1.

DEG DEG

CLR FORMULA [IEKS | [EXPR IN xi16ex t
%:gort Em—lgg... 11 e

=1slp 9—om... -
gMiSeauence... STEP STZEW rouENcE FILL

Wahlt man dann die 1-Variablen-Statistik im [stat-reg/distr]-MenU, dann fragt der Rechner noch ab,
welche Listen ausgewertet werden sollen. Um die Leistungen der Klasse a zu bewerten, missen
die Daten aus Liste L1 (= Punktzahlen) mit den Haufigkeiten (FRQ = frequency) aus Liste L2
untersucht werden

DEG

STFIT DEGDISTR 1-VAR THTS 4 M
ZH3 OB STATS FREG: ONE L1 0 Lo | AEID=28
342-VYAR STHTS cALE [34Sx

DES

1-Var:L 1,2 1-Var:L1,L2 1-Var:L1,

41‘0‘)-( 6.116221322 ?TmlnX—lﬁ 9TMed=295.
=808 8:01=24.5 : 93=33.5
Zx2=24364 -Med 29.5 IBmaxXx=39

© 2018 Texas Instruments Seite 13



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™

Heinz Klaus Strick

Gebiet: Beschreibende Statistik Einsatz ab Stufe 6

Vergleich von statistischen Daten mithilfe des Medians und der Quartile (Forts.)

GeméaB Aufgabenstellung werden die folgenden Daten bendtigt:
Minimum = 16 ; unteres Quartil Q; = 24,5 ; Median = 29,5 ; oberes Quartil 33,5 ; Maximum = 39

Entsprechend untersucht man die Daten aus Klasse b. Hier ergibt sich:
Minimum = 21 ; unteres Quartil Q; = 26 ; Median = 28 ; oberes Quartil 30 ; Maximum = 38

1-VAR STATS ulll-Var:L1 E
DATA: W] L2 L3 7TminX=21
FREQ: ONE L1 L2 8:01=26

caLe| EXMMed=28

Der Vergleich der beiden Klassen zeigt: | Mithilfe der Daten kann man Boxplots zeichnen,

Der Median liegt in Klasse a oberhalb durch die die Eigenschaften noch deutlicher werden:

des Medians von Klasse b.

Die Daten der Klasse a streuen jedoch
stérker als die von Klasse b, wie man an
den Quartilen ablesen kann:

—

50

50% der Punktwerte liegen in Klasse a
zwischen 24,5 und 33,5, in Klasse b
zwischen 26 und 30. " i

AuBerdem liegen Maximum und
Minimum in Klasse a weiter vom Median o s
entfernt als in Klasse b.

50

Hinweis: Auch der Vergleich der Mittelwerte x (= arithmetisches Mittel) zeigt:
Der Mittelwert der Leistungen in Klasse a ist héher als in Klasse b.

Das Streuverhalten um den Mittelwert kann man ebenfalls aus der 1-Variablen-Statistik ablesen:
Die sog. mittlere quadratische Abweichung cx ist in Klasse b deutlich kleiner als in Klasse a.

DES

1-Var:L1,L2

DES

1-Var:L1,L3

21x=28.857142857
3:5x=6.228454928
EMlox=6.116221322

2Tx=27.703703704
3:5x=3.582165383
EMlox=3.515203116

Hinweis: Eine 1-Variablen-Statistik kann vom TI-Schulrechner

auch fur den Fall ermittelt werden, wenn die Daten als ungeord- - mes

\ . . 1-VAR STATS T
nete Liste eingegeben werden (also die Punktwerte der DATA: Lz L3
einzelnen Schiler/innen in beliebiger Reihenfolge). FREQ: DIi[4 L1 L2 L2
Fir die Auswertung muss dann als Haufigkeit 1 gewéhlt werden CALC

(also Frequenz ONE).

Ubungsaufgabe

Vergleiche die erreichten Punktzahlen der Klasse ¢ mit denen aus Klasse a und b.

16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22

23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31

32

33

34

35

36 | 37

38

39

c |0 |1 |0 |1 112 |1

1

Seite 14
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™

Gebiet: Algebra Einsatz ab Stufe 8

Lésen eines linearen Gleichungssystems mit 2 Gleichungen und 2 Variablen

Beispiel-Aufgabe
Gesucht sind zwei Zahlen x und vy, fur die gilt:

e Addiert man das Doppelte von x zum Dreifachen von y, so erhalt man -5. Subtrahiert man
das Doppelte von y vom Dreifachen von x, so erhalt man 12.

Zu losen ist also das Gleichungssystem: 2x+3y= -5 und 3x—-2y =12

Erlduterung der Lésung

Die [sys-solv]-Option ,,2x2 LIN EQs" (linear equations) des TI-Schulrechners erwartet zunachst die
Eingabe der in den beiden Gleichungen auftretenden Zahlen (die sog. Koeffizienten), auBerdem
das Rechenzeichen zwischen dem ersten und zweiten Summanden der linken Seite der Glei-
chung (das Rechenzeichen + muss ggf. noch in — abgeandert werden).

Diese gibt man nacheinander ein; nach Driicken der [enter]-Taste springt der Cursor jeweils zum
nachsten einzugebenden Zeichen.

DEG DE DEG

ic}
(N> + ( 1= gl |¢ 2hac+( Fv= -c
%2 Linear EQs ( 1ix+( 1)v= al € 3Ix-( 2lv=s 1z
2:3x3 Linear S4s SOLVE SOLVE
1

Hat man alle Koeffizienten und das Rechenzeichens eingegeben, erhalt man nach Dricken der
[enter]-Taste die Losung des Gleichungssystems, das ist ein Paar von Zahlen, die gemeinsam die
beiden Gleichungen erflllen. In der Beispielaufgabe ergibt sich (2 1-3) als Lésung.

DEG DEG
LINEAR SYSTEM SOLUTIONER ML INEAR SYSTEM SOLUTIONEE)
x=2 y= -3

Ubungsaufgaben

(1) Lése mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ das Gleichungssystem

2x-5y =7 0,3x-0,7y =-09

(a) _ (c) _
3x+1y=5 -0,1x+09y =23

2 1 3

—1x+6y =1 Lx——y=2

(b) Y d) | 3% 76772

5x-2y =2 1 3 3

27 4 4

(2) Gib auch die nachfolgenden beiden Gleichungssysteme ein. Uberlege, was die Riick-
meldung des Rechners bedeutet, und gib eine Begriindung hierflr an:

DES DES
( 1o +( 3)y= SC 1y +( 3)y= g
( 2x+( B)y= 1o 1ix+( 3y= 6
SOLVE SOLVE

© 2018 Texas Instruments
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 8

Kontrolle der Gleichung einer Geraden durch zwei gegebene Punkte

Beispiel-Aufgabe

Zeige: Die Gerade durch die beiden Punkte P (2 1 4) und Q (7 | 6) lasst sich mithilfe der
Gleichung y =2x+1& beschreiben.

Kontrolliere das Ergebnis der Rechnung mithilfe einer linearen Regression.

Erlauterung der L6sung

Mithilfe der Methode der linearen Regression, Uber die der Schulrechner als Option 4 (LinReg)
im [stat-reg/distr]-MenU verfligt, findet man eine Gerade, die am besten zu einer Messreihe von
Punkten passt. Wenn die Messreihe nur aus zwei Punkten besteht, verlauft die Regressions-
gerade genau durch die beiden Punkte.

Man gibt also die Koordinaten der beiden Punkte als Liste L1 (x-Koordinaten der Punkte) und
L2 (y-Koordinaten) Uber das [data]-Men( ein und ruft Gber das [stat-reg/distr]-Meni die Option
,LinReg“ auf. Der Schulrechner fragt noch einmal ab, ob die x-Koordinaten tatsachlich in L1
abgespeichert sind und die y-Koordinaten in L2 und ob diese Punkte einfach gewichtet werden
(ONE). Dann wird unter der Option RegEQ die Mdglichkeit angeboten, die Gleichung der
Geraden als Funktionsgleichung unter f(x) abzuspeichern.

|ﬁ oER - DEG : DEG

oy T ‘ _vs%%R i e
3:2-VAR STATS | |reftes: N0 Hem o0

Li(=z |_-L1F'IRE‘B ax+b y=ax+b CALC

Im n&chsten Schritt wird dann angezeigt, welche Werte die beiden Koeffizienten a und b in der
linearen Gleichung y = ax + b haben. (Die Angabe r2 = 1 bestétigt, dass die Gerade tatsachlich
durch die beiden Punkte verlduft: ,100 % richtig“.) Die Koeffizienten a und b werden als
Dezimalzahlen angezeigt. Da die Werte automatisch unter ,a“ und ,b“ abgespeichert werden,
kann man diese Uber aufrufen und mithilfe des [«+=]-Befehls als Bruch darstellen.

W a @.4/ b 3.
a=0.4 2.4 21 3.2¢ 1
2:b=3.2 )

3rz=1

Um weitere Punkte auf der Geraden zu bestimmen, ruft man die im [table]-MenU abgespeicherte
Funktion f(x) auf (freie Wahl der Schrittweite Ax im TABLE SETUP).

AUNRIIRIEENE | (£ (x)=0.4x+3.2 1 [EEMESEE t
iHAdd/Edit Func S
2:f( o
4 CALC
X F(X) ‘ X £(x) ‘

3 4.4 6 C.6

Y H.8 4 b

- .2 8 &

x=k =8

Ubungsaufgaben

Kontrolliere weitere selbst berechnete Geradengleichungen mithilfe der vorgestellten Methode.

Seite 16 © 2018 Texas Instruments



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™

Heinz Klaus Strick

Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 8

Bestimmen einer Geradengleichung zu gegebenen Punkten

Beispiel-Aufgabe

Gegeben sind die Punkte P (21 4) und Q (7 | 6). Bestimme die Gleichungy =m - x + b der
Geraden, die durch die beiden Punkte verlauft, und bestimme weitere Punkte auf der Geraden,

Dies kann mithilfe eines Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und zwei Variablen erfolgen.

Erlauterung der L6sung
Liegt ein Punkt auf einer Geraden, dann erflillen seine Koordinaten die Geradengleichung
y=m-x+b, hieralso:4=m-2+bund6=m-7+b.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und zwei Variablen, das wir Gbli-
2m+1b=4

7Tm+1b=6

cherweise wie folgt notieren:

Ein solches Gleichungssystem kann man mithilfe der [sys-solv]-Option des TI-30X Pro MathPrint™

I6sen - beachte: Die Variablen im Schulrechner heiBen aber grundsétzlich x und y (und nicht m
und b). Daher lautet auch die ,L6sung*:

Die Gleichung der Geraden durch die Punkte P und Qist: j =2 .15,
5" "5

DEG DEG

SYSTER SOL VERINII N S -
?x2 Linear EQs|| Pt IS .
2:3x3 Linear Sw4s SOLVE

DEG
LINEAR SYSTEM SOLLUTIONES]

y=i8

i i

DEG
LINEAR SYSTEM SOLLUTIONES]
X=TF

Um weitere Punkte auf der Geraden zu bestimmen, muss man den Funktionsterm fur die
Gerade erst noch in eingeben.

DEG DEG | DEG
FUNCTION THBLE F(x)=%+18p QN THELE SETUP 1
. HAdd/Edit Func s 5 Shartse
2:f( M x=7?

3:9( ! CALC
x 100 x 100 X 100

165 2 3 2245

1 18,5 -2 12,5 y ZYrE

2 Yy | 14,5 E  HIE

x=0 n=- %=

Ubungsaufgaben

Bestimme die Gleichung der Geraden y = mx + b durch die Punkte P und Q
(d) P@B10);Q(71-3)

(@) P(315);Q(-214)
(b) P(11-3);Q(515)
© P(211);Q(411)

(e) P(B11):Q(

41-1)

(f) P(-11-1);Q((51-2)

© 2018 Texas Instruments
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™

Heinz Klaus Strick

Gebiet: Algebra Einsatz ab Stufe 8 (auch zur Wiederholung geeignet)
Umformung von Wurzeltermen
Beispiel-Aufgabe > pes -
Der TI-30X Pro MathPrint™ kann einfache algebraische (1+J2) 3+2{2
Umformungen von Wurzeltermen vornehmen.
Notiere die fehlenden Zwischenschritte.
Erlduterung der Losung
(1+v2f =12+2/2 +(J2)2=142J2 +2=2J2+3 (Anwendung einer binomischen Formel)
Ubungsaufgaben
Welche Umformungen wurden vorgenommen? Notiere die fehlenden Zwischenschritte.
DEG et g 1 DEG J:
1 2
{27 33 NF] s
DEG et g 3 DEG J:
— 2 b
[50-{18 212 ;3 g
DEG et g DEG et g
(1+02)#(3-12) 75-12)° 27
1+2]2
2 DEG J: 1 DEG J— J:
e 3+J5 7+J5
3-J5 2 J7-{5% 2
ﬁ-l DEG o B-E DEG o
I3+1 2-{3 2+JE -11+5(5
. 3_\/5 . _ DEG -
Beim Umformen des Bruchterms gibt der Schulrechner | 3={&
2+43 2403
nur eine Dezimalzahl als Naherungswert an, vgl. rechts. Den 0.204694969
Schulrechner kannst du trotzdem nutzen, um einen Term ohne
Nenner zu notieren.

Seite 18
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™

Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 8

Erstellen von Wertetabellen fiir quadratische Funktionen

Beispiel-Aufgabe
Gegeben sind die Funktionsgleichungen f(x)=x2-1x+32 und g(x) = x2+2x-3.

Zeichne die beiden Normalparabeln mithilfe der zugehérigen Wertetabellen.

Erlauterung der L6sung

Man gibt die beiden Funktionsterme Uber das [data]-Meni ein. Um die beiden Wertetabellen auf-
zustellen, legt man den Startwert fest (hier: x = 0) und wahlt eine Schrittweite (hier: Step = 0.5).

In der Wertetabelle kann man mithilfe der Pfeiltasten nach oben/unten oder rechts/links laufen.

FUNCTION THBLE Flx)=xl—L+3 T —n2 t

: x)=x"—3x+ a(x)=x"+2x-31

iIBAdd/Edit Func 2=

2:f(

3:9( ! !

| DEG DEG DEG

THELE SETUP T x FOx) I(x) x FOxD (%)

Start=a 34 -3 15 2.25 2.25

$tep=0.G 0L g.75% 1.7 2 15,4 L

Au.tol X=7? 1 EeY 9 2.5  |HAS 8.25
CALC| [x=0 |%=2.5

In der Wertetabelle fallt auf, dass einige Werte als Dezimalzahlen, andere als Brliche notiert
sind. Dies ist eine Besonderheit des Schulrechners im MathPrint-Mode. Bei Funktionstermen,
in denen Briche (in Bruchschreibweise) auftreten, werden die Funktionswerte bei ganzzahligen
x-Werten auch als Briiche angegeben, bei anderen x-Werten als Dezimalzahlen.

x-Werte und Funktionswerte kbnnen i. A. wahlweise als Briiche oder als Dezimalzahlen ange-
zeigt werden; man muss diese Zahlen markieren und dann die [«=]-Taste driicken. Im Display
erscheint dann in der Zeile unter der Tabelle jeweils der Bruch (0.75 = 3/4) oder umgekehrt,
dann erscheint unten die Dezimaldarstellung einer Bruchzahl (15/4 = 3.75).

DEG DEG DEG
X FOx) (%) X FOx) (%) X FOx) 9(x)
-1.5 3.75 "3.75 a 344 -3 1.5 2.25 2.2%
-1 -y 0.5 R -1.75 2 5
-85 1.2% "3.7% 1 el ) 2.5 E.7L 8.2%
FOx)=2.25 FOx =34 £(x)=3.75

An der Wertetabelle von f(x) kann man ablesen, dass die zu f(x) gehérende Parabel achsen-
symmetrisch ist zu x = 0,25, denn links und rechts davon treten genau die gleichen Funktions-
werte auf.

Den Scheitelpunkt S (0,25 | 0,6825) dieser Parabel ermittelt man durch Verringerung der
Schrittweite auf Ax = 0,25, oder indem man — nach Ruickkehr auf die Rechenebene ( [quit] ) —
den Funktionswert f(0,25) mithilfe von Option 2 des [table]-Men(is berechnet.

s K | f00 | 00 | CUNGINIIMIEENS | |F(.25)  0.6875
.25 i ramm|-2.4375 | [LiAdds/Edit Func

0.5 0.75 -1.75 2 :

fx)=11/16 3:9(

Ubungsaufgaben

Bestimme den Scheitelpunkt der zu g(x) gehdérenden Parabel mithilfe einer Wertetabelle.

© 2018 Texas Instruments
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 8

Kontrolle der Gleichung einer Parabel durch drei gegebene Punkte

Beispiel-Aufgabe

Zeige: Die Normalparabel durch die drei Punkte P (-1 12), Q (2 14) und R (5 | 24) lasst sich
mithilfe der Gleichung y = x2-1x+2 beschreiben.

Kontrolliere das Ergebnis der Rechnung mithilfe einer quadratischen Regression.

Erlauterung der L6sung

Mithilfe der Methode der quadratischen Regression, Gber die der Schulrechner als Option 7
(QuadraticReg) im [stat-reg/distr] -MenU verfligt, findet man eine Parabel, die am besten zu einer
Messreihe von Punkten passt. Wenn die Messreihe nur aus drei Punkten besteht, verlauft die
Regressionskurve genau durch die drei Punkte.

Man gibt also die Koordinaten der drei Punkte als Liste L1 (x-Koordinaten der Punkte) und

L2 (y-Koordinaten) Uber das [data]-Men( ein und ruft Gber das [stat-reg/distr]-Meni die Option 7
auf. Der Schulrechner hat die Voreinstellung, bei der die x-Koordinaten in L1 abgespeichert
sind und die y-Koordinaten in L2 und dass diese Punkte einfach gewichtet werden (ONE); dies
wird durch bestéatigt. SchlieBlich wird noch die Méglichkeit angeboten, die Gleichung der
Geraden als Funktionsgleichung unter f(x) abzuspeichern.

E1 o "I DATA L2 L3 1
. S - e - ;

2 y 09D£STR wDATA: L1 L3

g 2y X FREQ: [}[3 L1 L2 L3
------- ======-] 6:RecirRe9g a/x+b| |rescns>: HO HTH 90x)
L2(W)= -Quadr‘atlcRes y=q.x+h CALC

Im n&chsten Schritt wird angezeigt, welche Werte die drei Koeffizienten a, b und c in der
quadratischen Gleichung y = ax? + bx + ¢ haben. (Die Angabe r2 =1 = 100 % bestétigt, dass die
Kurve tatséchlich durch die drei Punkte verlauft.) Die Koeffizienten a, b und ¢ werden als Dezi-
malzahlen angezeigt. Da die Werte automatisch unter ,a“ ,b“ und ,c“ abgespeichert werden,
kann man diese Uber aufrufen und mithilfe des [«+=]-Befehls als Bruch darstellen.

DES DES DES

QuadReg:L1,.L2, 1NN -p. 333333333 0,666666667

1 : =Bl -0.333333333333¢ El 666666666666
2:b=-0,333333333 -1 2
3dc=0. 6666666667 ? ?

Um weitere Punkte auf der Parabel zu bestimmen, ruft man die im [table]-Meni abgespeicherte
Funktion f(x) auf (freie Wahl der Schrittweite Ax im TABLE SETUP).

DEG DEG | DEG

FUNCTION THBLE =1 24 - SISUBTABLE SETUP 1
MAdd/Edit Func ||f(%)=12+70.332 Jistartze
2:f¢ MEE x=?
3:9( i CALC

x £0x) . . . .
0 0.666667 Wenn die Werte in der Wertetabelle nicht ganzzahlig sind,
% FEEEEE] kann man diese i. A. durch Driicken der [«+=]-Taste in einen
10073 Bruch verwandeln, vgl. Beispiel links.
Ubungsaufgaben

Kontrolliere weitere selbst berechnete Parabelgleichungen mithilfe der vorgestellten Methode.
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 8

Bestimmen der Nullstellen / des Scheitelpunkts einer quadratischen Funktion

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die quadratische Funktion f mit f(x) = x2 — 4x + 2.
a) Bestimme die beiden Nullstellen von f, d. h. I16se die quadratische Gleichung x2 — 4x + 2 = 0.

b) Bestimme den Scheitelpunkt der quadratischen Funktion.

Erlauterung der L6sung

Wahlt man die Option [poly-solv] des TI-30X Pro MathPrint™, dann erwartet der Rechner zunachst
die Eingabe der Koeffizienten a, b und c. Dann werden die L6sungen exakt (also gemaf der
Lésungsformel) bestimmit.

DES DES DES

POLY SOLVER a=1 t b=-4 1
iHaxz+bx+c=0

Z2:ax3+bxz+cx+d=0

i i

C=2 DEG T DEG T DEG T
x1=2+]2 x2=2—-[2

il il il

Um die Lésungen als Dezimalzahlen auszugeben, muss die [«=]-Taste getippt werden. Mit dem
Pfeil ® werden weitere zwei Dezimalstellen angezeigt.

DEG DEG

0.%2+bx+c=0 Rl %2 +bx+c=0) t
x1=3.4142135623»| [x2=0.5857864376»
i i

Man kann sowohl die Lésungen als auch den Funktionsterm unter f(x) oder unter g(x) speichern
(QuadEG - f(x) oder g(x)). Mit diesem Speicherbefehl wird gleichzeitig die algebraische Um-
formung des Funktionsterms vorgenommen und der Rechner bestimmt die Scheitelpunktsform
der Funktionsgleichung — hier: f(x) = a-(x —h)2+kmita=1, h=2und k = -2.

An der Scheitelpunktsform lesen wir ab, dass die quadratische Funktion den Scheitelpunkt
S (21 -2) hat. Diesen Punkt kann man auch mithilfe der Wertetabelle ([table]-Option) finden.

DEG DEG DEG
g;gEE xé: no x v H 1 FI]H= alx-h)2+k=0 1 ) x flx]
x2: No x v 2 o= -
Quo.dEQ>: No ¥ 9(x) h=2 g_%

k=-2
STORE| |SOLVE AGAIN QUIT| [x=2
Ubungsaufgaben

(1) Bestimme Nullstellen und Scheitelpunkt der quadratischen Funktion f mit
(a) f(x) =x2—5x+1 (b) f(x) =-x2—4x+7 (c) f(x)=-3x2+2x+5

(2) Die folgende quadratische Funktion f hat keine reellen Nullstellen. Welche Lésungen gibt der
TI-30X Pro MathPrint™ an? Welchen Scheitelpunkt hat die quadratische Parabel?

(@ fx)=x2+3x+3 (b) f(x) =-x2+4x—-6 (c) f(x) =2x2—-5x +4

© 2018 Texas Instruments Seite 21



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 8

Numerische Bestimmung der Nullstellen einer quadratischen Funktion

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die quadratische Funktion f mit f(x) = x2 — 4x + 2.

Bestimme die beiden Nullstellen von f, d. h., |6se die quadratische Gleichung x2 —4x + 2 = 0.

Erlauterung der L6sung

Um eine Gleichung numerisch zu 16sen, benutzt man die Option [num-solv]. Nach Eingabe der
Gleichung wird auf dem Display der aktuelle Wert der Variablen x angezeigt. (Hat man vorher
den Speicherinhalt mithilfe des Befehls [clearvar] geldscht, dann hat die Variable den Wert 0.)
Man kann den Bereich einschréanken, in dem der Schulrechner eine Lésung finden soll,
ansonsten wird im Intervall zwischen -10* und +10% gesucht. Der Rechner findet zunéchst die
kleinere der beiden Lésungen x = 0,586; fur diese qilt: left = right (die linke Seite der Gleichung
hat den gleichen Wert wie die rechte Seite). Nach Bestatigen des solve again-Befehls muss man
den Suchbereich einschranken, damit auch die zweite Nullstelle gefunden werden kann.

" 2 - EDIT VARIABLE IF NEEDEDIR]
il EDIT VARIAELE IF NEEDED
o= 4 +2=0 g

i 4 4

DEG DEG

DEG
SELECT SOLUTION VAR IMENTEE SOLUTION BEOUNDSEES iMINUMERIC SOLVER SOLLUTION)
SOLVE FOR: £ SOLVE ON [LOHER.UFFERI:

LOMER=-1E99 x=0.58578643762)»
UPPER=1E99
f %S| |LEFT-RIGHT=0 f
NUMERIC SOLVER 1 I:ER MNUMERTC SOLVER SOLUTION]
SOLVE AGAIN QUIT| | LOMER=0.6 ’ " | |x=3.414213562376
UPPER=1E99
WS |LEFT-RIGHT=1E-11 i

Alternative Vorgehensweise: Statt die Gleichung x2 — 4x + 2 = 0 direkt einzugeben, kann man
zunachst den Funktionsterm f(x) Gber das [table]-Menii definieren und dann im [num-solv]-MenU
die Gleichung f(x) = 0. Diese Mdglichkeit ist zu bevorzugen, wenn man dann auch auf die
Wertetabelle der Funktion zurlickgreifen kann. (Es bestdénde dann auch die Mdglichkeit nach-
zuschauen, wo die Funktion einen Vorzeichenwechsel hat.)

DEG DEG

f(x)=x’-4x+2  T||flx) =0

Ubungsaufgaben

(1) Welche Ruckmeldung erfolgt durch den Schulrechner, wenn ein Such-Intervall angegeben
wird, in dem keine L&sung liegt? (z. B. lower = 4)

(2) Bestimme numerisch die Nullstellen der quadratischen Funktion f mit
(@) f(x)=x2—6x+ 1 (b) f(x) =2x2+5x -2 (c) f(x)=-x2—3x+8

(3) Die folgende quadratische Funktion f mit f(x) = x2 + 4x + 5 hat keine reellen Nullstellen.
Was gibt der TI-30X Pro MathPrint™ an?
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Heinz Klaus Strick

Gebiet: Algebra Einsatz ab Stufe 8

Bestimmen der L6sung einer quadratischen Gleichung (mit Wurzeltermen)

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die quadratische Gleichung x2 + bx + ¢ =0.

Bestimmt werden soll ein Term flr die allgemeine Lésung, sodass bei Einsetzen der Koeffizien-
ten die Losungen — sofern sie existieren — als Wurzelterme ausgegeben werden.

Lose hiermit dann die Gleichungen (1) x2+4x—-7=0 (2)x2+4x+7=0.

Erlauterung der L6sung

Der TI-30X Pro MathPrint™ verfigt (iber die Option, eine bestimmte Abfolge von Operationen
abzuspeichern; dabei kdnnen unterschiedliche Variablen verwendet werden.

Einen solchen allgemeinen Term kennt man beispielsweise vom Lésungsverfahren fir

quadratische Gleichungen: Xz_gi /%_C.

Hier geht es nun darum, einen solchen Lésungsterm auf dem Schulrechner einzugeben. Dies ist
allerdings nur fur einen Term mdglich, beispielsweise fur die erste Loésung einer quadratischen
Gleichung; fur die zweite L6sung muss entsprechend das Vorzeichen im allgemeinen Term
geéndert werden.

Die Eingabe der Operation erfolgt mithilfe des [set op]-Befehls, bei dem man auf der rechten Seite
des Gleichheitszeichens den Term eingibt. Dann speichert man mithilfe des [sto»]-Befehls die
Werte fiir die Variablen. Wenn man dann auf die [op]-Taste drlckt, erscheint sofort der Wert

dieses Terms, also fir die Variablenwerte b = 4 und ¢ = -7 der Term-Wert —2++/11.

DEG DEG - DEG -
b [b2 43b 4| |, 2
op=-z+|w-C Ad= AL
N n=1 -2+J11
Durch Driicken der [«=]-Taste erhélt man eine Dezimalzahl e §y 1 - =
als Naherungswert. n=1 _2+m
Die Losungen der Gleichung x2 + 4x — 7 = 0 sind |~2+J{11l«¢
X, =—2+411 und x,=-2-411 1.31662479

(2) Da die Gleichung x2 + 4x + 7 = 0 keine reelle Lésung hat, erfolgt nach dem Betéatigen der
[op]-Taste die Fehlermeldung (Domain = Definitionsbereich).

DEG - DEG

4->b 4 Error
72c 7

Domain
Ubungsaufgaben

(1) Erweitere die Loésungsformel flr eine allgemeine quadratische Gleichung ax2 + bx + ¢ = 0.
(2) Bestimme wie oben auch die Lésungen von
(c)x*+4x+3=0

(@ x2+6x-3=0
(d)y3x2—12x+8=0

(b)3x2—2x—-1=0
(e)x2—4x+2=0

H2x®r+4x+5=0

© 2018 Texas Instruments
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Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 8

Bestimmen eines Rechtecks mit moglichst groBem Flacheninhalt

Beispiel-Aufgabe

Ein Tiergehege in rechteckiger Form soll langs einer vorhandenden Mauer angelegt werden.
Zur Verflugung steht hierfiir ein Maschendrahtzaun von insgesamt 20 m [18 m] Lénge.

Wie kdénnen die Rechteckseiten gewéahlt werden, damit der Flacheninhalt méglichst groB ist?

Erlauterung der L6sung

Bezeichnet man die Seitenléngen des Rechtecks y=20-2x
mit x und y, dann gilt: 2x +y =20, also y = 20 — 2x. X "
Der Flacheninhalt des Rechtecks berechnet sich also
mithilfe des Terms einer quadratischen Funktion
f(x) =x-y=x-(20 —2x) Wand
Dieser Funktionsterm kann im mEe | mEs
. = - UM TABLE SETUFP T
[table]-Men(i eingegeben wer- fx)=x+(20-2x) Stort=o
den. Der Schulrechner erstellt step=1 _
automatisch eine Wertetabelle. (A x=7?
+ CALC
DES DES DES
X fx) X fx) X f{x)
0 3 y2 b 48
1 18 Y 43 Fd 42
2 32 5 |H 8 |kH
x=0 x=E x=8

Der Tabelle kann man enthehmen, dass der Flacheninhalt flir x =5 m (also y = 10 m) am
groBten ist. Da die Funktionswerte symmetrisch zum Funktionswert bei x = 5 sind, liegt dort
tatséchlich der gr6Bte Wert vor (d. h., wegen der Symmetrie kann ausgeschlossen werden, dass
es links oder rechts von x = 5 einen gréBeren Funktionswert gibt).

Analog ergibt sich fur die Zaunlange von 18 m der Funktionsterm f(x) = x - (18 — 2x) mit

DEG DEG DEG
% (%) x (%) x (%)
] 3 39 6 42
1 17 y HYy 7 3E
2 30 HE 5 I 24
x=0 %=k %x=B

Betrachtet man nur die ganzzahligen Werte, dann liegt ein maximaler Fldcheninhalt bei x = 5
vor, aber die Funktionswerte links und rechts von dieser Stelle sind nicht symmetrisch gleich.

Eine Verfeinerung der Schrittweite in der Wertetabelle auf Ax = 0,5 ergibt eine Tabelle mit
Funktionswerten, die symmetrisch zum Maximum bei x = 4,5 m liegen (also y = 9 m).

DEG DEG DEG
X FLxd X FOxd X FLxd
32tk y 4o Lt 38.E
] 36 ) 49.5 -] 36
3.5 38.5 5 IEL 6.5 kR
%=2.5 %=k %=6.5
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie den maximalen Flacheninhalt fir eine Zaunlange von 19 m [19,5 m].
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Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 9

Bestimmen der Verdopplungszeit bei Wachstumsprozessen

Beispiel-Aufgabe

Ein Kapital von 1000 €werde mit einen jahrlichen Zinssatz verzinst; die Zinsen werden jeweils
zum Kapital hinzugefugt. Nach wie vielen Jahren hat sich das Kapital verdoppelt?

Der Zinssatz p betragt (1) 1 % (2) 2% (3) 2,5 % (4)3%.

Durch die Rechenbeispiele ergibt sich eine einfache Merkregel: Zwischen dem Zinssatz p und
der Verdopplungszeit d besteht ein einfacher Zusammenhang: p - d = 70.

Erlauterung der L6sung
Zu l6sen ist die Gleichung: 2000 = 1000 - ", wobeig =1+ p (p = Zinssatz).

1. Losungsweg: Suche in der Wertetabelle der Funktion f mit f(x) = 1000 - g* nach demjenigen
Wert von x, bei dem der Funktionswert 2000 Uberschritten wird.

pEs s t ” £0¢) Das Kapital hat sich nach n =70
f(x)=1000+1.a1 69 1986.89Y Jahren verdoppelt.
2006.763 _
7l 2026.831 Esgiltn-p=70-1=70.
4+ [X=70
pES e Das Kapital hat sich nach n =~ 36
x 1 X fix)
f(x)=1000+1.02 35 1999.39 Jahren verdoppelt.
T 2039.887 _
37 2080.685 Esgiltn-p=35-2=70.
4+ [X=36

2. Lésungsweg: Das Problem lasst sich auch so formulieren: Gesucht sind die L6sungen der
Gleichung q" = 2. Durch Logarithmieren der beiden Seiten der Gleichung erhélt man hieraus:
log(2)
log(q)

Im Teilaufgabe c), also p = 2,5 %, verdoppelt sich das Kapital nach n = 28 Jahren. Auch hier gilt:
n-p=28-25=70.

n-log(q) =log(2), also n= (Hinweis: Die Logarithmen-Basis spielt keine Rolle.)

1 .2.'1{922}5 ¥ i ) 1 .‘IBO{E 1{32}5 ) i ) Ll AL B )
n . o . T09-¢ 1025 ¥
28.07103453 28.07103453| | M2 o1 n2asa

3. Losungsweg: Numerische Losung der Gleichung q" = 2.

DEG

NUMERIC SOLVER SOLUTION
1.03%=20
x=23.44977225045
4| |LEFT-RIGHT=#9 ]
Im Fall p = 3 % verdoppelt sich das Kapital nach n = 23,4 Jahren. Es giltn- p = 23,4 - 3= 70.

Ubungsaufgaben

(1) Untersuche die Gultigkeit der p - d = 70 -Regel auch fur andere Prozentséatze.

(2) Suche auch eine Regel fur die Verdreifachung eines Kapitals.
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Gebiet: Funktionen Einsatz ab Stufe 10

Berechnung einer Wertetabelle — Darstellung der auftretenden Zahlen

Beispiel-Aufgabe

Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f(x) = (x+1)-(x—1)

Erlauterung der L6sung

Der Funktionsterm kann (ohne auszumultiplizieren) im [table]-MenU eingegeben werden. Der
Schulrechner erstellt automatisch eine Wertetabelle.

DEG DEG | DEG
- 1 1 —41 . UTABLE SETUP t
flx)=(x+3 )x (x0T |F(x)=¢ )#(2-3) | arezs
Step=0.5
(I x=?
i i CHLC

In der Wertetabelle fallt auf, dass einige Werte als Dezimalzahlen, andere als Briiche notiert
sind. Dies ist eine Besonderheit des Schulrechners im MathPrint-Mode. Bei dem betrachteten
Funktionsterm, in dem Briiche (in Bruchschreibweise) auftreten, werden die Funktionswerte bei
ganzzahligen x-Werten auch als Briiche angegeben, bei anderen x-Werten als Dezimalzahlen.

DEG DEG DEG
x FOxD x FOx) x FOxD
eEe3 F-E 1.833333 -1¢6
-2.5 L. BGEGET -1 2#3 [l 0.166667
-2 [ -0.5 ] 1 1
x=- x="1.5 x=0
DEG
X £(x) x-Werte und Funktionswerte kébnnen aber als Briiche
%'5 %'53,353333 angezeigt werden; man muss diese Zahlen markieren und
2.5 3 dann die [«+=]-Taste drlcken.
|x¢=2.E

Im Display erscheint dann in der Zeile unter der Tabelle der Bruch (-2.5 = -5/2) oder im umge-
kehrten Fall erscheint unten die Dezimaldarstellung einer Bruchzahl (5.666667 = 17/3).

DEG DEG DEG
X FOx) X FOxD X FOxD
-3 -3 2E#3 -3 2523
-2.k L.BEERGT WA C.CEEE6T7 -2.k C.BEEEGT
-2 7r2 =2 7r2 -2 Ta2
FOx)=B.333333333333 K="Ea2 FOx)=17 23

Wenn man mithilfe der Option 2 des [table]-MenUs Funktionswerte direkt abruft, dann kommt es
darauf an, in welcher Form man den x-Wert eingibt:

FUNCTION TABLERRAIISPZ) illfcl.5) N
1iAdd/Edit FUnc ||c(1e) 6 2.333333333

FE “5||F(3/2) %
=9

Ubungsaufgaben

Erstellen Sie eine Wertetabelle mit Schrittweite Ax = 0,5 fiir die Funktion f mit
(1) f(x)=(x+5)(x-2) (2) f(x)=3%(x+1)-(x-2)

und wandeln Sie ggf. Brliiche in Dezimalzahlen um und umgekehrt.
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 10

Nullstellenbestimmung fir ganzrationale Funktionen 3. Grades (exakte Methode)

Beispiel-Aufgabe | \
Gegeben sind die ganzrationalen Funktionen f mit
(1) fi(x) =x®—5x2+4x + 4
(2) fo(x) =x®—5x2 +4x + 8
Gesucht sind die Nullstellen der Funktionen.

Die Grafik rechts wurde mithilfe
eines Tl NspireT'VI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Far die Bestimmung von Nullstellen bei ganzrationalen Funktionen 3. Grades stehen im TI-30X
Pro MathPrint™ die Optionen [poly-solv] (exakte algebraische Lésung) und [num-solv] (numerische
Lésung) zur Verfugung. Hier soll die exakte Lé6sungsmethode angewandt werden.

Exakte Lé6sung: Nach Eingabe der Koeffizienten werden die Lé6sungen angegeben.
Die Funktion hat drei reelle Nullstellen: x = + 3,562 ; x = + 2 ; X = - 0,562; das Polynom kann
(anschlieBend) auch als Funktionsterm unter f(x) gespeichert werden.

POLY SOLVER a=1 t b="-5 t
1l:ax+bx+c=0
PHax 3 +bx2+cx+d=0
4 4
c=4 1 |d=4 t t
x1=3.5615528128)»
i i i
+ t|[STORExL: (% v 2zt 1t
STORE x2: (M x » z t
x2=2 x3="0.561552812p| |STOREx3: (B x v 2z t
CuwbicEQ»: Ho TEF 9Cx)
4 4| [SOLVE AGAIN QUIT

(2) Die Funktion hat nur eine reelle Nullstelle: x; = - 0,875, auBerdem die beiden komplexen Null-
stellen x, = 2,938 — 0,716 i sowie x; = 2,938 + 0,716 i (wie man durch Scrollen nach rechts
sieht).

DEG DEG DEG

t t t
x1=-0.875129794»| |x2=2.9375648970»| x3=2.9375648970)»

+ + +
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Nullstellen der ganzrat. Funktion 3. Grades. Skizzieren Sie den Graphen.

(1) f(x) =2x®2 —8x2 + 5x + 2 (2) f(x) =-2x3 + 8x2 — 6X + 1
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 10

Nullstellenbestimmung fir ganzrationale Funktionen 3. Grades (numer. Methode)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben sind die ganzrationalen Funktionen f mit
(1) fi(x) =x®—5x2+4x + 4
(2) fo(x) =x®—5x2 +4x + 8

Gesucht sind die Nullstellen der Funktionen.

Die Grafik rechts wurde mithilfe
eines Tl NspireT'VI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Fur die Bestimmung von Nullstellen bei ganzrationalen Funktionen 3. Grades stehen im TI-30X
Pro MathPrint™ die Optionen [poly-solv] (exakte algebraische Lésung) und [num-solv] (numerische
Lésung) zur Verfligung. Hier soll die numerische Lésungsmethode angewandt werden.

Numerische Losung: Durch die Eingabe des Funktionsterms Uber die [table]-Option wird eine
Wertetabelle erzeugt; am Vorzeichenwechsel kann man erkennen, wo ungefahr die Nullstellen
liegen. Man erkennt die ganzzahlige Nullstelle x = 2. AuBerdem erkennt man einen Vorzeichen-
wechsel von f(x) zwischen -1 und -0,5 bzw. zwischen 3,5 und 4.

Fur die [num-solv]-Option benétigt man links den Ausdruck ,f(x)“ (Eingabe mithilfe der ,f(“-Option
von [table]) und rechts null. Die linke Intervallgrenze gibt man als Startwerte fir den Suchalgo-
rithmus ein, also beispielsweise -1 fir die Suche nach der Nullstelle im Intervall ] -1 ;-0,5[.

(1) Die Funktion hat drei reelle Nullstellen: x; = -0,562 ; x, = +2 ; X3 = +3,562.

DEG DEG DEG

X FOxd X fFOxD X FOxd
1 Y -1t -16.625 3 "2
2 I 6 - -0.375
3 "2 “8.k 8,625 y Y
=2 x=-1 x=3.5
DEG DEG DEG
EDIT HRIHBLE IF NEEDEDERJBIMUMERIC SOLVER SOLUTIONRMNUMERIC SOLVER SOLUTIONy
x="
*x="0.5615528128»| x=3.561552812803
4| |ILEFT-RIGHT=% 4| [LEFT-RIGHT=-1E-11 +

(2) Man findet nur einen Vorzeichenwechsel - die Funktion scheint nur eine reelle Nullstelle zu
haben: x = - 0,875. Allerdings ist es kein Beweis, wenn man keinen weiteren Vorzeichenwechsel
gefunden hat. Eine genauere Untersuchung des Graphenverlaufs ist notwendig.

% |00 NUMERIC SOLVER SOLUTIOND
P 2 x="0.8751297941)»
x="1 LEFT-RIGHT=0 '
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Nullstellen der ganzrat. Funktion 3. Grades. Skizzieren Sie den Graphen.

(1) f(x) =2x® —8x2 + 5x + 2 (2) f(x) =-2x3 +8x2—6X + 1
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Heinz Klaus Strick

Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 10

Nullstellenbestimmung fir ganzrationale Funktionen 4. Grades

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit

f(x) = x* + x3 — 10x2 — 9x +10.

Gesucht sind die vier nicht-ganzzahligen Nullstellen der Funktion.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Far die Bestimmung von Nullstellen bei ganzrationalen Funktionen 4. Grades steht im TI-30X
Pro MathPrint™ die Option [num-solv] zur Verfiigung. Zunéchst wird iber die [tble]-Option der
Funktionsterm eingegeben; diese erzeugt eine Wertetabelle, aus der man am Vorzeichen-
wechsel erkennen kann, in welchen Intervallen ungeféhr die Nullstellen liegen.

Man findet Vorzeichenwechsel zwischen -3 und -2, zwischen -2 und -1, zwischen 0 und 1 sowie
zwischen 2 und 3.

DEG DEG | DEG
FUNCTION TARBLE _My 3 ~AQINTABLE SETUP t
e e TR, | [F (y=a®-10x"0 7| iarss
2:F( KR x=?

3:9( i CALC
X £ X £ X £

-3 1 ‘ 0 10 ‘ 2 -2Y ‘

2 I 1 -7 1

-1 9 2 -2Y4 y 134

x="2 =1 w=3

Far die [num-solv]-Option bendtigt man links den Ausdruck ,f(x)“ (Eingabe mithilfe der ,f(“-Option
von [table]) und rechts null.

Die linke Intervallgrenze wird jeweils als Startwert fir den Suchalgorithmus benétigt.

DEG
EDIT YARIABLE IF NEEDEDERS
x=-3

+

NUMERIC SOLVER SOLUTIONY
x="2.9652751899)»

LEFT-RIGHT=% i

DEG
EDIT YARIABLE IF NEEDEDERS
x="2

+

NUMERIC SOLVER SOLUTIONY
x=-1.6885422570»

LEFT-RIGHT=#8 i

NUMERIC SOLVER SOLUTIONY
x=0.66915721182»

LEFT-RIGHT=#8 4

NUMERIC SOLVER SOLUTIONY
x=2.984660235223

LEFT-RIGHT=#8 4

Die Nullstellen liegen also bei x = -2,965 ; x = - 1,689; x = + 0,669 ; x = + 2,985.

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die nicht ganzzahligen Nullstellen der ganzrationalen Funktion 4. Grades.

(1) f(x) =x*—4x3—5x2 + 12x + 6

(2) f(x) = - x* + 2x3 + 20x2 — 20x — 20
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 10

Einfiihrung in die Differenzialrechnung: Untersuchung von Sekantensteigungen

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x2.

xg) = f(Xe) der Sekanten i
Xq — Xp - el

durch den festen Punkt P ( 11 1) und durch variable Punkte -

Q, die auf dem Graphen von f liegen und auf P zulaufen.

Untersuchen Sie die Steigung m =

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines TI Nspire™ erstellt.

Erlauterung der L6sung

Die zu untersuchende Funktion definiert man mithilfe von ,Edit function“ im [table]-Men(i.
Die x-Werte des sich auf P zu bewegenden Punktes Q werden in Liste L1 im [data]-Men(
einzeln eingetragen. Hier wurden gewéhlt: x =0,5; 0,9 ; 0,95 ; 0,99 ; 0,995 ; 0,999 ; ... ; 0,9999

und dann die symmetrisch liegenden Werte 1,0001 ; 1,0005 ; 1,001 ;... ; 1,5.
5 DEG ' IEE DEG [
filx)=x 0.9
.95
4| [L1£4)=6.99

Auf dem TI-30X Pro MathPrint™ wird die Berechnung der zugehérigen Sekantensteigungen
mithilfe von Listenformeln realisiert. (Driickt man einmal auf die [data]-Taste sind die Listen sicht-
bar, wenn man ein zweites Mal druckt, erscheint das Menl zur Bearbeitung der Listen: Loschen
von Listen, Eingabe und Léschen von Formeln sowie weitere Optionen.)

Wenn man ein Feld in Liste L2 markiert, dann erwartet der Schulrechner eine Eingabe. Wahit
man jetzt die Option ,Formula - Add/Edit Formula®“, dann erscheint unten ein Schloss-Symbol,
hinter dem man den gewpuiinschten Term eingeben kann. Bei der Eingabe der Formel verwen-
den wir Option 2 des [table]-Menis, um ,f(, einzugeben, und das Symbol ,L1%, das man durch
erneutes Drlicken der [data]-Taste erhalt (Auswahl bei ,Names*). Nach Drlicken der [data]-Taste
werden die Sekantensteigungen berechnet.

Man stellt fest, dass sich die Werte immer mehr dem Wert 2 ndhern, wenn Q auf P zul&uft.

LEG LEG m LEG
CLR [FelxElV/NE OPS MI]ES g-g """"
IHBAdd/Edit Frmlal fHL1 0.35
Z2:Clear L1 Frmlal [2:L2 9.99
3dClear L2 Frmlal [3:L3 ALZ=(HLD-£(1D/(L1-1)
m OEG  [E] m DEG m DEG
0.5 15  [EEEEEEE 9.995  [1.995 1.0001
0.9 1.9 9.999 (1.999 1.0005 (2.0005
.95 1.95 9.9995 (1.9995 1.001 |2.001
0.99 1.99 0.9999 [WCEER 1.005  |2.005
Lz¢1)=1 [ {3EL.9999 [EYE:. 0091
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Steigung der Sekanten fir eine Folge von Punkten Q, die auf P zulaufen,
fiir die Funktion f(x) = x2 [ f(x) = x3; f(x) =Vx ] und P(21f(2)) [P(0,51(0,5)].

Seite 30 © 2018 Texas Instruments



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 10

Einfiihrung in die Differenzialrechnung: Untersuchung von Sekantensteigungen
(Option: Nutzung einer geometrischen Folge von x-Werten)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x2.

f(xq) — f(Xp)
Xq — Xp

durch den festen Punkt P ( 11 1) und durch variable Punkte -
Q, die auf dem Graphen von f liegen und auf P zulaufen.

Untersuchen Sie die Steigung m= der Sekanten

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung
Die zu untersuchende Funktion definiert man mithilfe von ,Edit function” im [table]-Men(i.

Die x-Werte des sich auf P zu bewegenden Punktes Q werden mithilfe einer Folge bestimmt.
Hierflr wahit man die Option OPS (zweifaches Tippen von [data]), gibt an, flir welche Liste die
Folge definiert wird (hier: L1).

f(x)=2? t ELEGEERQHEEEM : L2 L3
Z2:Sort L9-Sm..
i E¥Sequence... 1<dim(list)<50 i

Die sog. geometrische Folge a, = 1 — 0,1" nimmt nacheinander die Werte 0,9 ; 9,99 ; 0,999 ; ..
an. Die Beschréankung auf 1 < n < 6 erfolgt wegen der maximal angezeigten Stellenzahl.

DEG |ﬁ DEG L] DEG
EXPR IN x:1-90.1"x 1 19  |------- 0.999 1.999
START x:1 6.99 1.99 99999 |1.9999
EMD x:6 0.999 1.999 9.99999 |1.99999
STEP SIZE:1 9.9999 |1.9999 CEEEEEE]|1.999999
SEQUENCE FILL| |[L1£1)=8.9 L1(6)=H.999999
Wie die Werte in Liste L2 berechnet werden, ist auf dem 'Eg -
ersten Arbeitsblatt zu diesem Thema erklart. B.99 189
6.999 1.999
0.9999 |M:EEE]
AL2=CF(L1)-#(10)/(L1-1)

Andert man dann die Folgenvorschrift zu a, =1 + 0,1", dann erhalt man entsprechend eine
Folge von x-Werten, die sich von oben dem x-Wert des Punktes P nahert.

DEG |ﬁ DEG [ 3] DEG
EXFR IMN x:1+8.1"x% 1 21 |mmmm—— 1.001 2.001
START x:1 1.01 2.01 1.0001 ([2.0001
EHD %:6 1.001 2.001 1.606001 |2.00001
STEP STZE:L 10061 |2.6061 1.000001 PRI
SEQUENCE FILL| |L1¢1)=1.1 |L1¢e)=1.000001
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Steigung der Sekanten fur eine Folge von Punkten Q, die auf P zulaufen,
fiir die Funktion f(x) = x2 [ f(x) = x3; f(x) =Vx ] und P(21f(2)) [ P(0,51(0,5)].
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Gebiet: Analysis

Einsatz ab Stufe 11

Bestimmen von Extrempunkten einer Funktion (mithilfe einer Wertetabelle)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit
f(x) =x3—2x2—-5x + 6.

Bestimmen Sie die Extrempunke des Graphen.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

im Intervall ] 1 ; 3 [, denn f(2) < f(1) und f(2) < f(3).

Wenn man den Funktionsterm unter eingibt, erstellt der Rechner automatisch eine Werte-
tabelle. Aus der Wertetabelle kann man entnehmen, dass der Graph einen Hochpunkt im
Intervall ] -2 ; O [ hat, denn f(-1) > f(-2) und f(-1) > f(0). AuBerdem hat der Graph einen Tiefpunkt

Durch Verfeinerung der Schrittweite in der Wertetabelle kann die Aussage préazisiert werden:
Xmax = - 0,786 mit f(-0,786) =~ 8,209 und Xmin = 2,120 mit f(2,120) = -4,061.

DEG

DEG
3 2 ) X F(x) X F(x)
fFlx)=x"-2x"-5x+6| |-2 0 1 0
-1 |k I -4
7] b 3 ]
4 |x="1 x=2
| DEG DEG DEG
TRABLE SETUFP L X F(x) x F0x)
Start=1 -0.9 8.151 s -y
Step=0.1 “0.8 8.208 “4.859
(I x=? -9.7 8.177 2.2 -4.932
CALC| [f{x)=8.208 x=z.1
| DEG DEG DEG
TAELE SETUP 1 X (%) X (x)
Start=-1 -6.79 8.208761 2.11 -4 06027
$tep=6.61 “0.78 8.208648 2.12 “4 06067
(R x=7 -9.77 _ |8.207667 2.13 “4.0602
CHLC| [f(xJ)=B.208648 f(xI="Y.060672
| DEG DEG DEG
TRABLE SETUFP L X Fix) X F(x)
Start=z.11 2.119 “Y4.06067 -0.787 |B.20B8819
Step=0.001 2.12 -4 g6A67 ~0.786 8.20882
% =7 2.121 “4.06066 -0.785 |B.208813
CALC| [#{x)="4.060672 f(x)=8.208820344
Ubungsaufgaben

Untersuchen Sie die folgenden Graphen auf Extremstellen.
(1) f(xX)=x*+3x2-—x-3

2) f(x) =x"+2x3-9x2—2x + 8

—_

3) f(x) =x*"—3x3—3x2+7x + 6

—
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Untersuchung des Monotonieverhaltens und Bestimmung von Extrempunkten

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit
f(x) = x3 —2x2 — 5x + 6.

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten des Graphen
und bestimmen Sie den Hoch- und den Tiefpunkt.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Um das Monotonieverhalten zu untersuchen und die Lage der Extremstellen zu bestimmen,
kann man die numerische Ableitungsfunktion verwenden. Diese kann unter dem Funktions-
namen g definiert werden: Hierflr ist der Ableitungsoperator ( [#ix0O]) einzusetzen sowie der
Funktionsname f (liber [table]) und die Variable x ( [x2i%]).

An der Wertetabelle stellt man fest: Zunachst steigt der Graph streng monoton (da die Werte der
Ableitungsfunktion g(x) = f’(x) positiv sind). Dann findet zwischen -1 und 0 ein Vorzeichenwech-
sel von g(x) = f'(x) statt (von + nach —); in diesem Intervall liegt also ein Hochpunkt vor.

DES DES DES
E(x]=%(f(x]]|x-!f ™ X " f(x) 29(:«:! ) X o f(x) _Eﬂtxl
9 6 . (2 -4 -1
1 0 "6 3 9 10 |
4| [9¢x)="5 9(x)=18

Dann andert sich das Monotonieverhalten: Der Graph ist danach streng monoton fallend
(g(x) = f'(x) < 0). Zwischen 2 und 3 findet ein Vorzeichenwechsel von — nach + statt; in diesem
Intervall liegt also ein Tiefpunkt vor. Danach ist der Graph streng monoton steigend.

Wenn man die Nullstellen der Ableitungsfunktion genauer bestimmen mdéchte, muss man einen
konkreten Funktionsterm fir die Funktion g eingeben, also g(x) = f’(x) = 3x2 — 4x — 5.

Mithilfe von [num-solv] findet man fur diese Funktion g die Stelle des lokalen Maximums bei
Xmax = - 0,786. Da jetzt dieser x-Wert unter dem Variabelnnamen x gespeichert ist, kann man
den zugehdrigen Funktionswert f(x) mithilfe der Option 2 von ermitteln: f(Xmax) = 8,209.
Analog erhélt man Xmi, = 2,120 und f(Xnin) = -4,061 .

olx)=0 (EEFEWEIGETY |, -0, 78629964&
x="0.7862996478» 8. 208820735

4| [LEFT-RIGHT=8 i

RUMERIC SOLVER SoLUTIoNGND 2.119632981

_ )

x=2.119632981181 4. 060672587

LEFT-RIGHT=#9 4

Ubungsaufgaben

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten des Graphen und bestimmen Sie die Extrempunkte.
(1) f(X)=x®+2x2—-3x-3 (2) f(x)=-x3—2x2+5x+3 (3) f(x) = -x*—4x2+4x +8
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 10

Exakte Bestimmung von Extrempunkten (ganzrat. Fkt. 4. Grades)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit
f(x) = x* + x3 — 10x2 — 9x +10.

Bestimmen Sie die Extrempunkte.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines TI Nspire™ erstellt.

Erlauterung der Losung

Da der Funktionsterm der 1. Ableitung ein Polynom 3. Grades ist und der Funktionsterm der
2. Ableitung ein Polynom 2. Grades, kénnen die Nullstellen der Ableitungsfunktionen mithilfe des
Gleichungsldsers [poly-solv] exakt bestimmt werden.

Es gilt: (x) = 4x3 + 3x2—-20x — 9 und f’(x) = 12x2 + 6x — 20.

Die Lésungen der kubischen Gleichung '(x) = 0 werden vom TI-30X Pro MathPrint™ nach
einem exakten Verfahren berechnet — die Losungen werden von rechts nach links angegeben:

t t +
x1=2.1157941477| |x2="0.438028470p»| |x3=-2.427765677»
+ + +

Die Nullstellen der 1. Ableitung werden unter den Variablen vy, z, t gespeichert, den Ableitungs-
term unter g(x). Aus der Wertetabelle von g(x) = f'(x) entnimmt man einen Vorzeichenwechsel
von — nach + vor bei x = - 2,428 (lokales Minimum), einen VZW von + nach — bei x = -0,438
(lokales Maximum) und ein VZW von — nach + bei x = 2,116 (lokales Minimum). Die zugehdérigen
Funktionswerte erhalt man nach Eingabe des Funktionsterms mithilfe der [table]-Optionen.

DEG D

EG
STORE x1: Mo x M =z t t 3 2 t y 3 N
STORE2L: Mo x B 2t ¥ lg(x)=4x"+3x%+ 22| [f (x)=x"+x°-10x2-
STORE x3: Mo x v z I
CuwbicEQ»: No £(x) EIEF

DEG

SOLVE AGAIN QUIT + +
® -F(?:;G A% ® -F(?:;G A% ® -F(?:;G A2

-3 1 =38 -1 9 168 Z2 24 -5

-2 -y 11 |WL 10 9 (W 1

-1 9 168 1 -7 22 y 134 215

xI=11 AxI1=-9 A(x)I=6b

£(9) B Tlf(z) - M - “
-24.29665186 11.97633646 -6. 660153351

Die Extrempunkte sind T; (- 2,428 | - 6,660 ); H (- 0,438 111,976 ); T» (2,116 | - 24,297).

Ubungsaufgaben

(1) Bestimmen Sie auch die Wendepunkte exakt mithilfe der [poly-solv]-Option.

(2) Bestimmen Sie die Extrem- und Wendepunkte der ganzrationalen Funktion 4. Grades.
(@) f(x) =x"—4x3—5x2+ 12x + 6 (b) f(x) =-x* + 2x3 + 20x2 — 20x — 20
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Gebiet: Analysis

Einsatz ab Stufe 11

Bestimmen von Wendepunkten eines Graphen (mithilfe einer Wertetabelle)

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die Funktion f mit
f(x)=(x2-5x+4)-e*

Bestimmen Sie die Wendepunkte des Graphen.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines TI Nspire™

erstellt.

Erlauterung der L6sung

Ein Graph ist auf einem Intervall genau dann linksgekrimmt [rechtsgekrimmt], wenn der Graph

der Ableitungsfunktion auf diesem Intervall streng monoton wéachst [fallt].

Definiert man die Ableitungsfunktion f'(x) = (- x2+7x-9)-e™ als g(x), dann kann man an der

automatisch erzeugten Wertetabelle ablesen: Zunachst nehmen die Werte von f’(x) zu (d. h., der

Graph von f ist linksgekrimmt). Das Monotonieverhalten von f’(x) &ndert sich zwischen x = 2
und x = 4, danach nehmen die Werte von f'(x) wieder ab (d. h., der Graph von f ist rechtsge-

krimmt) bis dann im Intervall ] 6 ; 8 [ erneut ein Monotoniewechsel eintritt: Die Funktionswerte

von f’(x) nehmen wieder zu (d. h., der Graph von f ist linksgekrimmt).

RAD

DEG DEG
2 T 2 T x FOxD (%)
fF(x)=(22-5x+4) 9" la(x)=( -x*+72-9 DT [rombiammy -9
1 ] -1.10836Y4
2 “0.27067 |0, 135335
' Y [x=0
DEG DEG DEG
X £(x) %) X F(x) %) X F(x) (%)
2 “0.27067 9135335 4 g g.a54947 | (6 0924788 |-9.0074Y
3 “9.09957 E 0.026952 (LTTEE] |7 0.01641Y | LI F§1
y ] 9.854947 | (6 9.824788|"0.0074Y | (8 0.809393|"0.00%57

9(%)=0.149361205

9(x)=0.0067379Y47

9(x)="0.0082069375

Verfeinerung der Schrittweite: Der Wechsel der Monotonie kann schlieBlich nur an den unter der

Tabelle stehenden genaueren Funktionswerten abgelesen werden.

DEG

DEG

X FOxD (%) X FLx) (%) X FOx) %)
2.3 -0.22157 |0.181469( |6.5 0.020672|~0.0086Y4 | |2.43 -6.19765 0. 185326
2.4 =0.20321 (NEHETH 6.6 0.019807 XL |2.44 =0.1958 |\[NEIkEL]
2.5 -8.18469 |8.184691( |6.7 9.81894Y4|-9.0086 2.5 -6.1939Y4 |8, 185315
9(x)=0.18506H4625 (x)="0.90086519Y 9(x)=0.185338835

DEG DEG DEG

x (%) (%) x (%) (%) x (%) (%)
6.55 0.8202Y4 [-9,00866 | |2.437 =0.19635 |0,185339| |6.561 0.82014Y4(-9,00866
6.56 0.020153 ELETTY| |2.438 =0.19617 (WELEEEL]| |6.562 8.8020136 | LT
6.57 0.020067|"9,00866 | |2.439 -9,19598 |0,185339| |6.563 0.020127|-9.00865
(x)="0.908656159 (x)=0.18533923 (x)="0.9008656165

Die Wendepunkte des Graphen liegen ungeféhr bei W, (2,438 | - 0,196), W, (6,562 | 0,020).

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Wendepunkte des Graphen.

(1) f(x) =x*— 12x2—10x + 4

(2) f(x)

=-x"—2x3 + 8x2 + 15x — 2
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Einfiihrung der Integralrechnung — Bestimmen von Ober- und Untersummen

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x2.

Die MaBzahl der Flache des Flachenstlicks
zwischen Graph und x-Achse soll flr das Intervall _
[0 ; 1] bestimmt werden. R

Dazu betrachtet man Rechtecke mit der Breite Ax, :
deren H6he bestimmt wird durch den Funktions- 2 -
wert von f am rechten Eckpunkt des jeweiligen i =
Teilintervalls und bestimmt deren GesamtgréBe.

Erlauterung der L6sung
Die Gesamtflache der Treppenfigur (Obersumme O,) ergibt sich wie folgt:

O, = ;AX- f(x,)=Ax- ; f(x, ), wobei die f(xy) die Funktionswerte am rechten Eckpunkt des

Intervalls sind. Im Beispiel (vgl. Abb.) sind dies 0,12;0,22; ... ; 12, also 12- 0,12;22- 0,12 ... ;
10 10

102 0,12und Ax = 1/10 = 0,1. Daher gilt hier: O,; =0,1-0,12-> k2 =0,13-> k2.
k=1 k=1

Die Summe der Quadratzahlen bestimmen wir mithilfe der Summen-Funktion des [math]-Men(s:

Dazu fillt man den kleinsten und gréBten Wert fir k (auf dem Rechner hei3en alle Variablen x)
am Summenzeichen >, sowie den Funktionsterm von f(x) (hier: x2) ein, vgl. 1. und 2. Screenshot.

Als Gesamtflache erhalt man hier: O, = 77/200 = 0,385

ek DEG ek

3 10 3 10
G50 7| [B)50 &

Ubungsaufgaben

Heinz Klaus Strick

-

(1) Bestimmen Sie flr das Intervall [0 ; 1] und f(x) = x2 den

DEG
3 100
Wert von Oao, Oso, O100 (Vgl. Screenshot rechts), O1gg0. [ ﬁ ] " xz_l[xz]

(2) Welche Flache ergibt sich, wenn man als Héhe der Recht- ?.33835
ecke den Funktionswert am linken Intervall-Eckpunkt wéhlt -

(sog. Untersumme)? Wie andert sich der Term?

Oy = O = O100 = 0,33835 O1000 =
Uz = Uso = Uioo = U100 =

(3) Bestimmen Sie Uqgpo und Oqop flr f(x) = x2 auf dem Intervall [0 ; 2].

Uqg00 = O1000 =

(4) Bestimmen Sie Uqggo Und Oqgpp flr f(x) = x® auf dem Intervall [0 ; 1].

U1000 = 01000 =
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Gebiet: Analysis

Einsatz ab Stufe 11

Einfiihrung der Integralrechnung — Bestimmen von Ober- und Untersummen (2)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist eine Funktion f, die auf dem Intervall
[0 ; b] streng monoton steigend ist, beispielsweise
f(x) = x2 und b = 1 (siehe Abbildung rechts).

Die MaBzahl der Flache des Flachensticks
zwischen Graph und x-Achse soll fur das Intervall
bestimmt werden.

Dazu betrachtet man Rechtecke mit der Breite Ax,
deren H6he bestimmt wird durch den Funktions-
wert von f am rechten Eckpunkt des jeweiligen
Teilintervalls und bestimmt deren GesamtgréBe.

groBe Abschnitte fur

Bestimmen Sie die FlachenmaBe fir eine Unterteilung des Intervalls in n = 10, 100, 1000 gleich

(1) f(x) = €“— 1 Gber dem Intervall [0 ; 1] (2) f(x) = sin(x) tber dem Intervall [0 ; ©/2]

Erlduterung der L6sung

men wir mithilfe der Summen-Funktion des Math-Mends:

Da der Graph der Funktion f streng monoton steigend auf dem Intervall ist, ergibt sich die Ge-
samtflache der Treppenfigur (Obersumme O,) aus dem Produkt der Funktionswerte am rechten

Eckpunkt des Teilintervalls und der Rechteckbreite Ax =b/n: O, = Z
k=t N

Zunachst geben wir den Funktionsterm f(x) Gber das [mode]-Men( ein; den Summenterm bestim-

Dazu fillt man den kleinsten und gréBten Wert fur k (auf dem Rechner heif3en alle Variablen x)
am Summenzeichen > sowie den Term f(x,), den man Uber die Option 1 des [table]-Befehls
aktiviert. Die Anzahl der Unterteilungen kann erhoht werden, indem man zurickscrollt und
korrigiert. Fur Teilaufgabe (2) muss nur der Funktionsterm im [table]-Men(i ausgetauscht sowie
der Wert von b korrigiert werden (Achtung: [mode]-Option RAD einstellen).

Lt

X 4n 1 10 - " 100,
Flxi=c 1R o+ 2 (F(35)) oo+ 2, (f [199]]
. B.8@05627583 B 726887557
fFCx)=sin(x)B 1 10 - 100
wITSINER B+ 3 (F5 ]] 205 [F[zea]]
. 1.80764828@3 1 PB783342
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Obersummen O1g, O100, Q1000 fUr

(1) f(x) =sin3(x) auf dem Intervall [ 0 ; ©/2 ]

(2) f(x)= 71 auf dem Intervall [1; 2]

© 2018 Texas Instruments
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Integralrechnung: Bestimmen von Flachen zwischen Graph und x-Achse

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit
f(x) =x3—2x2—-5x + 6.

Die MaBzahl der Flache der beiden Flachenstlicke, die von
Graph und x-Achse eingeschlossen werden, soll bestimmt
werden.

Hinweis: Die Nullstellen von f(x) sind ganzzahlig.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Wenn an einer Funktion mehrere Untersuchungen vorgenommen werden sollen, lohnt es sich,
den Funktionsterm zunachst einmal abzuspeichern. Dies geschieht unter ,Edit function“im
Mend, das sich 6ffnet, wenn man die [table]-Taste drlickt. Damit veranlasst man gleichzeitig den
Rechner, eine Wertetabelle anzulegen.

DEG DEG

DEG
3 2 1 FLx%) fLx)
f(x)=x"-2x°-Sx+6'| |-» * = R P
-1 -] 2 |
1] 6 3 o
4| [Fix)=0 f{xi1=0

Da die Nullstellen — wie angegeben — ganzzahlig sind, kann man sie mithilfe der Wertetabelle
finden; die gegebene Funktion hat die Nullstellen -2; +1 und +3. Da der Vorfaktor von x3 positiv
ist, verlauft der Graph von - nach +e; das linke Flachenstuck liegt oberhalb der x-Achse, das
rechte unterhalb. Fir das erste Integral muss sich also ein positiver Wert ergeben, fir das zweite
ein negativer Wert.

Als nachstes kann dann eine Stammfunktion von f bestimmt und unter g gespeichert werden:

g(x)=1-x*-2.x*-5.x* +6x. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung ergibt

sich dann der Flacheninhalt der Flachenstlicke aus der Differenz der Werte der Stammfunktion
an den Intervallenden:

o(x)=Dlx-2,3-31|9C1)-9(-2) & gtjj—gui‘“ I
ﬂo 15 ?5 'Tﬂ
J ' -5.333333333

Das linke Flachenstlick hat die MaBzahl 63/4 = 15,75 F.E., das rechte die MaB3zahl 16/3 (wie
durch Betétigen der [«=]-Taste bestatigt wird).

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die ganzzahligen Nullstellen der ganzrationalen Funktion f. Fertigen Sie eine
Skizze des Graphen an, um vorherzusagen, welche der einzelnen Integrale positiv bzw. negativ
sein werden. Bestimmen Sie die MaBzahlen der Flachenstlcke, die der Graph von f und die
x-Achse einschlieBen.

(1) ) =x3+3x-=x-3 (2) f(x)=x"+2x3-9x2—2x+8 (3) f(X)=x"-3x3—3x2+7x + 6
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Integralrechnung: Bestimmen von Flachen zwischen Graph und x-Achse (1)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit
f(x) =x3—2x2—-5x + 6.

Die MaBzahl der Flache der beiden Flachenstlicke, die von
Graph und x-Achse eingeschlossen werden, soll bestimmt
werden.

Hinweis: Die Nullstellen von f(x) sind ganzzahlig.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Wenn an einer Funktion mehrere Untersuchungen vorgenommen werden sollen, lohnt es sich,
den Funktionsterm zunachst einmal abzuspeichern. Dies geschieht unter ,Edit function“im
Mend, das sich 6ffnet, wenn man die [table]-Taste drlickt. Damit veranlasst man gleichzeitig den
Rechner, eine Wertetabelle anzulegen.

3 -2 1 £0x) 00
x X x x
fFlx)=x"-2x"-5x+6| |-2 i 0
-1 8 2 -y
0 6 3 e |
+ [flx)=9 fix)=0

Da die Nullstellen — wie angegeben — ganzzahlig sind, kann man sie mithilfe der Wertetabelle
finden; die gegebene Funktion hat die Nullstellen -2; +1 und +3. Da der Vorfaktor von x3 positiv
ist, verlauft der Graph von - nach +e; das linke Flachenstuck liegt oberhalb der x-Achse, das
rechte unterhalb. Fir das erste Integral muss sich also ein positiver Wert ergeben, fir das zweite
ein negativer Wert.

Gibt man dann in der [[zo4x]-Option die Nullstellen als Integrationsgrenzen ein und im
Integranden das soeben definierte f, dann berechnet der Rechner die gewlinschten MaBzahlen
mit hoher Genauigkeit: Das linke Flachenstick hat die MaBzahl 15,75 F.E., das rechte die MaB-
zahl 16/3 (wie durch Betatigen der [« =]-Taste bestatigt wird).

1 DEG oy 3 DEG oy - DEG oy
j (£ (x))dx j (f(x))dx -5. 333333333
-2 1 -
15.75 -5.333333333| | " So09333333360
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die ganzzahligen Nullstellen der ganzrationalen Funktion f. Fertigen Sie eine
Skizze des Graphen an, um vorherzusagen, welche der einzelnen Integrale positiv bzw. negativ
sein werden. Bestimmen Sie die MaBzahlen der Flachenstiicke, die der Graph von f und die
x-Achse einschlieen.

(1) ) =x3+3x—x-3 | (2) fx)=x*+2x3-9x2—2x+8 | (3) f(X) =x*"—3x3—3x2+7x + 6

© 2018 Texas Instruments Seite 39



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Integralrechnung: Bestimmen von Flachen zwischen Graph und x-Achse (2)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit
f(x) = x® + 3x2 — 4x — 5.

Die MaBzahl der Flache der beiden Flachenstlicke, die
von Graph und x-Achse eingeschlossen werden, soll
bestimmt werden.

Hinweis: Die Nullstellen von f(x) sind nicht ganzzahlig.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Da es sich um eine Funktion 3. Grades handelt, kann die Bestimmung der Nullstellen mithilfe der
[poly-solv]-Option erfolgen. Zunéchst werden die Koeffizienten des Polynoms eingegeben (a =1,

b =3, c =-4, d =-5). AnschlieBend werden die drei Lisungen abgespeichert, damit sie als
Integrationsgrenzen zur Verfligung stehen.

DEG DEG DEG

1 1 T
x1=1.5712014225)| |x2=-0. 856722678} [x3=-3. 714478744)
4 4 4
;EEE E% EE E %% ! I:[F[x))dx I:[F[x))dx
EELELGEEEEEIHO £0x%) scpanun 15.00208336 -9.712516562

Bei der Integration beachte man die richtige Reihenfolge der Integrationsgrenzen (x3 < x2 < x1);
fir die gespeicherten Nullstellen gilt alsoy <z <.

Der TI-30X Pro MathPrint™ berechnet dann die gewiinschten MaBzahlen mit hoher Genauigkeit:
Das linke Flachenstlick hat ungeféhr die MaBzahl 15,0 F.E., das rechte ungeféhr 9,7 F.E.

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Nullstellen der ganzrationalen Funktion f sowie die MaBzahlen der Flachen-
stiicke, die der Graph von f und die x-Achse einschlieen.

(1) fxX)=x2+2x2—-3x-3 (2) fx)=-x3—2x2 +5x + 3 (B) fx)= -x®*—4x2+4x+ 8
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Integralrechnung: Bestimmen von Flachen zwischen Graph und x-Achse (3)

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit
f(x) = x* =3x8 — 3x2 + 3x + 1.

Die MaBzahl der drei Flachensticke, die von Graph und
x-Achse eingeschlossen werden, soll bestimmt werden.

Hinweis: Die Nullstellen von f(x) sind nicht ganzzahlig.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines TI Nspire™ erstellt.

Erlauterung der L6sung

Da es sich um eine Funktion 4. Grades handelt, kann die Bestimmung der Nullstellen nur nume-
risch mithilfe von [num-solv] erfolgen; hierfir benétigt man die ungeféhre Lage der Nullstellen. Man
bestimmt also die Intervalle, in denen der VZW stattfindet, gibt dann die linke Intervallgrenze als
Startwert flr den Suchalgorithmus der [num-solv]-Option ein und speichert dann das Ergebnis (das
in diesem Moment unter x abgespeichert ist) unter dem Variablennamen a (entsprechend die
nachsten unter den Variablennamen b, c, d).

5" 12,;_:£§“ NUMERTC SOLVER SOLUTIONG/HIEOM "
2 2 x=-1.1627820405) "1.162782041
fixi="1 LEFT-RIGHT=#9 +

L * 23“’56 NUMERZIC SOLVER SOLUTIONNIRS N "
: : _ . -9.279177313
R - x=-0.2791773129»

Flxi=1 LEFT-RIGHT=# +
(RIS |3 0. 860006403 [x>d 3.581952951
x=0. 86000640284

LEFT-RIGHT=#9 +

Bei der Flachenbestimmung gibt man nacheinander jeweils zwei benachbarte Nullstellen als
Integrationsgrenzen ein, im Integranden die Uber die [table]-Taste definierte Funktion f(x). Der
Rechner bestimmt dann die MaBzahlen mit hoher Genauigkeit.

Das linke Flachenstlck hat ungeféhr die MaBzahl 0,79 F.E., das mittlere ungeféhr 1,16 F. E.,
das rechte ungefahr 29,7 F.E.

I:(F(x)]dx I:[F[x))dx I:[F[x))dx
-0. 786684298 1.162576726 -29. 68022398
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die nicht ganzzahligen Nullstellen der ganzrationalen Funktion 4. Grades sowie
die MaBzahlen der Flachenstlcke, die der Graph von f und die x-Achse einschlieBen.

(1) f(x) =x*— 12x2—10x + 4 (2) f(x) = -x*—2x3 + 8x2 + 15x — 2
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Integralrechnung: Bestimmen von Flachen zwischen Graph und x-Achse (4)

Beispiel-Aufgabe G
x==1
Gegeben sind die gebrochenrationalen Funktionen mit ﬂm:f J \
x©=2
x2 -1 X2 -1 J .
f(x) = o und g(x)= o 1 S

-10 1\ 10
Gesucht ist jeweils die MaBzahl des Flachenstlcks | '
zwischen den beiden Nullstellen x = -1 und x = +1, das
von Graph und x-Achse eingeschlossen wird.

-‘JI.E!'-'

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines TI Nspire™ erstellt.

Erlauterung der L6sung

Uber die [table]-Option gibt man den Funktionsterm ein. Der Rechner erzeugt eine Wertetabelle,
die fur das Anfertigen einer Skizze des Graphen verwendet werden kann. Da nur quadratische
Terme von x auftreten, sind die Graphen achsensymmetrisch zur y-Achse und es genlgt eine

Wertetabelle fur x 2 0.

Wenn die Eingabe der Funktionsterme Uber die (2]-Taste erfolgt, werden bei ganzzahligen
x-Werten auch Briiche als Funktionswerte angegeben, die man mithilfe der [«»=]-Taste in
Dezimalzahlen verwandeln kann; umgekehrt kdnnen auch Funktionswerte von nicht-
ganzzahligen x-Werten mithilfe dieser Option als Briiche dargestellt werden.

Gibt man die Funktionsterme in der Form f(x) = (x2 — 1)/(x2 — 2) ein, werden alle Funktionswerte
als Dezimalzahlen dargestellt.

X X | 900 X X | 900 X X | 900
0 12 |-1s2 |15 5 0.294118 |3 8,7 (8411
0.5  |[NHEEER-0.33333 | |2 32 102 3.5 0.78947Y
1 ] 0 2.5 |PEEFER0.636364) |4 15,14 |5s6
Fx3=377 #(x3=2117 FXI=HEA41

Die gesuchten FlachenmaBzahlen kénnen mithilfe der [[zo4x]-Option mit groBer Genauigkeit
bestimmt werden: A;= 0,75 FE, Ay = 0,61 FE.

flx)=%"1p [ ) aa
xe=-2 1
* 0. 75354952
a(x)=%1p (| SIS
xKE+2 1
* -9. 611259254

Ubungsaufgaben

Skizzieren Sie den Graphen der gebrochen-rationalen Funktion f und bestimmen Sie die MaB-
zahl des Flachenstiicks, das der Graph von f und die x-Achse einschlieBen.
4—x2 _ X2—-4x+3 Xx3—-6x2+8x

S @ =" @) =2

(1 f(x)=

Seite 42

Heinz Klaus Strick

© 2018 Texas Instruments



Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Integralrechnung: Bestimmen von Flachen zwischen Graph und x-Achse (5)

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die Funktion f mit
f(x)=(x2-5x+4) e~ o -

Gesucht sind die MaBzahlen der beiden Flachenstiicke, die
von Graph und x-Achse eingeschlossen werden.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl Ns.pireTM erstellt.

Erlauterung der L6sung

Am Funktionsterm liest man ab, dass die beiden Nullstellen der Funktion bei x; = +1 und x, = +4
liegen. Uber die [table]-Option gibt man den Funktionsterm ein. Der Rechner erzeugt eine Werte-
tabelle, die fur das Anfertigen einer Skizze des Graphen verwendet werden kann.

Bei der numerischen Integration des zweiten, ,ins Unendliche® reichende Flachenstlicks setzt
man eine groBe Zahl als obere Grenze ein, z. B. 100.

_ 2 DEG T |.| DEG - 199 DEG -
Fx)=l2®-5x+4)0 7 [ () ) ax [P z)rdx
, -0.459457636 0.091578194
Ubungsaufgaben
(1) Bei der Bestimmung des ,ins Unendliche“ reichende 1000 pEs -
Flachenstlcks ergibt sich kein Unterschied bei der Inte- (F(x))dx
gration bis x = 100 oder bis x = 1000.
Probieren Sie aus, fur welche obere Integrationsgrenze a 0.091578194
das Integral Uber [ 4 ; a ] von dem Ergebnis 0,091578194 in
der letzten angezeigten Stelle abweicht.

(2) Was bedeutet es, dass fiir die Funktion g mit g(x) =—(x2-3x +1)-e* Folgendes gilt?

g(4)-9(1) Tlla(le@y-o(4)
-9, 459457636 0.091578194

(3) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f und bestimmen Sie die MaBzahl der Flachen-
stlicke, die der Graph von f und die x-Achse einschlieBen.

(a) f(x)=(x2-1).-e™

(b) f(x)=(x2-1)-x &~

(c) f(X) = (X2—1).(X2_4)_e—x
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Integralrechnung: Untersuchung von Integralfunktionen

Beispiel-Aufgabe

Untersuchen Sie den Verlauf des Graphen der Integralfunktion
g mit fester unterer Grenze -1 und variabler oberer Grenze, die
gegeben ist durch:

g(x) = f(t3 -3f2—t+3)dt

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl NspirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Den gegebenen Funktionsterm kann man in das [table]-Men(i eingeben — auch in der Form
einer Integralfunktion, wobei man beachten muss, dass im TI-30X Pro MathPrint™ nicht formal
zwischen der Variablen x der Integrationsgrenze und der Variablen t der Integrandfunktion
unterschieden wird.

DEG DEG
_ 3 2 1 X
Flx)=2"-82"-x+3 " 9(x)=|" (F(x)cx
4 4
DEG DEG DEG
® £0x) %) x FOx) %) x FOx) 149
- -28.575 (17.61C63| -1 ] ] 0.5 1.87% 3.E15625
=2 g 1 6.25 =95 2.625 B.¥65625| |1 [t} Yy
-1.t “L.62E 1.265625 | (N 2.25% i -1.575 3.515625
%=-2.C x=0 |x=1.5
DEG DEG
X £0x) x) X (%) (x)
2 =3 2.25 3.5 E.62E 1.265625
2.5 -2.625 0.765625| (M 1t 6.25
I -1.3E-1z | E- :8.875 |17.61E62
l%=3 |%¢=Y.5

An der Wertetabelle der Integrandfunktion f kann man ablesen, dass der Graph punkt-
symmetrisch zum Punkt (+1 | 0) ist. Daher ist die Integralfunktion g entsprechend achsen-
symmetrisch zu x = +1.

Links von der ersten Nullstelle der Integrandfunktion f bei x = -1 hat die Funktion g positive
Funktionswerte, da zwar die Integrandfunktion im negativen Bereich verlauft, die obere Inte-
grationsgrenze x aber unterhalb der unteren Integrationsgrenze -1 liegt.

Die Integralfunktion g hat ein Minimum an der Stelle x = -1; da dort eine Nullstelle von g vorliegt,
ist dies also eine doppelte Nullstelle. Das Maximum der Integralfunktion g liegt an der Stelle x =
1 vor, was plausibel ist, da das gesamte Flachenstuck bis zur Stelle x = +1 oberhalb der x-Achse
liegt. Danach nehmen die Funktionswerte von g wieder ab bis zur Nullstelle von f in x = +3, was
wegen der Symmetrie des Graphen der Integrandfunktion zum Punkt ( +1 | 0 ) plausibel ist. Der
Graph von g hat an der Stelle x = +3 wieder eine doppelte Nullstelle. Danach steigen die Werte
der Integralfunktion wieder an, da der Graph der Integrandfunktion im positiven Bereich verlauft.

Ubungsaufgaben

Untersuchen Sie entsprechend die Graphen der folgenden Integralfunktionen

(1) g(x):f(t4—413+312)dt (2) g(x)=f(t4—5t2+6)dt (3) g(x):fsin(t)dt
0 0 0
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Bestimmung der Nullstellen einer Integralfunktion

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist der Graph der Integralfunktion f mit fester
unterer und variabler oberer Grenze durch:

X

g(x) = [(t3— 4t +3t)dt

o

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl NspirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Eine Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = x3-4x2+3x ist gegeben durch
F(x)=1x*-4x*+2x*+c. Da fir die 0. a. Integralfunktion gilt g(0) = 0, ergibt sich aus F(0) =
die Darstellung g(x) =1 x* -4 x* +2 x°.

Aus der Wertetabelle der Integrandfunktion f und der Integralfunktion g kann man entnehmen,

dass der Graph der Integralfunktion eine doppelte Nullstelle bei x = 0 hat sowie zwei einfache
Nullstellen, die zwischen x = 1,6 und x = 1,7 bzw. zwischen x = 3,7 und x = 3,8 liegen.

Dass diese einfachen Nullstellen auftreten, ergibt sich aus der Tatsache, dass das Flachenstlick
zwischen 0 und 1, das oberhalb der x-Achse liegt, kleiner ist als das Flachenstlick zwischen 1
und 3, das unterhalb der x-Achse liegt.

DEG 4 DEG DEG

3_, 2 t y 3,31 x £00) | 90x)
flx)=x’-4x*+328 7| [9(x)= tx'-F2°+}||-04 -0.341 |0.016358
0 0
0.1 0.261  |0.013692
: 4 [x=0
DEG DEG
x Fix) A x) X Fix) Jx)
1.5 -1.125  |0.140625| [3.7 6.993  [-0.14331
16 -13404  |0.017067| (3.8 8.512
1.7 gL 0 12764 | MK 16.179 [1.559025
9(%)=-0.1276416666678 9(%)=0.6257333333416

Durch Reduzierung der Schrittweite erhalt man im nachsten Schritt brauchbare Naherungswerte.

DEG DEG

X £0x) %) X F(x) (%)
l.e -1.344 |e.0l70e7| (3.71 [ 133'111 ~0. 07765
16l -1.36512 [:CEI¥HN (3.72 7.285248 (WL
l.62 -1.38607 |"0.0102Y4 | (3.73 [ '-I3351? 0.068057
9(x)=0.003520935833105 9(x)="0.00553535999762Y

Die Nullstellen der Integralfunktion liegen ungeféhr x = 1,61 bzw. bei x = 3,72.

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Nullstellen der Integralfunktion f mit fester unterer und variabler oberer
Grenze. Skizzieren Sie zunachst den Graphen der Integrandfunktion und schétzen Sie am Gra-
phen der Funktion f grob ab, wo die Nullstellen liegen.

X

= [(t2-2t)dt (2) g(x)=f(—t3+5t2—4t)dt (3) g(x):f(t4—4t8+t2)dt
1 0

o
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Gebiet: Analysis Einsatz ab Stufe 11

Bestimmung der Nulistellen von Integralfunktionen

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist der Graph der Integralfunktion f mit fester
unterer und variabler oberer Grenze durch:

X

g(x) = [(t3— 4t +3t)dt

o

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.

Die Grafik rechts wurde mithilfe eines Tl NspirewI erstellt.

Erlauterung der L6sung

Aus der Wertetabelle der Integrandfunktion f und der Integralfunktion g kann man entnehmen,
dass der Graph der Integralfunktion eine doppelte Nullstelle bei x = 0 hat sowie zwei einfache
Nullstellen, die zwischen x = 1,6 und x = 1,7 bzw. zwischen x = 3,7 und x = 3,8 liegen.

Dass diese einfachen Nullstellen auftreten, ergibt sich aus der Tatsache, dass das Flachenstlck
zwischen 0 und 1, das oberhalb der x-Achse liegt, kleiner ist als das Flachenstlck zwischen 1
und 3, das unterhalb der x-Achse liegt.

DEG k DEG DEG

_ 3 2 1 x T x Fx) (%)

f(x)=x"-4x"+3xl g(x]=I9(F(x]]dx -9.1 0341 10016358

0.1 0.261  [0.013692
i 4| [x=0
DEG DEG
% F0x) | 9(x) % £0x) | 9(x)

1.5 -1.125  |0.140625| (3.7 6993 |- lugad

16 -1344  |0.017067| (3.8 8512

1.7 -1.547 | EEERLE 3.9 10.179 [1.559025

9(x)=-0.1276416666678 9(%)=0.6257333333416

Einen genaueren Wert kann man leider nicht mit dem numerischen Gleichungsléser ermitteln,
sondern muss numerischen Gleichungsléser die Gleichung f(x) = 0 ein, dann findet der Rechner
— bei Eingabe geeigneter Startwerte fiir den Suchalgorithmus — die beiden Nullstellen.

DEG DEG
X ) (%) X FOxD (%)
16 =1.34Y g.017067| (3.71 7.138411|-9.07765
161 -1.36512 (TR (3.72 7.285 248 | NTIHA
162 =1.38607 ~0.0182Y4 | |3.73 7.433E517 |0.068057
9(%)=0.903520935833105 9(x)=-0_9BEEIEIE999702Y

Die Nullstellen der Integralfunktion liegen ungefahr x = 1,61 bzw. bei x = 3,72.

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Nullstellen der Integralfunktion f mit fester unterer und variabler oberer
Grenze. Skizzieren Sie zundchst den Graphen der Integrandfunktion und schétzen Sie am Gra-
phen der Funktion f grob ab, wo die Nullstellen liegen.

X

= [(t2-2t)dt (2) g(x)= f(—t3 +5t2— 4t)dt (3) g(x) = f(t4 — 413 + 2)dt
1 0

o
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Gebiet: Lineare Algebra Einsatz ab Stufe 10

Losen eines linearen Gleichungssystems mit drei Gleichungen und drei Variablen

Beispiel-Aufgabe
Gesucht ist die Losung des linearen Gleichungssystems

3x-2y+1z=2
2x+3y-2z=2
1x-4y+3z=2

Erlauterung der L6sung

Die [sys-solv]-Option ,3x3 Linear Sys* des TI-30X Pro MathPrint™ erwartet zunachst die Eingabe
der Koeffizienten in den drei Gleichungen. Im Unterschied zur Option ,2x2 Linear EQs" werden
keine Variablen angezeigt, auch sind keine Rechenzeichen vorgegeben.

Man gibt die Koeffizienten zeilenweise ein; nach Drucken der enter-Taste springt der Cursor
jeweils zur nachsten einzugebenden Zahl.

Hat man alle Koeffizienten eingegeben, erhélt man nach Driicken der enter-Taste die Lésung
des Gleichungssystems, das ist ein Tripel von Zahlen, die gemeinsam das Gleichungssystem
erfullen (hier: (11213) mit der Pfeiltaste kann man nach unten/oben blattern).

SYSTEM SOLVER T R TRl | THE AR SYSTEN SOLUTIONID
:2x2 Linear EQs TS - I | f W
-3x3 Linear Sys ' ' SOLVE

LINEAR SYSTEM SOLUTIONBRIMLINEAR SYSTEM SOLUTIONIR]
=2 z=3

Ubungsaufgaben

(1) Lésen Sie mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ das Gleichungssystem

2x-2y+3z=10 2x-1y +3z=-1

(@) |-1x+4y+5z=5 (b) |Ix+2y+2z=1

Ix+1y+1z=2 3x—-4y+1z=3
ix-1y-2z=0 2x-1y =5
(c) |-1x+2y=-8 (d) [Mx-3z=-2
3y+1z=-3 3y+4z=-5

(2) Eine quadratische Parabel verlauft durch die drei Punkte P, P, und P3. Bestimmen Sie die
Gleichung der Funktion f mit f(x) = ax® + bx + c.

(@) Py (110), P, (213), P (3110) (b) Py (115), P, (3137), Py (-212)
(€) Py (216), P> (-21-2), Py (414) (d) Py (-215), P» (219), Ps (4 1 29)
(€) Py (-21-4), P, (216), Ps (3111)
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Gebiet: Lineare Algebra & Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Sonderfille bei linearen Gleichungssystemen mit drei Variablen

Beispiel-Aufgabe
Gesucht ist die Lésung des linearen Gleichungssystems

3x-2y—-1z=-1
2x+1y+2z=1

Erlauterung der Losung

Die System-Solver-Option ,3x3 Linear Sys* des TI-30X Pro MathPrint™ erwartet die Eingabe
der Koeffizienten in drei Gleichungen; da nur zwei Gleichungen gegeben sind, wird als dritte
Gleichung Ox + Oy + 0z = 0 gewéhlt, d. h., man l&sst die dritte Gleichung unverandert.

Hat man alle Koeffizienten eingegeben, erhélt man nach Driicken der enter-Taste die Lésung
des Gleichungssystems, das ist eine Parameterdarstellung der unendlich vielen Lésungen —

hier das Tripel ('/7 =%/, z1 °/; =8/, z| 2). Setzt man fiir zirgendeine Zahl ein, dann erhalt man
eine konkrete Losung, beispielsweise fur z=-2: (1131-2).

, IIZIEG DEG
3! -2 -1 -1
2 1: 2 1 INFINITE SOLUTIONS
o o o )

+

DEG DEG DEG
LINEAR SYSTEM SOLUTIONJRIMLINEAR SYSTEM SOLUTIONJRIMLINEAR SYSTEM SOLUTIONNE]
x=1-3z y=2-£z z=z
. . .

Hinweis: Die im folgenden linearen Gleichungssystem angegebenen 2. und 3. Gleichung kénnen
nicht gleichzeitig gelten. Daher gibt der Schulrechner die Rickmeldung ,keine Lésung®.

DES DES

3 ~2i "1 -1
2! 1 2 1 NO SOLUTION
2 1: 2 )

SOLVE AGAINM QuIT

Ubungsaufgaben

(1) Loésen Sie mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ das Gleichungssystem
4x-3y—-2z=3
IXx+1y+3z=6

1x+3y-2z=4
-2x+3y+1z=11

5x+2y+3z=7
3x+3y+4z=1

(2) Gegeben sind zwei Ebenen E; und E, durch eine Koordinatengleichung. Bestimmen Sie
eine Parameterdarstellung der Schnittgerade — sofern sie existiert.

(@) E:3x—-2y—1z=-1 ;Ex2x+1y+2z=1
(b) Ey:2x—1y—3z=-1 ;Ex4x—-2y—62z=2
(c) E:2x—1z2=3 ;Ex: -2y + 1z =-1
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Gebiet: Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Lange und Orthogonalitat von Vektoren

Beispiel-Aufgabe -1 3
(1) Gegeben sind zwei Vektoren. Welche Lange haben diese? (Betrag) u=12| v=|3

5 1
(2) Sind die beiden Vektoren zueinander orthogonal?

Erlduterung der Losung

Mit der Vector-Option des TI-30X Pro MathPrint™ kann man 1-, 2- oder 3-dimensionale
Vektoren eingeben (EDIT) und mit ihnen rechnen (MATH). Die beiden hier gegebenen Vektoren
sind 3-dimensional; die Komponenten werden einzeln eingeben; durch springt man zur
nachsten Eingabe.

DEG DEG DEG

WECTOR Lu.l 0 "1 2 I 3 3 I )
DIMENSION: 1 2 K

VECTOR EDITOR| (u3=E 3=l

Die Lange eines Vektors ergibt sich nach dem Satz des PYTHAGORAS: [U] = \/u,2 + u,2 + U2 .

Der TI-30X Pro MathPrint™ berechnet die Lange, wenn man Option 3 (norm magnitude) wéhit
und dann Uber NAMES den Vektor benennt, dessen Lange bestimmt werden soll.

THEEgpmnjﬁ EDIT MES QH?HSEDIT norm(Lul) (3@
= LUJO roauc Ll im= |
Z2:CrossProduct 2:[v] dim=3 norm(Lvl) 19
EHnorm magnitude||34[w]

Zwei Vektoren sind zueinander orthogonal, wenn fiir das Skalarprodukt der beiden Vektoren gilt:
UsV=UV,+UyV,+UV; =0.

Das Skalarprodukt wird mithilfe der Option 1 (DotProduct) berechnet: Uber NAMES gibt man die
Bezeichnung der beiden zuvor eingegebenen Vektoren ein (das Komma zwischen den beiden
Namen darf nicht vergessen werden).

Die beiden hier gegebenen Vektoren sind nicht zueinander orthogonal.

-

DEG o -

DotP( DotP([ul,Cv1) &

Ubungsaufgaben

(1) Bestimmen Sie mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ die Lénge folgender Vektoren.
(2) Welche der Vektoren stehen zueinander senkrecht?

@ U U Q U []
0 1 16 0,6

1/4 4/3 14 03
© 5_|os| vo| 52 () 4] 03| 72| 12
3/4 16/9 -02 03
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Gebiet: Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Winkel zwischen Vektoren, Geraden, Ebenen — die [setop]-Option des Rechners

Beispiel-Aufgabe -1

3
Gegeben sind zwei Vektoren. Welchen Winkel bilden sie miteinander? u= 2| v=3
5 1

Erlauterung der Losung

Der TI-30X Pro MathPrint™ verfligt tiber die Mdglichkeit, dass man komplexe Formeln speichern
und wieder aufrufen kann. Beispielsweise kann man diese Option bei der Berechnung des
Winkels zwischen zwei Vektoren nutzen. Dabei gilt: cos(«) =ﬁ , also: azcos‘[ﬁ]

uj- v .
Wenn man mehrfach einen Winkel zwischen Vektoren bestimmen muss, dann lohnt es sich, den
Term, bei dem die Umkehrfunktion der Kosinusfunktion angewandt wird, auf den Quotienten aus
dem Skalarprodukt der beiden Vektoren und dem Produkt der Betrédge der beiden Vektoren als
feste Operation zu definieren.

Zuvor muss man die Komponenten der beiden Vektoren mithilfe des [sto»]-Befehls eingeben:

DEG - DEG - DEG
-1 -1| |32a 3 DP=CDS'1[ __xFa+yf
25y 2| [3b 3 |l
S ol |1»c 1
+
Dann klickt man die [setop]-Taste an und gibt den Term ein. o o

xa+vb+z
Drickt man anschlieBend die [op]-Taste, dann wird automatisch COS"-[
o] xZ+yZez? *J?E

der Winkel berechnet, hier ergibt sich ein Winkel von ca. 70,4°.
9 =t 70.42240709

Andert man die betrachteten Vektoren, dann kann durch
Anklicken des op-Befehls die gespeicherte Operation erneut
abgerufen werden.

Ubungsaufgaben

1. Bestimmen Sie mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ die Winkel zwischen folgenden Vektoren
3 2 0,2 24 1/4 4/3

(@ d=|-2| v=|-3 (b) G=|-13| v=| 11 (©) G=|2/3| v=|-5/2
0 1 16 06 3/4 16/9

2. Bestimmen Sie den Schnittwinkel zwischen den beiden Geraden g und h.

el

3. Bestimmen Sie den Schnittwinkel, den die beiden Ebenen miteinander bilden:
Ei:3x—-2y+4z=-1;Ex;2x+2y—1z=3
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Winkel zwischen Vektoren, Geraden, Ebenen

Beispiel-Aufgabe -1
Gegeben sind zwei Vektoren. Welchen Winkel bilden sie miteinander?

<
Il
o N
<
Il
- W w

Erlduterung der Losung

Der TI-30X Pro MathPrint™ verfiigt tiber die Méglichkeit, dass man komplexe Formeln speichern
und wieder aufrufen kann. Beispielsweise kann man diese Option bei der Berechnung des
Winkels zwischen zwei Vektoren nutzen. Dabei gilt:

,also: o= cos{ﬂ}
-

<i

E3
Wenn man mehrfach einen Winkel zwischen Vektoren bestimmen muss, dann lohnt es sich, den
Term, bei dem die Umkehrfunktion der Kosinusfunktion angewandt wird, auf den Quotienten aus

dem Skalarprodukt der beiden Vektoren und dem Produkt der Betrédge der beiden Vektoren als
feste Operation zu definieren.

i

cos(a) =

<
<

Dazu klickt man die [setop]-Taste an — der Rechner erwartet dann die Eingabe des Terms.

Wenn dieser Term eingegeben ist, wird die Operation beim Drlicken der [op]-Taste sofort ausge-
fahrt. Im Beispiel hier ergibt sich ein Winkel von ca. 70,4°.

DEG DEG DEG oy

= _ 4 __ DotPCT ) DotP € [ulLi

or=N OP=CO05 1[ norm C[ul)’| [COS 1[ norm C[ul) #not”

Enter operation. =1 70.42240709
Set op:[enterl] 1 4

Andert man die betrachteten Vektoren, dann kann durch Anklicken des op-Befehls die gespei-
cherte Operation erneut abgerufen werden.

Ubungsaufgaben

1. Bestimmen Sie mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ die Winkel zwischen folgenden Vektoren
3 2 0,2 24 1/4 4/3
(@ d=|-2| v=|-3 (b) G=|-13| v=| 1 (©) G=|2/3| v=|-5/2
0 1 16 0,6 3/4 16/9
2. Bestimmen Sie den Schnittwinkel zwischen den beiden Geraden g und h.
1 -1 6 3
g:Xx=|3|+A-|-1|5 hix=| 4 |+u-| 1
1 2 -1 -2

3. Bestimmen Sie den Schnittwinkel, den die beiden Ebenen miteinander bilden:
Ei:3x—-2y+4z=-1;E;x2x+2y—1z=3
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Gebiet: Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Anwendung des Vektorprodukts: Bestimmen eines orthogonalen Vektors

Beispiel-Aufgabe -1

<i
Il
- W W

Gesucht ist ein Vektor, der orthogonal ist zu den beiden Vektoren. i=| 2
5

Erlauterung der L6sung

Mithilfe des Kreuzprodukts (Cross-Product) kann man einen Vektor bestimmen, der orthogonal
zu zwei gegebenen Vektoren ist. Man kann ihn mithilfe des [sto»]-Befehls unter dem Namen w
abspeichern. Der berechnete Vektor wird (aus Platzgriinden) als Zeilenvektor ausgegeben.

CrossP([ul,[v]) |[IEE 16 9] ICrossP(Lul,[v])
[Ans]
[Ans]>[wll
Ansl=Fk
-13 ~
Antwort: Der Vektor w=| 16 | ist orthogonal zu ¢ und v.
-9
Ubungsaufgaben

(1) Bestimmen Sie mithilfe des Vektorprodukts einen Vektor, der orthogonal ist zu den

gegebenen Vektoren.
14 03
u=| 03 | v=|-12
-02 03

3 2 02 24 14 4/3
@ 5| ol ve|-a| ® G-l 43 \7—(1,1 ©) 4_|23| v=|-52| @
0 1 16 06 3/4 16/9

(2) Gegeben ist eine Parameterdarstellung einer Ebene E. Bestimmen Sie mithilfe des
Vektorprodukts eine Koordinatengleichung von E.

L

(3) Zeigen Sie, dass die beiden Geraden g und h einen Punkt gemeinsam haben. Bestimmen
Sie mithilfe des Vektorprodukts eine Koordinatengleichung der Ebene, die durch die beiden
Geraden bestimmt wird.

i

~
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Gebiet: Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Darstellung von Ebenen: Von der Parameterdarstellung zur Koordinatengleichung

Beispiel-Aufgabe
Gegeben ist die Ebene IE im IR3 durch eine Parameterdarstellung.  jg:x=| 2 |+ 2|1 |+u-| -1
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene. -1 2 1

Erlduterung der L6sung

Die Koordinatengleichung einer Ebene wird bestimmt durch einen Normalenvektor der Ebene
und durch einen Punkt der Ebene. Fir die Komponenten n;, ny, nz des Normalenvektors muss
gelten: 1-ny+1-na+2-n3=0 und 3-ny—1-n2+1-n3=0 (d. h., das Skalarprodukt des
Normalenvektors mit den beiden Richtungsvektoren der Ebene muss jeweils null ergeben).

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und drei Variablen, das mithilfe des
TI-30X Pro MathPrint™ gelést werden kann.

Nach Eingabe der erweiterten Koeffizientenmatrix (die fehlende dritte Gleichung ist
0-ny+0-ny+0-n3=0) erhalt man eine Parameterdarstellung der unendlich vielen Lésungen.

Wéhlt man z. B. z = -4, dann sind x =3 und y = 5.

3 -1
o; 0: x=0— % z 9y=Q— % Z
i i

Setzt man in die so erhaltene Form 3-x; + 5-x, — 4-X3 die Koordinaten des Aufhdngepunktes
A(1121-1) ein, dann erhédlt man die Zahl 17 und somit die Koordinatengleichung der Ebene:

[E: 3'X1 +5X%X—4-X3 =17

DEG DEG DEG
1 1 %‘ g LINEAR SYSTEH SOLUTIONERJMILINEAR SYSTEH SOLUTIONEE)
o o

Ubungsaufgaben

(1) Gegeben ist eine Parameterdarstellung einer Ebene IE. Bestimmen Sie eine Koordinaten-
gleichung von IE.

el e
-1 2 0 1 -2 4

(2) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der Ebene IE aus Ubungsaufgabe (1)

(a) durch Einsetzen der Parameterdarstellung der Geradenpunkte in die in Aufgabe (1)
bestimmte Koordinatengleichung

(b) durch Lésung des sich ergebenden linearen Gleichungssystems mit drei Gleichungen und
drei Variablen

il
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Arbeitsblatter fur den TI-30X Pro MathPrint™ Heinz Klaus Strick

Gebiet: Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Lagebeziehungen von Geraden

Beispiel-Aufgabe

2 1 1 3 2 -1
Gegeben sind die Geraden g4, g» g ix=|-2|+2-13| gy:ix=|3|+u 1| gyix=|-1|+v 2
und gs im IR3. Untersuchen Sie die -1 2 2 1 1 0

gegenseitige Lage.

Erlauterung der L6sung

Es ist zu untersuchen, ob je zwei Geraden gemeinsame Punkte haben, d. h., ob das lineare
Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Variablen eine Lésung hat oder nicht.
3
-2 3 3 1

-1 2 2

Dazu muss die zu I6sende Vektorgleichung, z. B. [2 ]”“[1}:[1}”'
.

} umgeformt werden zu

3x_y=5 (mit x far A und y far p).

1 3) (1) (2 : x-3y=-1
alaloul1]=ls|-| -2 oder als Gleichungssystem
2 1 2 2x-y=3

L3 g‘ 1] [WEEE SYSTEN SOLUTTONIRIMLINEAR SYSTEM SOLUTIONIR]
2 -1 e 3 |x=2 g=1

4 4

Da das Gleichungssystem eine Lésung besitzt, haben die Geraden g; und g, einen gemein-
samen Punkt, dessen Koordinaten S (4 1 4 | 3 ) man erhélt, wenn man die Lésungen in die
Parameterdarstellungen einsetzt. Dagegen erhalt man keine L6sungen, wenn man analog ge-
meinsame Punkte von g; und gs sucht. Dies gilt auch flr g, und gs.

DEG DEG
1 0! 1 0
3 8 -2 1 NO SOLUTION
2 0 0 2
SOLVE
| [SOLVE AGAIN QUIT
IDEG DEG
0 3 -1 1
0 1 -2 -y NO SOLUTION
0 1 o -1
SOLVE
| [SOLVE AGAIN QUIT

d. h., die Geraden g und gs; bzw. g, und gs; sind zueinander windschief oder zueinander parallel.
An den Richtungsvektoren liest man ab, dass sie nicht zueinander parallel sind.

Ubungsaufgabe

Gegeben sind die Geraden g4, g-und gz im IR3. Untersuchen Sie die gegenseitige Lage.

1 1 6 2 2 2
gy:x=|-2|+4-| 1 go:X=| 0 |+u-|-1] gz:X=|3|+v:| 2
1 -2 -4 1 0 -4
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Gebiet: Analytische Geometrie Einsatz ab Stufe 11

Abstand eines Punktes von einer Geraden

Beispiel-Aufgabe

Gegeben ist der Punkt P (1 1 21 3) und die Gerade g, die gegeben ist o
durch eine Parameterdarstellung. g:-x=

Welchen Abstand hat der Punkt von der Geraden?

Erlauterung der L6sung

o . 1) ((2 -1
Wir bilden den Differenzvektor P-X= [ZJ_HSJM{ 1 H
3/ (1 2

und untersuchen, fir welche Einsetzung des Parameters A dieser einen moglichst kleinen Betrag
hat. Mithilfe des TI-30X Pro MathPrint™ kann dies realisiert werden, indem wir eine Funktion f
definieren, die in Abhangigkeit vom Parameter x (statt A) den Betrag des Differenzvektors
berechnet:

Dazu definieren wir zunachst die drei Vektoren (die im Rechner u, v, w heiBen) und dann Uber
das (table]-Men( die Funktion: f(x) = norm( [u] — ([v] + x - [w] ), deren Wertetabelle wir unter-
suchen kénnen. Das Minimum der Funktion kann wie folgt schrittweise bestimmt werden.

DEG DEG DEG

[ 1 ) ( Z ) ( -1 1 I |
L3=3 u3i=1 L3i=2
DEG T .Ft D;G .Ft D;G
— —_— x X x X
flx)=norm(Lul-w " s e i
0.1 2.293469 0.7
0.2 2.154066 9.8 1.854724
3| [f(x)=2 449489742783 £(x)=1.827566688249
DEG DEG DEG
x £0%) x £0%) x £0%)
0.66 1.825815 0.666 |1.825743 0.6666 |1.825742
0.67 0.667 ([WHILH 0.6667
0.68 1.82603Y4 0.668 |1.82E745 0.6668 |(1.825742
£(x)=1.825760115678 £(x)=1.825742040925 £(x)=1.825741860177

Der Abstand des Punkts P zur Geraden ergibt sich fur A = 2/3 und betragt ca. 1,82 LE.

Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P( 11-111) von den Geraden g4, 92, g3, 94:

w3l oor 3]
e ful)] el
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Gebiet: Matrizen (Lineare Algebra / Stochastik) Einsatz ab Stufe 11

Ubergangsmatrizen: Bestimmung von Zustandsvektoren (1)

Beispiel-Aufgabe @ D

Eine Mietwagenfirma hat Niederlassungen in drei Stadten A, B, C. Durch '\ /
die Matrix M wird der durchschnittliche tagliche Wechsel von Leihautos \ /
zwischen Niederlassungen beschrieben. Wir betrachten einen Anfangs- @
zustand von 30 % Pkw in A, 40 % in B, 30 % in C. 07 03 o
Wie verteilen sich in den néchsten drei Tagen die Leihautos auf die M=[0,2 06 0,1}
Niederlassungen? Welche Verteilung ist auf lange Sicht zu erwarten? 01 01 08

Erlduterung der Losung

Uber den Editor des [matrix]-Meniis gibt man zunéchst die Dimension der Matrix (3 x 3) und dann
zeilenweise die Koeffizienten ein, dann tber den Editor des [vector]-MenUs die Dimension und die
Koeffizienten des Startvektors. Dieser wird (aus Platzgriinden) als Zeilenvektor dargestellt. Den
Editor verlasst man jeweils mit dem [quit]-Befehl.

DEG DEG DEG
MATRIX LA t a.r 0.3 0.1 [ 8.3 0.4 K ]
ROMS: 1 2 K 8.2 0.6 0.1
COLUMNS: 1 2 © 6.1 0.1 HCK:
MATRIX EDITOR| |AC3.3)=0.8 n3=0.3

Uber die NAMES-Befehle ruft man die Matrix und den Vektor auf, um das Produkt zu bilden;
dieses wird ebenfalls als Zeilenvektor ausgegeben. Da der Zustandsvektor fur den 2. Tag fur die
weitere Rechnung bendtigt wird, sollte er abgespeichert werden. Entsprechend verfahrt man far
den 3. und 4. Tag. Nach einem Tag sind 36 % der Fahrzeuge in A, 33 % in B und 31 % in C.

[CAJ*Lul=>[v] N 6.36) 0.33 0.31] I[A1#[v]1>[w]
Ans1=}KJ

(MNEER 0301 0.317] [[AT#[wIN | [meEEEm  0.2887  0.3219]

fins1=ER [TE¥E6.3894

Alternativ kann man auch die Matrixpotenzen A2, A3 mit dem Startvektor multiplizieren, um die
Zustandsvektoren der ndchsten Tage zu erhalten.

Um die Verteilung auf lange Sicht zu berechnen, betrachtet man héhere Exponenten der Matrix-
potenz. Es zeigt sich, dass es zwischen dem Zustand nach 20 Tagen (Mitte) bzw. 50 Tagen
(rechts) kaum einen Unterschied gibt: ca. 38,9 % der Autos werden in A sein, ca. 27,8 % in B
und ca. 33,3 % in C.

DEG - DEG DEG
20 [RETELF 027779 033331 [RETELE] 027778 0333332
[A1%°+[ulN LN | [ e ]
MEEEe.3589066192582 T E0.35588868925888
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Verteilung der Leihautos fir den Anfangszustand (1;0;0) [(0;1;0)].
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Gebiet: Matrizen (Lineare Algebra / Stochastik) Einsatz ab Stufe 11

Ubergangsmatrizen: Bestimmung von Zustandsvektoren (2) — Inverse Matrix

Beispiel-Aufgabe @ M

Eine Mietwagenfirma hat Niederlassungen in drei Stadten A, B, C. Durch

die Matrix M wird der durchschnittliche tagliche Wechsel von Leihautos \:\ '//‘

zwischen Niederlassungen beschrieben. Wir betrachten einen Anfangs-

zustand von 30 % Pkw in A, 40 % in B, 30 % in C. @

Wie kann man erschlieBen, welche Verteilung die Leihautos am Vortag auf 0703 01
. . M=|02 06 0]

die Niederlassungen hatten? 01 01 08

Erlauterung der L6sung

X, 07 03 01) (x) (03
Gesucht ist nach Aufgabenstellung ein Vektor z_|, | mit p«3-|02 06 01| x, |=|04

X, 01 01 08) |x,) (03
1. Methode: Die Matrix-Vektor- 0.7 0.3 o1 0.3 EEEEEIET 1
Gleichung kann als lineares 0.2 06 0.1 0.4 1

3x3-Gleichungssystem auf- 8.1: 0.1 0.8 03 |x=3

gefasst werden, das zu I6sen E‘E]!!E| .
ist. Dazu mussen die Koeffi-

1 H " DEG DEG

zienten im [sys-solv]-MenU LINEAR SYSTEM SOLUTIONERINL TNEAR SYSTEM SOLUTIONEES
eingeben werden. y >

Lésungsvektor: (1/7 417 :2/7y |2 7 =7

~ (0,143 ;0,571 ; 0,286 ). ‘ ‘

2. Methode: Man gibt zunachst Ubergangsmatrix und Startvektor ein und bestimmt dann die
inverse Matrix zur Ubergangsmatrix und multipliziert diese mit dem gegebenen Startvektor.

Um die Umkehrmatrix zu bilden, wahlt man unter NAMES zuné&chst den Namen der Matrix und
drickt dann entweder die [x7)-Taste (Exponent: -1) oder wahit im MATH-Menii des [matrix]-Men(is
die Option 3 (Inverse).

DEG DEG DEG -
0.7 0.3 0.1] [ IEEYE 0.4 0.3 -1
0.2 0.6 0.1 [ ] [LA] "*Lul
0.1 0.1 0.8
Ans(l,1)={K] Anz1=[K

DEG
[EREFEE 0.57143 0.28571]

[MT¥E6.1428571428571

Ubungsaufgaben

(1) Welche Probleme treten auf, wenn man die Verteilung am Vor-Vortag bestimmen méchte?

(2) Bestimmen Sie — falls méglich — den Zustandsvektor des Vortags fur einen Startvektor
(hier als Zeilenvektor notiert):

(@ (1;0;0) (b) (1/3;1/3;1/3) (c) (0,5;0,25;0,25) (d) (0,389;0,278;0,333)
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Heinz Klaus Strick

Gebiet: Matrizen (Lineare Algebra / Stochastik) Einsatz ab Stufe 11

Ubergangsmatrizen: Bestimmung von Zustandsvektoren (3) - Fixvektor

Beispiel-Aufgabe

Eine Mietwagenfirma hat Niederlassungen in drei Stadten A, B, C. Durch
die Matrix M wird der durchschnittliche tagliche Wechsel von Leihautos
zwischen Niederlassungen beschrieben.

Gibt es eine optimale Verteilung der Leihautos auf die drei Niederlassungen,

d. h. gibt es einen Zustand, der sich nicht andert? {0‘7 03 0‘1]
M=|02 06 O

01 01 08
X, . 07 03 0,1 X, X,
mit
X, 02 06 01| x, |=|x,
X, 01 01 08 X, X,

Dies ist ein lineares 3x3-Gleichungssystem. Bevor dieses geldst werden kann, muss es
umgeformt werden. Wir benutzen hier die Variablennamen x, vy, z:

Erlauterung der Losung

Gesucht ist nach Aufgabenstellung ein Vektor _ _

0,7x+03y+01z=x

01x+0,1y+08z=2z

02x+06y+0,1z=y <

-03x+03y+01z=0
02x-0,4y+0,1z=0
0,1x+0,1y-02z=0

Die erweiterte Koeffizientenmatrix wird im [sys-solv]-Meni eingegeben. Man erhalt unendlich viele
Lésungen, die in Form einer Parameterdarstellung ausgegeben werden:

DEG DEG DEG
0.3 0.3 8.1 I IMEAR SYSTEM SOLUTIONBRIELINEAR SYSTEM SOLUTIONEES
8.2 -8 81 8 - c
0.1 0.1 -0.2 0 x=ﬂ+§z -=|=El+§z
|
+ +

Das betrachtete lineare Gleichungssystem hat zwar unendlich viele Lésungen der Form
(7/6 z;5/6 z;z), aber hier im Sachzusammenhang gibt es tatsachlich eine eindeutige
Losung:

Denn fir die Komponenten des Zustandsvektors muss gelten, dass ihre Summe gleich 1
(=100 %) ist, d. h., es muss gelten: 7/6 z + 5/6 z + z = 1. Auflésen dieser linearen Gleichung
nach z ergibt: z = 1/3. Einsetzen dieses Werts in den Lésungsvektor ergibt:

Es existiert ein stabiler Zustand des Systems: ( 7/18 ; 5/18 ; 6/18) = (0,389 ; 0,278 ; 0,333).

Hinweise: Der Hauptsatz Gber regulare MARKOFF-Ketten sagt aus, dass die Spaltenvektoren der
Grenzmatrix M~ gleich dem Fixvektor der Matrix M sind, vgl. Arbeitsblatt (1).

Man hétte die Gleichung x + y + z = 1 auch von vornherein berlcksichtigen kénnen, allerdings
kann der TI-30X Pro MathPrint™ nur 3x3-Gleichungssysteme Idsen.

Ubungsaufgaben
Bestimmen Sie den Fixvektor zur Matrix
05 04 0,2 06 02 02
(M mM=|03 04 02| () M=|02 06 02
02 02 0,6 02 02 0,6
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Gebiet: Matrizen (Lineare Algebra / Stochastik) Einsatz ab Stufe 11

Verflechtungsmatrizen: Bedarfsberechnungen

Beispiel-Aufgabe

hierflr drei Rohprodukte R1, R2 und R3.

Konkret bestehen folgende Beziehungen zwischen den

Roh-, Zwischen- und End-Produkten: Z1 = 3 E1 + 5 E2 + 2 E3 (der Bedarf von Zwischenprodukt
Z1 ergibt sich aus den Bedarfen der Endprodukte: 3 ME far E1, 5 ME fur E2 und 2 ME flr E3);
auBerdem: Z2=4E1+1E2+2E3;R1=17Z1+372;R2=37Z1+4272;R3=271+122.

Bestimmen Sie die Bedarfsmatrizen flr die beiden Produktionsstufen sowie die Bedarfsmatrix fur
den gesamten Produktionsprozess, wenn 20 ME des Endprodukts E1, 30 ME des Endprodukts
E2 und 15 ME des Endprodukts E3 hergestellt werden sollen.

: R Jn | E1
Eine Firma stellt drei Endprodukte E1, E2 und E3 her, die sie ' [z | & '
aus angelieferten Zwischenprodukten Z1 und Z2 zusammen- R <Y AR
flgt. Der Hersteller der Zwischenprodukte wiederum bendétigt ' 7 .:| — /' '
Mrs &7 L e |

Erlauterung der L6sung

Die beiden Produktionsstufen lassen sich auch mithilfe von Bedarfsmatrizen beschreiben:

3 4 4 1 2 30

1 3 20
1. Produktionsstufe A_{ };2. Produktionsstufe B:(S 5 2} . Auftragsvektor a_{ J
2 1 15

Diese kdénnen jeweils Gber den Editor des Rechners eingegeben werden. Die Gesamtbedarfs-
matrix C ergibt sich aus dem Produkt der beiden Matrizen A und B, der Gesamtbedarf aus dem
Produkt von C mit dem Auftragsvektor.

DEG DEG DEG
MATRIX [A] t 1 3 MATRIX [B] t
ROMS: 1 2 8 3 y ROMS: 1 A 3
COLUMNS: 1 B 3 2 COLUMNS: 1 2 B
MATRIX EDITOR| [A(3.2)=1 MATRIX EDITOR
DES | DES DES
3 g rABVECTOR [ul il 20 N 15]
Y 1 M| DIMENSION: 12§
B(2,3)=2 VECTOR EDITOR| (u3=15
DEG o DEG DEG o
CAI«[B1=>[C] [___15] g 8| ILCI+L[ull
25 19 1y
16 11 6
Ans(1,1)=F15

DEG

| 660 1289 620]
Aus den Vorgaben ergibt sich also ein Gesamtbedarf von
660 ME des Rohstoffs R1, 1280 ME des Rohstoffs R2 und
620 ME des Rohstoffs R3. Ang 1=

Ubungsaufgabe

Bestimmen Sie die Bedarfsmatrizen flr eine Materialverflechtung, die durch die folgenden Gilei-
chungen gegebenist: Z1 =4 E1 + 2 E2 + 1 E3; Z2 =3 E1 + 2 E3 sowie R1 =5 Z1 + 3 Z2;
R2=12721+2272;R3=3271+422.

Benotigt werden 12 ME des Endprodukts E1, 22 ME des Endprodukts E2 und 17 ME des End-
produkts E3. Bestimmen Sie den Gesamtbedarf an Rohstoffen R1, R2, RS.
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Heinz Klaus Strick

Gebiet: Beschreibende Statistik

Einsatz ab Stufe 8

Regressionsrechnung: Modellieren durch eine lineare Funktion (1)

Beispiel-Aufgabe

letzten Jahren kontinuierlich ab.

Nach Angaben der Deutschen Bundesbank nahm
die Anzahl der Bankfilialen in Deutschland in den

Geben Sie aufgrund der Entwicklung eine Prognose
an far die Anzahl der Bankfilialen im Jahr 2025.

5000
0000
35000 =
30000
28000
20000
15000
10000
S000
o

2007 2008 2008 2010 2011 20712 2013 2074 20156 2018

Jahr

2007

2008

2009

2010

2011

2012

2013

2014

2015

2016

Anzahl

39833

39565

38881

38183

37719

36283

36196

35303

34045

32026

Erlauterung der L6sung

Die Daten werden nach Driicken der [data]-Taste in die beiden Listen L1 und L2 eingegeben;
dann wird Uber das [stat-reg/distr|-MenU die Option 4 (LinReg) aktiviert, in der bestétigt wird, dass
die Daten in den Listen L1 und L2 stehen und mit der H&aufigkeit 1 (ONE) bericksichtigt sind.

AuBerdem wird die Option aktiviert, dass der berechnete lineare Funktionsterm unter f(x) ge-
speichert wird (RegEQ->f(x) ); dies geschieht, damit man anschlieBend Uber die Wertetabelle
die Prognosewerte fiir kommende Jahre ablesen kann.

DES

DES

—oss” - SIEIETEe DIsTR || pue mEL: o
o [3aiss 3:5-VAR STATS | |nedbs: "N fbm 6o
Li(D=7 |_-L1F'IREE ax+b vza.x+h CALC

f(x) ~

lesen, das nahe bei 1 liegt.

Da der Funktionsterm in der Form f(x)

Die am besten zu den Daten passende lineare Funktion hat die Funktionsgleichung
-813,3 x + 46156. Die gute Qualitat der Anpassung lasst sich am BestimmtheitsmaB r? ab-

Um die Prognose vornehmen zu kénnen, wird Uber die [table]-Taste die Wertetabelle aufgerufen.
= ax + b gespeichert wurde, muss er nicht eingegeben

werden. Fur das Jahr 2025 ergibt sich im linearen Modell die Prognose f(25) = 25824.
W fF(x)=-813.27272% | . x| soo
a=-813,2727273 = Sfaaofo
2:b=46156.036364 25 25824.22]
34r2=0,954190178 4| [f(x)=25824.21818182

Ubungsaufgabe

Die Anzahl der Insolvenzen von Unternehmen in Deutschland war in den letzten Jahren leicht
rucklaufig. Welche Prognose ergibt sich (gemaf linearem Modell) fir das Jahr 20207

Lineare Funktion: f(x) =

Jahr 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2020
Anzahl | 32687 | 31998 | 30099 | 28297 | 25995 | 24085 | 23101 | 21518 ?
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Gebiet: Beschreibende Statistik Einsatz ab Stufe 8

Regressionsrechnung: Modellieren durch eine lineare Funktion (2)

Beispiel-Aufgabe 300 -

Um die Dichte p :% einer Metall-Legierung zu BT T T T T T
-

bestimmen, wird eine Messreihe durchgefhrt. 220 !
Dazu werden verschiedene aus dieser Legierung g 150 1
bestehende Kérper gewogen; mithilfe eines Uberlauf- = 0 s 1
gefaBes wird jeweils das Volumen bestimmt. “ .

Lol
Volumenincm3 | 7 | 9 [15| 20 | 25 | 35 41 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Volumen in cm?®

Masse in g 45 | 56 | 88 | 115 | 156 | 211 | 245

Erlduterung der Losung

Die Daten werden nach Driicken der [data]-Taste in die beiden Listen L1 und L2 eingegeben;
dann wird Uber das [stat-reg/distr|-MenU die Option 5 (PropReg) aktiviert, in der bestatigt wird, dass
die Daten in den Listen L1 und L2 stehen und mit der H&aufigkeit 1 (ONE) bericksichtigt sind.

Hier wird nicht die Option 4 (LinReg) gewéhlt, da die gesuchte lineare Funktion durch den Ur-
sprung verlaufen muss (zu einer Masse von 0 g gehért ein Volumen von 0 cm® und umgekehrt).

Dann wird die Option aktiviert, dass der berechnete lineare Funktionsterm unter f(x) gespeichert
wird (RegEQ->f(x) ); dies geschieht, damit man anschlieBend mithilfe der Wertetabelle ablesen
kann.

[L1] DEG DEG j DEG
T SRS | u Ben
ic 88 I£™ FREQ: (3 L1 L2 L3

20 115 4:LinRes ax+b Re9EQ>: NO HEH 9(x)
L1(L)=7 EProrReg ax v=ax+h CALC

Die am besten zu den Daten passende lineare (proportionale) Funktion hat die Funktions-
gleichung f(x) = 6,01 - x.

Die spezifische Dichte der untersuchten Metall-Legierung betrégt ca. 6,0 g/cm3.
(Hinweis: Bei dieser speziellen Regression wird kein Bestimmtheitsmal angegeben.)

Um die Prognose vornehmen zu kénnen, wird Uber die [table]-Taste die Wertetabelle aufgerufen.
Da der Funktionsterm in der Form f(x) = a - x gespeichert wurde, muss er nicht eingegeben.
werden. Die Wertetabelle rechts ist fur eine Schrittweite von Ax = 10 g angelegt.

DEG DEG

f(x)=6.012365841 | £00
Wa:e. 0123658423 c—o
28 1202473
4| |x=8

Ubungsaufgabe

Fahrt selbst eine Messreihe zur Bestimmung der Dichte eines Stoffes durch, bei dem euch die
Dichte nicht bekannt ist, beispielsweise fir 10, 20, 30, ... Glaskugeln (Murmeln), von denen
man Masse und Volumen gut bestimmen kann.
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Gebiet: Beschreibende Statistik Einsatz ab Stufe 9

Regressionsrechnung: Modellieren durch eine quadratische Funktion

Beispiel-Aufgabe

Ein Basketballspieler wird beim Freiwurf-Training fotografiert. Legt man ein Koordinatensystem
Uber die Bilder, dann stellt man fest: Der Ball wird in A ( 0 |1 225 ) abgeworfen; die Mitte des
Korbes ist in B (430 | 305 ). Aus den Fotos sind ungeféhr die Punkte C ( 100 | 310 ),

D (2001395), E (3001375 ) zu entnehmen (Angaben in cm).

Bestimmen Sie eine quadratische Funktion, durch welche die Wurfparabel am besten
beschrieben werden kann.

Erlduterung der Losung

Die Daten werden nach Driicken der [data]-Taste in die beiden Listen L1 und L2 eingegeben;
dann wird Uber [stat-reg/distr] -Meni die Option 7 (QuadraticReg) aktiviert, in der bestatigt wird,
dass die Daten in den Listen L1 und L2 stehen und mit der Haufigkeit 1 (ONE) berucksichtigt.

AuBerdem wird die Option aktiviert, dass der berechnete quadratische Funktionsterm unter f(x)
gespeichert wird (RegEQ->f(x) ); dies geschieht, damit man auch Zwischenwerte ablesen kann.

Die am besten zu den Daten passende quadratische Funktion hat die Funktionsgleichung
f(x) = -0,0026x2 + 1,316 x + 219,9. Die gute Qualitat der Anpassung lasst sich am Bestimmt-
heitsmaf R2 ablesen, das nahe bei 1 liegt.

|E DEG DEG DEG

(225 @ |------- xDATA: L2 L3 1
100 310 T gDISTR yDATA: L1 L3

200 39% FropPkesS ax FREQ: (3[4 L1 L2 L3
300 375 6:RecirRe9g a/x+b| |rescns>: HNO HEH 90x)
L1(1)=0 -QuadratlcReg y=Qx"2+bhx+C CALC

DES DES

QuadReg:l1,L2, 1MMQuadRea:l 1,L2,1
iHa=-0. 002601658 21‘b 1.316290802
2:b=1.316290802 i C= 219 89982834
34c=219. 89982834 I_R2 . 969325667

Um weitere Punkte der Flugkurve ablesen zu kdénnen, wird Uber die [table]-Taste die Wertetabelle
aufgerufen. Da der Funktionsterm in der Form f(x) = ax2 + bx + ¢ gespeichert wurde, muss er
nicht eingegeben werden.

DEG DEG DEG

_ t 5 £050) % £050
f(x)=-0.002601¢"| == 155598 150 358.8061
5o 2792102 290 379.0917
100 3255123 A 386.3689

4| |x=0 |%=258

Ubungsaufgabe

(1) Durch drei Punkte ist eine quadratische Parabel eindeutig bestimmt. Bestimmen Sie die
Gleichung mithilfe einer quadratischen Regression.

(@ Py (-215);P2(01-1);P3(318) (b) Py (-21-3);P2(111);P3(510)

(2) Ein Ball wird aus einer H6he von 8 m Uber der StraBenebene waagerecht aus einem Fenster
geworfen. Er trifft in 10 m Entfernung von der Hauswand auf dem Boden auf.

Bestimmen Sie die Gleichung der Wurfparabel mithilfe einer quadratischen Regression.
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Gebiet: Beschreibende Statistik

Einsatz ab Stufe 10

Regressionsrechnung: Modellieren durch eine Exponentialfunktion

Beispiel-Aufgabe

Nach Angaben der des Vereins Transfair entwickelte
sich der Umsatz von fair gehandelten Artikeln in
Deutschland, wie aus den folgenden Daten ersichtlich
ist (Angaben in Mio. €).

Geben Sie eine Prognose flr 2025 ab!

Jahr | 2003

2004 | 2005 | 2006

2007

2008

2009

Umsatz | 51

58 72

110

142

213

267

Jahr 2010

2011 | 2012 | 2013

2014

2015

2016

Umsatz | 340

400 | 533

654

827

978

1115

1200

1000

BOQ -+

g

2003 2005 00T 2009 2011 2013 2015

Erlauterung der L6sung (Modellieren mit einer linearen Funktion wird als bekannt vorausgesetzt)

Im Schulrechner werden zwei Mdglichkeiten der exponentiellen Regression angeboten:
zum einen zu einer durch Regression ermittelten geeigneten Basis b, zum anderen zur natar-
lichen Exponentialfunktion (Basis e = 2,71828...).

1. Méglichkeit: Die Anpassung durch eine exponentielle Funktion mit y = 24,26 - 1,286 hat das
BestimmtheitsmaB r2 = 0,9891 und ermdglicht die Prognose f(25) = 13 Mio. €

SIIERES DISTR || date: L3 W
e e el My
exPpRed ae” (bx)| |veabrx *eaLe [34r2=0, 9891293
F(x)=24.2604392T s *  |76t2374

24 16113.93
25 1306Y.31]
4| [fCx)=1300Y4.31438583

2. Mdglichkeit: Die Anpassung durch eine exponentielle Funktion mit y ~ 24,26 - e>#'*"* hat
dasselbe BestimmtheitsmaB r2 ~ 0,9891 und erméglicht dieselbe Prognose, denn e%%*'* = 1,286.

TPwrRego
:ExPReg

DES

STAT—REGEMIE-FRE:

ax”b
ab™x

HBexPpRes ae”(bx)

e,
w H
Roted W LI L2 L3 | 5 h=0, 25123675779

v=ae~(bx)

DES

W L2
L1 ¥

L3
L3

DES

ggae~(bx):1L 1,1 2,1
iHa=24.260439267

caLe| |3dre=0.9891293

Ubungsaufgabe

Die folgenden Daten zeigen die Entwicklung der insgesamt in Deutschland installierten Photo-
voltaikanlagen (Leistung in GigaWatt).

Zeichnen Sie das zugehdrige Saulendiagramm. Geben Sie mithilfe einer exponentiellen
Regression eine Prognose ab flr die Entwicklung bis zum Jahr 2020.

Jahr 2006 | 2007

2008

2009

2010

2011

2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016

Leistung | 2,90 | 4,17

6,12

10,57

17,94

25,43

33,03 | 36,34 | 38,24 | 39,74 | 41,27
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Gebiet: Beschreibende Statistik Einsatz ab Stufe 10

Regressionsrechnung: Modellieren einer antiproportionalen Beziehung

Beispiel-Aufgabe

GemaB dem Boyle-Mariotte’schen Gesetz besteht zwischen dem Gasdruck p und dem
Volumen V einer eingeschlossenen Gasmenge eine antiproportionale Beziehung
(Voraussetzung: Die Temperatur wird konstant gehalten — sog. isotherme Zustandsénderung),
d. h., es gibt eine von der Versuchssituation abh&ngige Konstante C, sodass gilt

]
=C —

P %

Bei einer Messreihe ergaben sich folgende Messwerte. Untersuchen Sie, ob die Messwerte

geeignet sind, die GesetzmaBigkeit zu bestéatigen.

Volumen (in ml) 100 90 80 70 60 50 40 30 20

Druck (in bar) 1,0 1,15 1,25 1,45 1,7 2,0 2,55 3,4 5,0

Erlauterung der LOsung (Modellieren mit einer linearen Funktion wird als bekannt vorausgesetzt)

Mithilfe der Option 6 (RecipReg) im [stat-reg/distr]-MenU erhalten wir als Naherungsfunktion
y = 100/x + 0,02; diese hat das BestimmtheitsmaB r2 = 0,9996 und ermdglicht die Berechnung
von Zwischenwerten, z. B. f(25) = 4,03.

DEG DEG

99 s [ DéEIE DATH 3 !
gg ﬁlg S:ProrRe9 ax RJEEE? El% E'iiﬁll'zaclkam
Li(1)=100 [MRecirRe9s a/x+b||v=asxtb CALC
F(2)=100, 1894401 | x | f0d
Ea=1am. 18944071 " SR
2:b=0.0193083277 30 3.3589C6
3drz=0.999630144 4| [f(x)=4.02688595595Y

Bei einer antiproportionalen Beziehung darf aber kein additives Glied (hier + 0,02) auftreten; die
Option RecipReg passt also nur eingeschrankt zur Modellierung.

Besser geeignet ist eine Modellierung mithilfe einer Potenzfunktion (mit negativem Exponenten).

Wie aus den folgenden screenshots ersichtlich wird, ergibt sich y = 100 - x %% in guter Naherung
zum Gesetz.

DEG DEG

STAT-REGEMVEIE: W x| fOx)
9tLnRes a+blnpx a=100. 02/07188| N ?.015082
BBPwrRes ax”b 2:b=-0.997034087| |30 3.368041
JExPRea ab”x 3lr2=0,999454465)| [x=28

Ubungsaufgabe

Der ohmsche Widerstand R eines elektrischen Leiters der Lange € ist umgekehrt proportional zur
Querschnittsflache A des Leiter (also quadratisch reziprok zum Durchmesser d des Leiters):

R= p-% = C~é . FGhren Sie eine entsprechende Messreihe durch und werten Sie diese mithilfe
der Option PwrReg.
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 9

Binomialkoeffizienten — Gewinnwahrscheinlichkeiten beim Lottospiel ,6 aus 49’

Beispiel-Aufgabe

(1) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Lottoziehung des Spiels ,6 aus 49’
zwei der sechs Gliickszahlen gerade Zahlen sind?

(2) Bestimmen Sie die allgemein die Verteilung der ZufallsgréBe X: Anzahl der geraden
Gliickszahlen beim Lottospiel ,6 aus 49°.

Erlauterung der L6sung

Mit der [1:5]-Taste kdbnnen verschiedene kombinatorische Terme aufgerufen werden. Um einen
49
Binomialkoeffizienten wie z. B. ,,C; :( 6 ] zu berechnen, muss man zunachst die Zahl 49 ein-

geben, dann die [1i]-Taste (zweimal) tippen und schlieBlich die Zahl 6 eingeben. Der TI-
Schulrechner zeigt, dass es 13.983.816 Moglichkeiten gibt , 6 aus 49 Kugeln auszuwahlen.

(1) Unter den 49 naturlichen Zahlen in der Menge {1, 2, ..., 49} sind 24 gerade und 25 ungerade.
Fir den speziellen Fall von zwei geraden und vier ungeraden Gliickszahlen gibt es

24 (25
1 C,y o sCy = ( 5 j ( 4 j =276-12.650 =3.491.400 Moglichkeiten der Kombination. Daher ist

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei der sechs Gliickszahlen gerade sind, ungeféhr 25 %.

49 nCr 6 24 ncr 2 276/[24 nCr 2425 nCrb
13983816 25 nCr 4 12650 3491400
24 nCr 2#25 nCrp||3491400,13983816
34914008 B.249674338
(2) Allgemein erhélt man die Wahrscheinlichkeit fir genau k gerade (24]( 25 ]
Glickszahlen mithilfe des rechts stehenden Terms. P(X = k)= k)| 6-k
Einen solchen Term kann man auf dem TI-Schulrechner als (469]

Funktionsterm mit der Variablen x statt k eingeben.
(Hinweis: (6-x) muss in Klammern gesetzt werden)

Die in der Wertetabelle auftretenden Briiche kdnnen durch Dricken der [+ =]-Taste als Dezimal-
zahlen angezeigt werden.

DEG DEG DEG

|
el W1 o h AW MR TAELE SETUP T x Fix)
f(x)=0 99 ncr” | [Start=6 g 0.012665
Step=1
Autol LA 2 9.249674
+ CALC| [f(x)=0.09118541033435
DEG DEG
X Fix) X Fix)
EI §.332899 ;I FEs329
E 254329 6 0.009625
F(x)=0.2279635258359 #(x)=0.07598784194529
Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréBe
X: Anzahl der Richtigen beim Lottospiel ,6 aus 49'.
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 10

Bestimmen einer Binomialverteilung (vollstandige Verteilung)

Beispiel-Aufgabe

Bestimmen Sie die Verteilung der ZufallsgréBe X: Anzahl der Sechsen beim 10-fachen Wiirfeln

Erlauterung der L6sung

Der TI-Schulrechner bietet zwei Mdglichkeiten, einer Binomialverteilung zu bestimmen und
anzuzeigen: (1) Die Verteilung kann im [stat-reg/distr]-MenU aufgerufen werden oder (2) mithilfe der
BERNOULLI-Formel als Wertetabelle einer Funktion berechnet werden.

(1) Um eine Tabelle mit den Werten der Binomialverteilung anzulegen, muss zunéchst die erste
Spalte mit den Zahlen 0, 1, 2, ..., n belegt werden (Maximalwert n = 49). Dies geschieht mithilfe
der Option 3 im [data]-Meni (Sequence). Die Folge mit dem Folgenterm ,x“ durchlauft die natdir-
lichen Zahlen von 0 bis 10 und wird in Liste L1 abgespeichert.

DEG DEG DEG
I:IE SEQUENCE FILL T [EXPR IN x:x T
EI?EDTEERQHI:EE FILL LIST: Lz L3 STE&E x:ga
o
2:Sort L9-Sm.. STEP SIZE:1
XiSequence... 1<dimQlistI<50 ' SEQUENCE FILL

Dann ruft man im [stat-reg/distr]-MenU die Option Binomialpdf auf und wahlt dann die Option ALL,
gibt die Parameter ein (n = 10, p = 1/6) und legt fest, dass die Wahrscheinlichkeiten in Liste L2
abgespeichert werden. Die Wahrscheinlichkeiten werden in der Liste 6-stellig angezeigt; in der
Anzeige im Display unten sind jeweils 13 Stellen ablesbar.

ﬁ DEG DEG DEG
(. ------- |------- STAT-REG YVERS Binomia.lpdf ALL )
3 ZTND'""“E'ICCIF I?SISEEEEE}EB 1666666666
3 :invNormal ' "
Li(1)=e |_-Bl nomialedf 6<n<49 i
LEG m LEG m OEG [
Binomia.lpdé ALL t| |0 0. 16150 6| y 5.054266
L pmml ke

SAVE FOR 05xn . .
SAVE TO: L1 L3 3 0.1550Y45 7 2.H81E-Y]

CALC| [L2(1)=0.1615055828898 L2(8)=0.0002480725753191

(2) Bei der anderen Méglichkeit gibt man den Term der BERNOULLI-

Formel (vgl. rechts wobei x statt k als Variable einzugeben ist) tber (sz)z(w}[ljk (g]‘”
die [table]-Option als f(x) ein und kann die Wahrscheinlichkeiten in k)\e) (6
der Wertetabelle anschauen.

DEG DEG DEG
f(x)=10 nC *[f" 1% |erree > % |odsan
— = rror .
% LU a 0.161506 3 9. 155845
1 8.323011 y B.054266
+ f(x)=0.1615055828898 f(x)=0.A542R587585098

Ubungsaufgaben

(1) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréBe X: Anzahl der Wappen
beim 20-fachen Miinzwurf.

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroBe X: Anzahl der Erfolge
beim 12-stufigen BERNOULLI-Versuch mit p = 0,3.
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 10

Bestimmen einer Binomialverteilung (einzelne Werte)

Beispiel-Aufgabe

200 Rosinen werden zuféllig in den Teig von 100 Rosinenbrdtchen verteilt. Ein Rosinenbrdtchen
wird zuféllig ausgewahlt.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist in diesem Brétchen keine Rosine, genau eine Rosine, zwei
Rosinen, drei, vier, mehr als vier Rosinen?

Erlauterung der L6sung

Die Berechnung von mehreren einzelnen Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung ist tber
das [stat-reg/distr]-MenU aufrufbar; dort kann man u. a. die Option LIST aufrufen. Man wahlt dann
die Option LIST und gibt als Liste L1 die interessierenden Werte (0, 1, 2, 3, 4) ein.

Den Vorgang kann man als 200-stufigen BERNOULLI-Versuch mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p = 1/100. Die interessierenden Einzelwahrscheinlichkeiten werden in Liste L2 (6-stellig)
angezeigt; in der Anzeige im Display unten sind jeweils 13 Stellen ablesbar.

DEG DEG DEG
- _ Binomia lpd¥f HBEinomialpdf LIST T
g$T;VﬁEEm x: SINGLE [®%3] ALL TRIALS=n=204
BinDI'I'IiElPd'F pCSUCCESS)=1/100
oVBinomialcdf Il Il
DEG L] DEG L] DEG
Binomialpdf LIST L [ NEELIE | ------- 2 0.272033
G ra R
SAVE TO: L1 (W4 L3 . .
L2 3 9181355 0 0 00 | (Ee————— e
CALC| |L2¢1)=0.133979674858 |L1¢B)=

Bestimmung von P(X > 4): Statt die berechneten 5 Wahrscheinlichkeiten zu addieren, benutzen
wir die kumulierte Binomialverteilung (Option 5), um den Wert P(X < 4) zu ermitteln und hieraus
dann P(X>4)=1-P(X<4)=1-0,9483 = 0,0517 zu bestimmen.

DEG DEG DEG
— DISTR] Binomio. 1cd#] i Einomiolcdf SINGLE t
S$TEVEEEI‘I‘I x: BTN LIST ALL TRIALS=n=208
o g F(SUCCESS)=0.01
4:Binomialrdf h

EBinomialcdf il CALC

DEG

Binomio lcdf SIMGLE t
VALUE=0.948253736362

STORE: Ml » ztabcd
SOLYE AGAIN QuUIT

)

Ubungsaufgaben

(1) Eine Schule wird von 800 Schiilern/innen besucht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat keine
Person, eine, zwei, drei, mehr als drei Schiler/innen an einem bestimmten Tag Geburtstag?

Modellierungsannahme: Die Wahrscheinlichkeit ist fur alle Tage des Jahres gleich groB:
p = 1/365 ; Schaltjahre werden nicht berucksichtigt.

(2) Ein Rouletterad (bestehend aus 37 gleich groBen Sektoren) wird 50-mal gedreht.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die Kugel auf einem bestimmten Feld, keinmal, einmal,
zweimal, mehr als zweimal liegen bleiben?
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 10

Berechnung des Erwartungswerts und der Varianz von Binomialverteilungen (1)

Beispiel-Aufgabe

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Binomialverteilungen mit
n=40 und p=0,25 gemal Definiton.

Erlauterung der L6sung

GemaB Definition des Erwartungswerts u = E(X) bzw. der Varianz V(X) = 62 gilt:

E(X)=Sk-P(X=k) und V(x)=S(k—u2 P(X=k wobei P(X =k :[”J. K.(1-p)mk
()kzz(:)( ) ()kzz;)(ﬂ)( ) (X=k)=| | P -(-p)

1. Moglichkeit der Berechnung:

Die Summenfunktion des TI-Schulrechners bietet die Méglichkeit, auch Summen mit vielen
Summanden zu berechnen.

Wahlt man Option 5 im [math]-Men(, dann erscheint das Summensymbol X .
Hier gibt man die 0. a. Terme fir n =40 und p = 0,25 (also 1 —p = 0,75) ein.
Als Ergebnis erhalt man p = E(X) =10 und 62 = V(X) = 7,5.

DES ) - LIB DES - LIB DES -
¢0.25"%0.75"7%) || 3 (x#(40 nCr x| 3 ((x-1@)** (40 »
10 7.5

Wenn man die Parameter &ndern méchte, muss man nur die 0. a. Formeln wieder aufrufen und
entsprechend beim Durchlaufen durch die Terme die Parameter abandern.

2. Beispiel: n = 75 (statt n = 40) und p = 1/3 (statt p = 0,25): E(X) = 25 und V(X) = 50/3.

DEG _ - ?5 DEG i ?5 DEG i
r3)%(2,3)77) || 3 (x#(75 nCr x)¥|| 2 ((x-25)%(75 »
25 16.66666667

Ubungsaufgaben

Wie héangen die Werte von E(X) und V(X) von den Parametern n und p ab?

Stellen Sie Vermutungen auf und prufen Sie diese.

n p E(X) Vermutung V(X) Vermutung
48 1/4
72 1/3
40 0,3
50 0,2
60 0,4
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 10

Berechnung des Erwartungswerts und der Varianz von Binomialverteilungen (2)

Beispiel-Aufgabe

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Binomialverteilungen mit n =40 und
p = 0,25 gemaR Definiton.

Erlauterung der L6sung — 2. Méglichkeit der Berechnung (nur méglich, falls n < 49):

Alternativ kann man die betrachtete Binomialverteilung in Form von Listen speichern: zunachst
mithilfe einer Folge die natlrlichen Zahlen von 0 bis 40 in Liste L1 eintragen, dann mithilfe der
BERNOULLI-Formel die Wahrscheinlichkeiten fur k Erfolge (k =0, 1, 2, ..., 40) in Liste L2.

DEG DEG DEG
SEQUENCE FILL +| [EXPR IN x:x * —
FILL LIST: L2 L3 START x:0 g$glvﬁgr@m
END x:40 ¥ 1) ]
STEP SIZE:1 EHBinomialedf
1=dim(list)=50 4 SEQUENCE FILL| |S4Binomialcdf
LEG LEG |ﬁ OEG
Binomiolpdf ALL iBBinomioTedf ALL +| N 1.006E-5 |-------
TRIALS=n=40 1 1.341E-4
PCSUCCESS)=0.25 SAVE FOR 05x=n 2 8.716E-4
SAVE TO: L1 L3 3 0.6036
! CALC| [L1(1D=0

Dann werden die Zellen von L3 mit dem jeweiligen Produkt der Elemente von L1 und L2 gefllt.
Dazu muss man in Liste L3 gehen, die FORMULA-Option von auswahlen und dann die
Formel L1*L2 eingeben (die Namen L1, L2 werden beim Anklicken von jeweils angeboten).

3] DEG DEG DEG
¢ [lguets == LR FOSING OPS | S
2 8. 716E-Y4 IHAdd-/Edit Frmla L1
3 9.00368 2:Clear L1 Frmlal [2:L2
L3()= 3dClear LZ Frmlal |3:L3
L] DEG  [E [ DEG [
a 1.086E"E a 1.006E-5 NN
1 1.341E-Y4 1 1.341E-4 |1.341E-Y4
2 8.716E-Y4 2 8.716E-Y (0.001743
] 0.0036 ] 0.00368 |0.0110Y4
AL3I=L1+L2 RL3(1)=[]
SchlieBlich berechnet man mit Sum List im [data]-Men( die Summe von Liste L3: E(X) = 10
i SUM LIST o lsUM LIST o 1
%!Fg FOREUI:E @E SUMLIST: L1 L2 SUM OF LIST=10
ort Lo-oSm.. STORE: Bl x vz ta bcd
3:Sequence...
EHSum List.. CALC DONE
Analog verfahrt man mit der Berechnung der Varianz: V(X) = 7,5.
L] DEE & DEG
a 1.0086E"E [ SUM LIST 1
% %%;%E:u %gg%;"} SUM OF LIST=V.E
3 066368 [RItToM [STOREFGExvz2tabed
AL3I=(L1-10)2:%L2 | DONE
Ubungsaufgaben

Berechnen Sie mithilfe dieser Methode Erwartungswert und Varianz fir n =24 und p = 1/3.
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 10

Optimierung der Annahme von Flugbuchungen

Beispiel-Aufgabe

Wegen der Kapazitat der eingesetzten Flugzeuge kdnnen fir eine bestimmte Flugverbindung
im Inland maximal 150 Platze gebucht werden. Dennoch nimmt die Fluggesellschaft mehr
Buchungen an, da im Mittel 10 % der Buchungen nicht wahrgenommen werden. An jeder
Buchung verdient die Fluggesellschaft 30 € (auch bei den Fluggésten, die nicht erscheinen,
denn diese mussen eine No-Show-Geblhr zahlen). Falls eine Buchung angenommen wurde,
aber der Passagier nicht mitfliegen kann, muss nach EU-Recht eine Entschadigung von 250 €
gezahlt werden.

a) Berechnen Sie den zu erwartenden Gewinn bei Annahme von 160 Buchungen.

b) Bei welcher Anzahl von Buchungen ist der Gewinn die Fluggesellschaft maximal?

Erlauterung der L6sung

a) Wenn 160 Buchungen angenommen werden, muss mit Wahrscheinlichkeit P(X = 151) ein
Betrag von 250 € als Entschadigung gezahlt werden, mit Wahrscheinlichkeit P(X = 152) ein
Betrag von 500 € ... und mit Wahrscheinlichkeit P(X = 160) ein Betrag von 2500 € insgesamt

f‘i [16()]-0,9"-0,1160"~(k—150)-250z16,19

k=151

Im Mittel mUsste also bei Annahme von 160 Buchungen ein Betrag von 16,19 €an Entschéadi-
gungen gezahlt werden, d. h. der Gewinn betragt 160 - 30 €— 16,19 €=4783,81 €

DEG o

168
> ((168 nCr z»

®=1L1
16.18504126

b) Es ware nun lastig, alle interessierenden Werte von n in den Summenterm einzutippen und
die so berechneten Daten in einer Tabelle zu erfassen. Hierzu kann man die Option der Listen-
formeln benutzen, die man Uber das [data]-Meni ansteuern kann ([data] doppelt anklicken):

Man gibt interessierende Werte fur n in die Liste L1 (z. B. 155, 156, ..., 165) ein und definiert
dann far L2 eine Formel; anstelle des Summenzeichens verwendet man den ,sum“-Befehl aus
dem [math]-MenU, bei dem nacheinander der Summenterm, der Name der Variablen, der kleinste
und der gréBte Wert von x eingegeben werden missen:

L2 = Sum(L1 nCr x * 0.9 * 0.1A(L1-x)*(x — 150)*250 , x , 151, L1)

Nachdem wir so die zu erwartenden Entschadigungsbetrdge berechnet haben, kénnen wir zur
Berechnung des Gewinns kommen; dazu definieren wir die Listenformel L3 =L1*30 — L2

(L] DEG (L] DEG L] DEG

15 il ——————— 155 0.11541Y lel 31.26779|4798.732
156 156 9.412879 162 EL.90173 RELENEL]
157 157 1.24g822 163 93.35018 |4796.65
1538 1538 3.282256 164 146.7675 |47 73.233
ALz=suml{(Ll nCr x)+.9"x b (BLI=L1+39-L2 | [(ETEFEHB04.098269563

Wir lesen ab: Bei der Annahme von 162 Buchungen ist der Gewinn am gréBten (4804,10 €).

Ubungsaufgaben

(1) Welche Anzahl von Buchungen ware optimal, wenn die Entschadigung auf 300 € erhdht
warde [ nur 150 €gezahlt werden missen ]?

(2) Wie verandert sich die Rechnung, wenn der Gewinn pro Buchung 25 €betragt?
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 10

Bestimmen von Intervall-Wahrscheinlichkeiten bei einer Binomialverteilung (1)

Beispiel-Aufgabe

64 % der Haushalte in Deutschland verfligen Uber einen digitalen Fotoapparat. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit wirde man bei einer Zufallsstichprobe in 500 Haushalten in

(1) héchstens 320 (2) weniger als 310 (3) mindestens 315

(4) mehr als 330 (5) mindestens 312, héchstens 325

Haushalten einen solchen Fotoapparat finden?

Erlduterung der Losung

Die Berechnung von Intervall-Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung ist mithilfe der
Option 5 (Binomialcdf) im [stat-reg/distr]-MenU aufrufbar. Die berechneten Wahrscheinlichkeiten
kénnen abgespeichert werden, was fir die Loésung von Aufgabe (3) — (5) wichtig ist:

(1) P(X <320) =0,5168 ; (2) P(X <310) = P(X < 309) = 0,1639

DEG DEG DEG

Binomialcdf SIMGLE lEinomialcdf SIMGLE lEinomialcdf SIMGLE 1
TRIALS=n=508 VALUE=0.516843623449 VALUE=90.1639168151246
P(SUCCESS)=0.8Y
x=320 STORE: @ v ztabcd STORE: @ v ztabcd

CALC| [SOLYE AGAIN QUIT| |SOLYE AGAIN quIT
(8) P(X=2315)=1-P(X<314) =0,6969 ; (4) P(X>330) =1 - P(X = 329) =0,1640

DEG DEG DEG o

Binomialcdf SIMGLE UEEinomialcdf SIMGLE 1 -
TRIALS=n=E08 VALUE=9.203075165509Y 1=y 0.696924834
P(SUCCESS)=0.8Y4
x=31Y STORE: Hollzta bc d

CALC| [SOLVE AGAIN QuUIT
Binomia.lcas SINGLEREENEinomiaicdé SINGLEJNNEER Y 7e

inomialc inonialc -

TRIALS=n=E08 VALUE=90.8116921238883 1=y 0.18830787
P(SUCCESS)=0.8Y4
x=329 STORE: Hollzta bc d

CALC| [SOLVE AGAIN QuUIT
(5) P(312 = X =325) = P(X = 325) - P(X =£311) =0,6947 — 0,2137 = 0,4809 (wegen Rundung)

DEG DEG DEG

Binomialcdf SIMGLE HEEinomialcdf SIMGLE HlEinomialcdf SIMGLE 1
TRIALS=n=E08 VALUE=0.69Y4678162198 TRIALS=n=E08
P(SUCCESS)=0.8Y4 P(SUCCESS)=0.8Y4
x=32E STORE: Ho vzt a P cd x=311

CALC| [SOLVE AGAIN QuUIT CALC

DEG

DEG o
Binomialcdf SINGLE 1 -
VALUE=9.21373619E4E97 b-a @.480941967

STORE: No »ztAbcd
SO0LVE AGAIN QUIT

Ubungsaufgaben

Eine Minze wird 400-mal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Anzahl der Wappen

(1) gréBer als 200 (5) héchstens gleich 190
(2) mindestens gleich 205 (6) kleiner als 215

(3) mindestens gleich 180, héchstens gleich 205

(4) gréBer als 185, aber kleiner als 207
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Gebiet: Stochastik

Einsatz ab Stufe 10

Bestimmen von Intervall-Wahrscheinlichkeiten bei einer Binomialverteilung (2)

Beispiel-Aufgabe

Ein Warfel wird 120-mal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Anzahl der Sechsen
(5) héchstens gleich 18

(1) gréBer als 20

2) mindestens gleich 22

4

(2)
(8) mindestens gleich 20, héchstens gleich 24
(4)

gréBer als 19, aber kleiner als 23

(6) kleiner als 16

Erlauterung der Losung

Mit etwas gréBerem Zeitaufwand kénnen die Intervall-Wahrscheinlichkeiten mithilfe der
Summenfunktion gemaB BERNOULLI-Formel berechnet werden: p(X:k):[120j_(1jk _(5j12°k

k 6 6
(1) P(X>20) = P(21 <X <120) ~ 0,441 ; (2) P(X 2 22) = P(22 < X < 120) ~ 0,348 ;
(3) P(20 < X £24)=0,402 ; (4) P(19 <X <23)=P(20 < X <22) = 0,273 ;
(5) P(X<18)=P(0<X<18)=0,366 ; (6) P(X<16) =P(0 <X <15) =~ 0,133
126 DEG o 126 DEG o 2|.| DEG o
2 [0120 ncr 22| 3 (€120 nCr z)»|| 3 ((120 nCr x)»
0.440661162 0.347993829 0.401890165
22 DEG o 13 DEG o 15 DEG o
2.[0120 ncr 2)»(| 3 (€120 nCr 2)#|| 3 ((120 nCr z)+»
0.273368632 0.365700812 0.133495571

Wahrscheinlichkeitsberechnungen mithilfe der BERNOULLI-Formel sind méglich, solange der
gréBte auftretende Binomialkoeffizient der Wahrscheinlichkeitsverteilung kleiner ist als 10'%;

o 336 0
dies ist fur n = 336 der Fall: 168 =6-107.

Ubungsaufgaben

1)
a) groBer als 100

mindestens gleich 95

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Anzahl der Wappen beim 200-fachen Minzwurf

(d) gréBer als 92, aber kleiner als 103

(e) héchstens gleich 98
(f) kleiner als 103

(
(
(b
(
(

2

)
¢) mindestens gleich 90, hdchstens gleich 105
)

Mithilfe des [table]-Men(lis kann man eine Funktion definieren und deren Werte in der Werte-

tabelle ablesen. Dies ist auch mit dem TI-Schulrechner méglich.

Welche Funktion ist aus den folgenden Screenshots ablesbar? (Was irritiert ein bisschen?)

DES

X T
f(x)=> (12 nCp»
x=0

DEG

Flx)=@ . 62 )m’

DEG
X Fix)
I 0.0060Y47
1 0.846357
2 0.16729
x=0
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Gebiet: Stochastik

Einsatz ab Stufe 11

Bestimmen von 95 %- Umgebungen um den Erwartungswert (sigma-Regel)

Beispiel-Aufgabe

(2)n=140;p=0,5

(83)n=150;p=0,3

Bestimmen Sie symmetrische Umgebungen um den Erwartungswert i = n - p derart, dass diese
eine Wahrscheinlichkeit von ungeféhr 95 % haben.

(1)n=100;p=0,4

Berechnen Sie auch jeweils die zugehérige Standardabweichung und geben Sie den Radius der
Umgebung als Vielfaches der Standardabweichung an. Welche GesetzmaBigkeit fallt auf?

(4)n=200;p=0,25

HAX

k=u—-x

Erlauterung der L6sung

P(X = 40) = 0,081; f(1) = P(39 < X < 41) = 0,240 usw.

Mithilfe der Summenfunktion kann man Wahrscheinlichkeiten von symmetrischen Umgebungen
um den Erwartungswert berechnen. Definiert man fir ein konkretes n die Funktion f wie folgt:

()= [:j.pk.@_p)nk dann zeigt die Wertetabelle beispielsweise fur p = 0,4 und n = 100: f(0) =

HO+x t
f(x)= > (c1oo» |8
X=YHO-x

X

9
1lg

DEG
Flx)
8.917851
0.948118
8.968463

4| [£Cx)=0.9481179791265

n=100; p=0,4; u=40:
P(31<X<49)=95%
Radius = 9,5

?B-i-?:EG 1
fix)= > [(c14@» ||10
NEFO-%

x

11
12

DEG
F(x)
9.924449
0.948476
8.965764

4| [F(x)=0.9484764314187

n=140;p=0,5;u=70:
P59=<X<81)=95%
Radius = 11,5

f(x)= L'SE"’;EG[1115121»'r 10 0.939
X miE-x E—giggﬁezz

X

12

4 [%x=11

n=150; p=0,3; u=45:
P(34 < X <56) =95 %
Radius =% - (10,5 + 11,5) = 11

59+9:EG 1
fix)= > (20> |10
NILQ-x%

x

11
12

4| [F(x3=0.95920927754Y49

n =200; p =0,25; u =50:
P(38 <X <62)=95%
Radius =% - (11,5 + 12,5) = 12

Beispiel: n =100; p=0,4 ; P(31 =< X £49) = 0,948 - Radius = 9,5

Erlduterung: Das Intervall umfasst 19 Werte fir X; der Radius der Umgebung ist deshalb 9,5.

(1) p=0,4 (2) p=0,5 (3)p=0,3 (4) p=0,25
u 40 70 45 50
c 4,90 5,92 5,61 6,12
Radius 95=194-¢ | 1156=194-6| 11=196"-0 12=1,96 -0

Ergebnis: Man stellt fir unterschiedliches n und p fest: P(u— 1,960 < X < u + 1,960) = 0,95

Ubungsaufgaben

Untersuchen Sie auch fiir andere Werte von n und p, ob die gefundene Regel bestétigt wird.
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 11

Bestimmen von sigma-Umgebungen um den Erwartungswert

Beispiel-Aufgabe

Welche Bedeutung hat die Standardabweichung ¢ =,/n- p-(1— p) einer Binomialverteilung?

Bestimmen Sie fir n = 200 und p = 0,3 das zum Erwartungswert u=n-p symmetrische
Intervall [u—z'c;u+206], z=1, 2, 3, sowie die Wahrscheinlichkeit dieses Intervalls.

Was fallt auf?

Erlauterung der L6sung

Zunachst werden Erwartungswert pu und Standardabweichung c berechnet sowie die sog.
10-, 20-, 36-Umgebungen von p bestimmt.

Die Wahrscheinlichkeiten der symmetrischen Umgebungen kénnen mithilfe der Option
Binomialcdf im [stat-reg/distr]-Menu bestimmt werden (alternativ mithilfe der folgenden Funktion:

=5 [”j p*(1- py* , gemaB BERNOULLI-Formel).

k=u—-x k

Praktikable Vorgehensweise: Fur die einzelnen Werte von n und p berechnet man p und ¢ und
hiermit dann n = z - 6. Dann werden die kumulierten Wahrscheinlichkeiten zu den berechneten
Intervallgrenzen berechnet und zwischengespeichert (hier unter den Variablen y und z).
n=200;p=0,3;u=60;0c~=6,48:

P(u-1o;u+10]) =P(54 < X <66) = P(X < 66) — P(X < 53) =~ 0,842 — 0,158 = 0,684
P(n-20;u+20])=P48<X<72) =P(X<72) - P(X<47)=0,972 — 0,025 = 0,947
Plu—-30c;u+30])=P(41£X<79)=P(X<79)-P(X<40)=0,998 — 0,001 = 0,997 (hier nicht angezeigt)

DEG DEG DEG
Binomialcdf SIMGLE lEinomialcds SIMGLE lEinomialcds SIMGLE 1
TRIALS=n=208 YALUE=0_8Y42088Y4370349 TRIALS=n=208
p(SUCCESS5)=0.3 p(SUCCESS5)=0.3
X=66 STORE: No @zt a bcd x=53
CALC| |SOLYE AGAIN quUIT CALC

DEG DEG o

Binomiolcdf SIMGLE o (g—
VALUE=0.1578862700755 9=z  0.68420216

STORE: No vHtabcd

SOLVE AGAIN quUIT
DEG DEG DEG
Binomialcdf SIMGLE lEinomialcds SIMGLE HlEinomialcds SIMGLE 1
TRIALS=n=208 YALUE=0. 9715664159287 TRIALS=n=208
p(SUCCESS5)=0.3 p(SUCCES5)=0.3
X=72 STORE: No @zt a bcd x=Y7?
CALC| |SOLYE AGAIN quUIT CALC

DEG DEG 2

Binomio lcdf SIMGLE o (g—
VALUE=0.82Y493272717614 9=z  0.94663368

STORE: No vHtabcd
SOLVE AGAIN

Ergebnis: Wenn man dies fir verschiedene Binomialverteilungen durchfuhrt, stellt man fest:
Pu—16X<su+10)=0,68;P(u—26<X<u+206)=0,955;P(u—3c<X=<u+30)=0,997

Ubungsaufgaben

Untersuchen Sie, ob diese Regeln auch flr andere Werte von n undd p bestétigt werden.
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Schluss von der Gesamtheit auf die Stichprobe: Punkt- und Intervallschatzung

Beispiel-Aufgabe

39 % der Haushalte in Deutschland verfigen ber einen Gefrierschrank. Eine Stichprobe vom
Umfang 1200 wird genommen. Machen Sie eine Prognose, wie viele der Haushalte der Stich-
probe Uber einen Gefrierschrank verfligen (Sicherheitswahrscheinlichkeit 90 %, 95 %, 99 %).

Uberpriifen Sie, ob die nach sigma-Regeln bestimmten Intervalle tatséchlich die Vorgaben (iber
die Sicherheitswahrscheinlichkeit erflllen und korrigieren Sie ggf. die Intervallgrenzen.

Erlauterung der L6sung

Eine Punktschétzung fur die Anzahl der Haushalte mit Gefrierschrank in der Stichprobe ist
der Erwartungswert u=n - p = 1200 - 0,39 = 468.

Intervallschatzungen werden mithilfe der Standardabweichung ¢ vorgenommen:

o =4/n-p-(1-p) =/1200-0,39-0,61~1690.

Die 90 %-, 95 %- bzw. 99 %-Umgebungen um den Erwartungswert © werden geman den
sigma-Regeln bestimmt. Da die sigma-Regeln nur Faustregeln sind, geben sie nur ungefahr
die Intervallgrenzen an.

Wie die folgende Rechnung zeigt, ist im Falle der 90 %-Umgebung die vorgegebene
Sicherheitswahrscheinlichkeit (mindestens 90 %) nicht erfullt; deshalb muss das Intervall
jeweils um eine Einheit nach unten bzw. nach oben erweitert werden.

P(441 < X £495) = P(X <495) — P(X =< 440) = 0,9478 — 0,0514 = 0,8964 < 0,90
P(440 < X <496) = P(X = 496) — P(X < 439) = 0,9538 — 0,0454 = 0,9084 (hier nicht angezeigt)

H9B ey 0 015 TESISTEY e Gl oeRR
1208+, 39+.61 - .
468-27.709269159

16.89615341 440.2903084
Binomialcd# SGLE yiBinomialcdf SGLE yiBinomialcdf SGLE t
TRIALS=n=1200 VALUE=0.9478372171324 TRIALS=n=1200
P(SUCCESS)=0.39 P(SUCCESS)=0.39
x=495 STORE: Nofl ztabcd x=H49

CALC| |SOLVE AGAIN QuUIT CALC

VALUE=0.05140z70308703 | |0 2 O+ 87643451
STORE: NoyHtabcd
SOLVE AGAIN QuUIT

Ubungsaufgabe

(1) Bestimmen Sie analog die 95 %- und die 99 %-Umgebung gemaBi den sigma-Regeln flr die
vorliegende Anwendungsaufgabe mit n = 1200 und p = 0,39. Uberpriifen Sie, ob die durch
die Faustregel bestimmten Intervalle die Mindest-Wahrscheinlichkeiten von 95 % bzw. 99 %
erfullen. Korrigieren Sie ggf. dieses Intervall.

Ein Wrfel wird 300-mal geworfen. Machen Sie eine Prognose, wie oft Augenzahl 6 fallen
wird (Sicherheitswahrscheinlichkeit 90 %, 95 %, 99 %). Uberpriifen Sie, ob die nach sigma-
Regeln bestimmten Intervalle tatséchlich die Vorgaben Uber die Sicherheitswahrscheinlich-
keit erfillen und korrigieren Sie ggf. die Intervallgrenzen.
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 11

Testen von Hypothesen — Wahrscheinlichkeit flr einen Fehler 2. Art

Beispiel-Aufgabe

Wenn man bei einem Wirfelspiel einen gewdhnlichen Wirfel benutzt, geht man davon aus, dass
die Wahrscheinlichkeit p fir das Auftreten der Augenzahl 6 bei diesem Wirfel gleich 1/6 ist
(LAPLACE-Modell). Diese Hypothese soll fiir einen konkret verwendeten Wrfel getestet werden.
Dazu soll er 600-mal geworfen und die Anzahl der Sechsen bestimmt werden.

Bestimmen Sie eine Entscheidungsregel fir o < 0,05 (o = Wahrscheinlichkeit fir einen
Fehler 1. Art). Wie groB ist B (= Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 2. Art), wenn die
tatséchliche Wahrscheinlichkeit p flr Augenzahl 6 gleich 0,15 ist?

Erlauterung der L6sung

Wenn p = 1/6 ist, dann wird die Anzahl der Sechsen mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95 %
in der 1,966-Umgebung des Erwartungswerts u liegen; hier ist: u =100 und ¢ = 9,13.

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 95 % gilt also fur die Anzahl X der Sechsen: 83 < X < 117.
Kontrollrechnung mithilfe der Binomialcdf-Funktion im [stat-reg/distr]-Men(:

P(83< X <117) =P(X < 117) — P(X < 82) = 0,9704 — 0,0254 = 0,9450

DEG DEG DEG
Binomialcdf SIMNGLE HEEinomialcdf SIMGLE HEEinomialcdf SIMGLE 1
TRIALS=n=600 VALUE=0.9704363313728 TRIALS=n=600
P(SUCCES5)=0.1666666666.. P(SUCCES5)=0.16666666666)
x=117 STORE: Hollzta bc d x=82
CALC| [SOLVE AGAIN QuUIT CALC

DEG DEG o

Binomiolcdf SIMGLE o (g—
VALUE=0.82541278351088 9=z 0.94502354

STORE: No vHtabcd
SOLVE AGAIN quUIT

Das Intervall (= Annahmebereich der Hypothese) muss erweitert werden, damit die Bedingung
o < 0,05 erfullt ist. Durch &hnliche Rechnung wie oben erhélt man: P(82 < X < 118) = 0,9575.

Die Entscheidungsregel lautet also: Verwirf die Hypothese p = 1/6, falls in der Stichprobe vom
Umfang n = 600 weniger als 82 oder mehr als 118 Sechsen auftreten.

Ein Fehler 2. Art tritt auf, wenn dem Versuch eigentlich ein anderes p zugrunde liegt, das
Versuchsergebnis aber im Annahmebereich der Hypothese liegt.

Die Berechnung von P(82 < X £ 118) = P(X £ 118) — P(X < 81) ergibt: f(0,15) = 83,4 %.

DEG DEG DEG

Binomio.lcdf SINGLE ulBinomiolcdf SIMGLE ulBinomiolcdf SINGLE t
TRIALS=n=688 YALUE=0.9991739279826 TRIALS=n=688
P(SUCCESS)=0.15 P(SUCCESS)=0.15
x=118 STORE: No iz tabcd x=81

CALC| [SOLVE AGAIN QuUIT CALC

DEG DEG b

Binomialcdf SINGLE 1 -
VALUE=9,1656978350708 = @.83347609

STORE: No yHtabcd
SOLVE AGAIN QuUIT

Ubungsaufgabe

Bestimmen Sie weitere Wahrscheinlichkeiten flr einen Fehler 2. Art: 3(0,14) [ B(1/8) ]
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 11

Schluss von der Stichprobe auf die Gesamtheit: Konfidenzintervall-Bestimmung

Beispiel-Aufgabe

Ein doppelter LEGO™-Wirfel wurde 500-mal geworfen. 45-mal lag dabei die Seite mit den
Noppen nach unten. Bestimmen Sie ein 95 %-Konfidenzintervall fir die zugrunde liegende
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Erlauterung der L6sung

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % unterscheidet sich ein Stichprobenergebnis vom
Erwartungswert u der zugrunde liegenden, unbekannten Erfolgswahrscheinlichkeit p um
hoéchstens 1,966 (o = Standardabweichung).

Unter der Annahme, dass die Bedingung erfullt ist (was ja in 95 % der Félle ein brauchbarer
Ansatz ist), werden alle p gesucht, welche die Bedingung | 500 - p —451<1,96 - ¢ erflllen.

Gleichwertig zur o. a. Betrags(un)gleichung ist: 500-p + 1,96 - ¢ < 45 oder 500-p — 1,96-G < 45.

Man kann den links stehenden Term als Funktionsterm auffassen, also

f(x) =500 x +196-,/500- x-(1— x) bzw. g(x)=500-x-196-/500- x-(1- x) und in den Werte-
tabellen dieser Funktion nach dem Funktionswert 45 suchen (mit Verfeinerung der Schrittweite).
Mithilfe der Méglichkeiten des [table]-MenUs ergibt sich also:

DEG DEG DEG
— 1 — - 1 X Fix) %)
f(x)=000x+1.96»" |9(x)=000x-1.96:»" 4 o¢ 40 4683219 E9168
9.97 23.81769
9.08 £1.8899EK |28.110065
4 4| [FCx)=H6.18231103127
DEG DEG DEG
x (%) (%) x (%) (x) x (%) (%)
9.11 EB ?13 41.287 9.967 4y HEP? |22.E423 | |0.117 72.58687 44.41313
8.1z 7 [RETEE]| |6.068 22.96675| (6.118 72.13892 [EKTFLEH]
9.13 ?‘:’l ?3915 £0.26085 | |9.969 HYE.60812(23.39188)| |0.119 73.69066 |45.3093Y
(x)=YE,.FEFIIZT I F0x)=45.03325069053 (x)=Y4. 86197568448
DEG DEG
x F(x) (%) F(x) (x)
9.0678 |44.9182 |22.8818 | |9. 1132 73.2493 |4Y4.9587
0.0679 |EEERERE] 2292427 (0.1183 |73.30448
9.068 HE 93325 (2296675 |9.118Y4 |73.35966 |45.0403Y
FOxI=HY. 97E72RHEB273 (%))=Y, 995E2172321

Lésung: Das 95 %-Konfidenzintervall ist: 6,79 % < p < 11,83 %.

Es enthalt alle diejenigen Werte von p, innerhalb deren 95 %-Umgebung das Stichproben-
ergebnis X = 45 liegt, d. h. also:

Bestimmt man zu den Erfolgswahrscheinlichkeiten p aus dem Konfidenzintervall eine 95 %-
Umgebung, dann liegt das Stichprobenergebnis X = 45 innerhalb dieser Umgebung.

Ubungsaufgabe

In der Verbraucherstichprobe 2017 wurden die Ausstattungen von 7000 repréasentativ aus-
gewahlten Haushalten erfasst. 47,0 % der erfassten Haushalte verflgten tber ein Satelliten-
empfangsgerét, 45,5 % Uber einen Kabelanschluss.

Bestimmen Sie jeweils 95 %-Konfidenzintervalle fir die zugrunde liegenden Erfolgswahrschein-
lichkeiten p, also fir die in der Gesamtheit aller Haushalte vorliegenden Anteile (Angaben auf
drei Dezimalstellen genau).
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Gebiet: Stochastik Einsatz ab Stufe 11

Schluss von der Stichprobe auf die Gesamtheit: Konfidenzintervall-Bestimmung

Beispiel-Aufgabe

Ein doppelter LEGO™-Wiirfel wurde 500-mal geworfen. 45-mal lag dabei die Seite mit den
Noppen nach unten. Bestimmen Sie ein 95 %-Konfidenzintervall fir die zugrunde liegende
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Erlauterung der L6sung

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % unterscheidet sich ein Stichprobenergebnis vom
Erwartungswert u der zugrunde liegenden, unbekannten Erfolgswahrscheinlichkeit p um
hoéchstens 1,966 (o = Standardabweichung).

Unter der Annahme, dass die Bedingung erfullt ist (was ja in 95 % der Félle ein brauchbarer
Ansatz ist), werden alle p gesucht, welche die Bedingung | 500 - p —451<1,96 - ¢ erflllen.

Gleichwertig zur o. a. Betrags(un)gleichung ist: 500-p + 1,96 - ¢ < 45 oder 500-p — 1,96-G < 45.

Man kann den links stehenden Term als Funktionsterm definieren, also
f(x)=500- x+196-,500- x-(1-x) bzw. g(x)=500-x-196-,500- x-(1-x) , und dann mithilfe des
Gleichungsldsers [num-solv] die beiden Gleichungen I6sen.

Als Startwert fir den Suchalgorithmus kann man beispielsweise x = 0,1 eingeben.

F(x)=500x+1.96-1 |9(x)=500x-1.96:»1
4 4
fF(x)=45 SNUMERTC SOLVER SOLUTIOND
x=. 10 x=0.06794219558)»
4 4| [LEFT-RIGHT=9 4
g9(x)=450 NUMERLC SOLVER SOLUTIONG
x=0.11830999160»
4| [LEFT=-RIGHT=9 4

Lésung: Das 95 %-Konfidenzintervall ist: 6,79 % < p < 11,83 %.
Es enthalt alle diejenigen Werte von p, innerhalb deren 95 %-Umgebung das Stichproben-
ergebnis X = 45 liegt, d. h. also:

Bestimmt man zu den Erfolgswahrscheinlichkeiten p aus dem Konfidenzintervall eine 95 %-
Umgebung, dann liegt das Stichprobenergebnis X = 45 innerhalb dieser Umgebung.

Ubungsaufgabe

In der Verbraucherstichprobe 2017 wurden die Ausstattungen von 7000 repréasentativ aus-
gewahlten Haushalten erfasst. 47,0 % der erfassten Haushalte verflgten tber ein Satelliten-
empfangsgerét, 45,5 % Uber einen Kabelanschluss.

Bestimmen Sie jeweils 95 %-Konfidenzintervalle fir die zugrunde liegenden Erfolgswahrschein-
lichkeiten p, also fir die in der Gesamtheit aller Haushalte vorliegenden Anteile (Angaben auf
drei Dezimalstellen genau).
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Das klassische Geburtstagsproblem und Variationen

Beispiel-Aufgabe

Beim klassischen Geburtstagsproblem geht es um die Frage, wie groB die Wahrscheinlichkeit
ist, dass unter 23 zuféllig ausgewéhlten Personen mindestens zwei sind, die am gleichen Tag
Geburtstag haben.

Setzt man zur Vereinfachung voraus, dass die Geburts-Wahrscheinlichkeit flr alle Tage des
Jahres gleich ist, dann ergibt sich fur das zugehérige Gegenereignis

P(lauter verschiedene Geburtstage) = 365:364:363-..-343 _ 343 344 345 365

3652 " 365 365 365 365

Erlauterung der L6sung

Das Produkt der Faktoren 343/365, 344/365, ..., 365/365 kann mithilfe der Produkt-Funktion des
[math]-Men(s bestimmt werden. Dazu flllt man den kleinsten und gréBten Wert flr x am Produkt-
zeichen Il sowie den Term x/365 ein.

P(mindestens zwei von 23 Personen haben am gleichen Tag Geburtstag) =~ 1 — 0,4927 = 0,5073

DEG E:E DEG - 355 DEG -

I Beacror > NP I G T (2/365)
5:sum( x=i x=343
[F¥erod(

355 DEG b 355 DEG b

I (xr/365) 1- 11 (x/3695)

X=343 X=343

B.492702766 B.507297234

Ubungsaufgaben

(1) Die Wahrscheinlichkeit fir mindestens zwei gleiche Geburtstage ist bei 23 Personen
ungeféhr gleich 50 %, d. h., dies wére eine faire Wette. Jemand mdchte bei seiner Wette
sicherer sein und mindestens eine Gewinn-Wahrscheinlichkeit von 75 % haben.

Bei welcher Personenzahl ergibt sich eine solche Gewinn-Wahrscheinlichkeit?

n 340 338 337 336 335 334 333
P(E’)

(2) Ein Rouletterad ist im Prinzip ein Glicksrad mit 37 gleich groBen Sektoren, die mit den
Zahlen von 0 bis 36 beschriftet sind. Auf diesen Sektoren bleibt dann eine Kugel zuféllig
liegen. Ein solches Gliicksrad werde n-mal gedreht.

Von welcher Anzahl n an lohnt es sich darauf zu wetten (Wahrscheinlichkeit gréBer als 50 %),
dass die Kugel auf irgendeinem Sektor mindestens zweimal liegen geblieben ist?

Bestimmen Sie dazu mithilfe des Taschenrechners die konkreten Wahrscheinlichkeiten flir das
Gegenereignis E’ ,die Kugel bleibt in n Spielrunden auf lauter verschiedenen Sektoren liegen*.

n 3 4 5 6 7 8 9
P(E’)
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Bestimmen von Wahrscheinlichkeiten bei normalverteilten ZufallsgroBen

Beispiel-Aufgabe

Der Kopfumfang von 1-jahrigen Madchen ist ndherungsweise normalverteilt mit Erwartungswert
u = 44,9 cm und Standardabweichung ¢ = 1,4 cm.

(1) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein zuféllig ausgewéhltes, 1-jahriges Madchen einen
Kopfumfang, der

(a) kleiner ist als 46,0 cm, (b) mindestens 44,0 cm betragt,
(c) mindestens 42,5 cm ist, aber héchstens 47,5 cm ?

(2) Setzen Sie fort: ,70 % der Madchen haben einen Kopfumfang, der kleiner ist als ...“

Erlauterung der L6sung

Der TI-Schulrechner fragt bei Aufruf der Option Normalcdf im [stat-reg/distr]-Men( (= kumulierte
Normalverteilung = Integralfunktion der Normalverteilungs-Dichtefunktion) die Werte fir p und o
ab, dann die Grenzen der Integration. Die Voreinstellungen hierfir sind -10% und +10%; wenn
diese Grenzen wieder eingegeben werden mussen, kann dies mithilfe der [x°]-Taste erfolgen.

DEG DEG DEG
- Mormo.lcd# BNormolcds t
STngﬁng mean=pw=44.9 LOHERBnd=-1E99
NDFI‘I‘IE].CCI'F si9mo=1.40 UPPEREnd=46
3dinvNormal 1 CALC
DEG DEG DEG
Norma.lcd# BNormolcd#] BNormolcd#] 1
YALUE=0.¥839826218Y433 LOHEREnd=4Y4 LOHEREnd=4Y4
UFFPEREnd=16"99 UFPFPEREnd=1E99
STORE: Il x » ztabcd
SOLVE AGAIN quUIT CALC CALC
DEG DEG DEG
MNormo.lcd#] BNormolcd# BNormo.lcd#]
VALUE=0_¢¥329841665637E LOHEREBnd=Y42.5 VALUE=09251165483272Y
UPPEREnd=Y47.5
STORE: MM x » ztabcd STORE: (M x »ztabcd
SO0LVE AGAIN QUIT CALC| |SOLVE AGARIN QUIT

Ergebnis: (a) P(X <46,0) =~ 78,4 % ; (b) P(X = 44,0) = P(X > 44,0) = 74,0 %
(c) P(42,5 < X < 47,5 cm) = 92,5 %

(2) Um diese Aufgabe zu I6sen, bendétigt man die zugehdrige Umkehrfunktion, also eine
Funktion, die einer Wahrscheinlichkeit die entsprechenden (Integrations-) Grenzen zuordnet.

DEG DEG DEG
- t
?Tﬂgrﬁg?p area=0.7 VALUE=Y45.6341607141Y
Z:N lcdf mean=nw=44.9
- NOrmalc sigma=1.4 STORE: (R xvztabcd
EXinvNormal CALC| [SOLVE AGAIN QUIT

Ergebnis: P(X < 45,63) = P(X < 45,63) = 70 %

Ubungsaufgaben

Fir die ndherungsweise normalverteilte Kérpergr6e von 6 Monate alten Jungen gilt:
L =67,6 cmundc=22cm.

Wie viel Prozent der 6 Monate alten Jungen sind kleiner als 68,0 cm? Fur welche Jungen gilt,
dass sie zu den 20 % grdBten der Altersstufe gehdren?
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Approximation der Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung

Beispiel-Aufgabe

Ein Gllucksrad mit 50 gleich groBen Sektoren wird 50-mal gedreht. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass der Zeiger des Gllicksrads auf einem bestimmten Sektor keinmal,

genau einmal, genau zweimal, genau dreimal, mehr als dreimal stehen bleiben wird

(1) gemaB Binomialansatz (2) mithilfe der Poisson-N&herung.

Erlauterung der L6sung

Der Vorgang kann modelliert werden mithilfe eines Binomialansatzes mit n = 50 und p =1/50;
der Erwartungswert, Parameter fir die Poisson-Approximation, ist also gleich u =50 - 1/50 = 1.

Da verschiedene Werte der Verteilung berechnet werden sollen, wird zunachst eine Liste L1

mit den Werten k =0, 1, 2, 3 angelegt. Danach werden die Wahrscheinlichkeiten geman

Binomialansatz in Liste L2 und die gemaB der Poisson-Naherung in Liste L3 gespeichert.

|ﬁ LEG OEG LEG

fi_ """"""" STAT-REG YERNE "1F LIST t

: sppbornaly, | ek e

Li(1)=0 S5{Binomialcdf 1

Poi df LIST * E 0.36417 [FECFERE]

— QIEE0neP . .

SBinomialedd |Puimig ', | e
. x H . .

HPoissonpdf SAVE TO: L1 L2 3 0.06067 0.061313

7:Poissoncdf CALC| [L3(1)=0.367879441171Y

Die N&herungswerte unterscheiden sich nur wenig von den exakt berechneten Wahrscheinlich-
keiten des Binomialansatzes. Auch die Wahrscheinlichkeit fir ,mehr als dreimal“, die mithilfe der

jeweiligen kumulierten Wahrscheinlichkeiten berechnet wird, bestatigt dies:
P(X>3)=1-P(X<3)=1-0,9822=0,0178 =1 -0,9810 = 0,0190

DEG

DEG

DEG

Binomialcdf SIHGLE URBinomialcdf SINGLE lFoissoncdf SINGLE 1

TRIALS=n=59 VALUE=0.98224191936059 VALUE=0.98108118431284

P(SUCCESS)=0.02

x=3 STORE: (R ¥ ztabcd STORE: (R ¥ ztabcd
CALC| |SOLYE AGATHN QUIT| [SOLYE AGAIN QuUIT

Ubungsaufgaben

(1) Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten zur Beispiel-Aufgabe auch fir den Fall,

dass das Glicksrad mit 50 Sektoren 100-mal [ 200-mal] gedreht wird.

k=0

k=1 k=2

k=3 k=4

k>4

Binomial (n = 100)

Poisson

Binomial (n = 200)

Poisson

(2) Vergleichen Sie die Wahrscheinlichkeiten flr die Anzahl der Sechsen beim 300-fachen

Wiirfeln gem&B Binomial- und Poisson-Ansatz.

k=0

k=1 k=2

k=3 k=4

k>4

Binomial

Poisson
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