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Kurvenanpassung mit Schiebereglern — Exploration
mit Parametervariationen

Einleitung

Schieberegler haben sich als sehr hilfreich erwiesen, wenn man zu Daten einen funktionalen
Zusammenhang finden méchte und zu dem gewilnschten Funktionstyp kein Regressions-
modell zur Verfigung steht. Der Umgang mit Schiebereglern 6ffnet aber auch einen Blick auf
die Wirkung von Parametern im Sinne eines Funktionenlabors. Klassische Beispiele sind hier
die Veranderung der Parabelform oder das ,Wackeln* an der Geradensteigung und die Be-
obachtung des jeweiligen Effekts.

Das Beobachten der schrittweisen Veranderung eines oder mehrerer Parameter tragt zum
Verstandnis von Funktionenscharen bei. Diese Technik lasst sich bei beliebigen Funktions-
typen verwenden, wenn das Zusammenspiel der Parameter einmal verstanden wurde. Man
braucht eigentlich nur die Grundform einer Funktion f zu kennen und kann mit Hilfe des Zu-
sammenhangs y =a-f(b(x —c)) + d * aus dem Grundtyp die gewiinschte graphische Darstel-

lung anpassen. Dieses ist auch als Anregung zu verstehen, die oft langatmige Wiederholung
des ,Funktionenzoos” einmal interessanter zu gestalten und das Grundverstandnis tGber
Funktionen zu starken.

Beispiell: Begrenztes Wachstum

Um die Vorgehensweise in einem einfachen Zusammenhang kennenzulernen, soll der Funk-
tionsterm zu einem begrenzten Wachstum aufgestellt werden. Als Beispiel dient die Erwar-
mung eines Getranks, das mit einer Temperatur von 5°C aus dem Kihlschrank genommen
und einer Umgebungstemperatur von 25°C ausgesetzt wird. Die Temperatur wird in Minu-
tenabstanden gemessen (s. Tab. 1) und die erhaltenen Daten in einem Plot dargestellt (s.
Abb. 3).

*Begr. Wachstum < PADm‘

Zeitin Temperatur
Minuten | in °C
0 5,0
1 8,6
2 11,6
3 14,0 |
4 16,0 EREEEELELE
7 20,1 zeit
10 22,3
20 24,6
Tab. 1: Temperaturmessung einer Erwarmung Abb. 1: Plot der Daten aus Tab. 1

Zu dem vorliegenden Verlauf gibt es kein unmittelbar verwendbares Regressionsmodell.
Wenn aus dem Unterricht der allgemeine Typ des begrenzten Wachstums bekannt ist, so
kann mit Hilfe einer Grundfunktion und Schiebereglern ein Funktionsterm hergeleitet werden.

! Diese Schreibweise ist notwendig, um auch trigonometrische Funktionen zu erfassen. Bei den folgenden Be-
trachtungen ist b=1.
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Sei also die Grundfunktion f(x)=(a—g)-e™* +g mit a als Anfangstemperatur, g als Tempe-

raturgrenze und c als Wachstumskonstante. In diesem Fall sind die Parameter a=5 und b=25
unmittelbar dem Sachzusammenhang zu entnehmen, so dass nur der Parameter c variiert

werden muss: f(x)=(5-25)-e°* +25.

Schieberegler und Funktionen in Data und Statistics

Die genaue Vorgehensweise soll hier detailliert dargestellt werde, Fortgeschrittene knnen
diesen Abschnitt Uberspringen.

Die Applikation Lists & Spreadsheet wird gedffnet, die Daten tbertragen und die Variablen-
namen eingetragen (s. Abb. 2). Im nachsten Schritt wird die Applikation Data & Statistics
geotffnet (s. Abb. 3). In dem Streudiagramm werden entsprechend der Aufforderung ,Klicken
fr mehr Variablen® jeweils die Variablen ,zeit“ und ,temperatur‘ zugeordnet. Uber das Kon-
textmendu ,Fenster/Zoom*® kann noch die Fenstereinstellung optimiert werden (s. Abb. 4). Fur
die Variation des Parameters ¢ wird im Kontextmenii ,,Aktionen“ der Punkt ,Schieberegler
einfugen” gewahlt. Die Einstellungen werden der Situation entsprechend eingetragen (Vari-
able: ¢, Anfangswert: 0, Minimum: 0, Maximum: 1, Schrittweite 0.1). Die Einstellung erfordert
manchmal ein bisschen ,Fingerspitzengefuhl®. Schliellich wird Gber das Kontextmenu ,Ana-
lysieren® der Punkt ,Funktion zeichnen“ ausgewahlt und der erstellte Term der Grundfunktion
mit Parameter eingegeben (s. Abb. 6). Durch Betatigen des Schiebereglers wird der optimale
graphische Verlauf eingestellt und der Parameterwert c=0,2 gefunden. Bei Anklicken des
erhaltenen Graphen wird der Funktionsterm angezeigt, allerdings mit dem allgemeinen Pa-

rameter.
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Abb. 4: Plot der Daten Abb. 5: Einfigen des Schiebereglers
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Abb. 6: Eingabe der Grundfunktion Abb. 7: Parametervariation mit dem Schiebereg-

ler

Dem Autor ist durchaus bewusst, dass die Herleitung relativ einfach auf algebraischem Weg
leistbar ist. Aber das Beobachten der schrittweisen Veranderung eines oder mehrerer Para-
meter tragt zum Verstandnis von Funktionenscharen bei und zeigt in diesem Fall den Ein-
fluss des Wachstumsfaktors auf den Verlauf des Graphen.

Beispiel 2: Umrechnungsformel fir Windstarken

Fur Wassersportler wie Segler und Surfer sind Informationen tber die Windgeschwindigkeit
und damit die Starke des Windes wichtig. Gebrauchlich ist die Angabe der Windstéarke in der
(nicht metrischen) MaReinheit BEAUFORT % bzw. abgekiirzt Bft (s. Tab. 2). Wetterdienste ge-
ben allerdings Uberwiegend die Windgeschwindigkeit in m/s , km/h oder in Knoten (nautische
Meilen pro Stunde, Einheit kn) an. Mit der BEAUFORT-Angabe wissen Segler und Surfer, wel-
che Kraft der Wind hat und mit welcher Segelgrofl3e sie daher auf das Wasser gehen kénnen.
Die Windgeschwindigkeit ist mit Geraten messbar, die Windstéarke in Bft ist eine nicht metri-
sche Festlegung. Der Zusammenhang wird Uber Zuordnungstabellen hergestellt. Da sich die
Tabellenwerte schlecht merken lassen, ware eine Umrechnungsformel von Windgeschwin-
digkeit in km/h in Bft praktisch. Diese soll mit Hilfe der oben dargestellten Schieberegler-
methode entwickelt werden.

Zuvor noch zwei Anmerkungen. Da die Umrechnung 1 kn = 1,852 km/h ein proportionaler
Zusammenhang ist, soll im Weiteren die Einheit km/h im Vordergrund stehen. Informationen
zu der Geschichte der MaRReinheit BEAUFORT und ausfihrlichere Versionen der Tab. 2 findet
man in der Literatur oder bei WIKIPEDIA.

Windstarke Windgeschwindig- | mittlere Windgeschwindig- | Beschreibung
in Bft keit in km/h keit in km/h kn
0 <1 0 <1 Windstille
1 1-5 3 1,7 leichter Zug
2 6-11 8 43 leichter Wind
3 12 -19 16 8,6 schwacher Wind
4 20 -28 24 13,0 maRiger Wind
5 29 — 38 34 18,4 frischer Wind
6 39-49 44 23,8 starker Wind
9 75— 88 82 44,0 Sturm
12 > 118 125 67 Orkan
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Tab 2: Zusammenhang von Windstéarke und Windgeschwindigkeit. Die Tabelle ist nicht vollstandig.

Hans-Ulrich Lampe

? Die Beaufortskala geht u.a. auf Sir Francis Beaufort (1774-1857) zuriick.
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Die Bearbeitung der relativ offenen Problemstellung kann im Sinne des forschenden Lernens
angelegt werden. Die Schiilerinnen und Schiiler experimentieren mit den Parametern
allgemeiner Funktionstypen und kénnen ihre Vermutungen direkt tGberprifen und optimieren.
Mdgliche Schritte auf diesem Lernweg sollen im Folgenden aufgezeigt werden. Angesiedelt
sei diese Erarbeitung in dem Zusammenhang quadratischer Funktionen.

Fur die graphische Darstellung wird fir die Windgeschwindigkeit der mittlere Wert in dem
Intervall genommen. Der Punkteplot der Windgeschwindigkeit in Abh&ngigkeit der
Windstéarke legt ein quadratisches Modell nahe, dass sich mit ,Quadratischer Regression®
finden lasst und eine zufriedenstellende Anndherung liefert (s. Abb. 7 und 8).

Es zeigt sich, dass die Windstéarke quadratisch mit der Windgeschwindigkeit wachst.

‘m 1.2 L\s *Windstarke < PAE'¢ml 4 1.1 [l > *Windstarke — FAC{:—"

windgeschw
@
o
1

N (9,80.2)
30
¥ =+ 0.510255%c“ +4.50615- x+-1.61096
0] (6,42.8)
T T T T T T T fl(,\']=0.51‘)(2+4.5','\'—1.(}
0 2 4 6 8 10 12
beaufort -1_lo ;/ 2, 16‘5) wi
Abb. 7: Windgeschwindigkeit [km/h] in Abb. 8: Fur ausgewahlte BEAUFORT-Werte
Abhangigkeit von der Windstarke [Bft]. ergeben sich recht gute Naherungen, fir 0 Bft
aber nicht.

Eigentlich soll aber die Windstarke in Abhangigkeit von der Windgeschwindigkeit betrachtet
werden. Hier erweist sich die Idee der Umkehrfunktion als nttzlich, die hier sinnbildlich am
Vertauschen der Achsenbezeichnungen erfahren wird. Monotonieeigenschaften sollen
erstmal nicht betrachtet werden. Der Verlauf der Datenpunkte legt eine Wurzelfunktion als
mogliches mathematisches Modell nahe. Fir Wurzelfunktionen gibt es aber keinen
Regressionsbefehl, also ist Exploration angesagt. Ein erster Versuch fiihrt zu dem Modell
f(x) = a-/x , wobei der Parameter a in der Nahe von 1 liegen miisste. Mit der Schrittweite
0,1 fur a tastet man sich auf den Wert 0,8 vor, stellt dann die Schrittweite auf 0,01 um. Die
gefundene Funktion f(x)=0,82- JX ist sicherlich nicht optimal (s. Abb. 9). Da sie aber bis

Windstarke 4 Bft relativ gut Gbereinstimmt, wéare dieses Modell fur den Praktiker schon
hilfreich.
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Abb. 9: Ein erstes Modell. Fir den Praktiker Abb. 10: Lohn der Mihe - Die fast perfekte
geeignet. Anpassung.
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Mit der alleinigen Veranderung des Streckfaktors gelingt eine bessere Annaherung nicht. Der
Graph muss offensichtlich in seiner Lage verandert werden. Hier konnte eine Verschiebung
parallel zu den Achsen helfen. Wie schon bei der Parabelverschiebung kénnte das neue

Modell f(x)=a-+/x—b +c sein. Mit etwas Voriiberlegung nimmt man fiir die Schieberegler-
einstellung negative Werte fur die Parameter b und c¢. Damit die Suche schneller geht, sollte
die Schrittweite wieder auf 0,1 gestellt werden. Eine gute Strategie ist, durch Veranderung
der Parameter b und c den Graphen durch den Punkt (0]|0) laufen zu lassen und dann mit
dem Streckfaktor a nachzuarbeiten. Ein bisschen Durchhaltewille ist aber notwendig. Am
Ende des Experimentierens kénnte das Modell f(x) =14 -/x + 7,8 — 3,8 (s. Abb. 10) ent-

standen sein. Puristen kdnnen die Werte noch auf Hundertstel verfeinern. Mit dem Streck-
faktor a = 1,36 erreicht man eine gute Ann&herung.

Aus mathematischer Sicht sollte jetzt ein zweiter Blick auf die Problemstellung gerichtet
werden.

Der Graph der Funktion f1(x)=0,51-x* +4,5-x —1,6 °fir die Abhangigkeit der Windge-
schwindigkeit von der Windstéarke (s. Abb. 7) ist eine Parabel mit dem Scheitelpunkt
S(-4,41|-11,5). Unter Beachtung der Monotonieeigenschaften kann fir x = -4,41 die Umkehr-
funktion bestimmt werden (s. Abb. 11).

fI(x)=14-x+115 - 4,41

Die Parameter b und c fiir die Verschiebung parallel zu den Achsen sind also durch die
Koordinaten des Scheitelpunkts der Ausgangsfunktion vorgegeben, so dass eigentlich nur
der Streckfaktor gesucht werden musste.

EEREEAEER’ ‘Vindstarke < ra0 {71 B3 | EEREEREED ‘indstarke rao {011 B3

completeSquare(O.Sl-x2+4.5' x—1.6,\c) fz(,-.—];=a- x-b +c
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Abb.11: Bestimmung der Scheitelpunktsform und  Abb. 12: Optimierte Anpassung, die die mathe-
der Umkehrfunktion matischen Hintergriinde bericksichtigt

Fazit: Es ist eine Umrechnungsformel gefunden worden, aber als Faustformel nur fir Kopfre-
chenakrobaten geeignet. Liegt die Windgeschwindigkeit in Knoten [kn] vor, gibt es eine prak-
tikable Faustformel: (Windgeschw. [kn]+5):5. Ist ein lineares Modell geeigneter? Vielleicht
eine Anregung fUr eine neue Forschungsreise.

% Hinweis: Alle Werte sind gerundet angegeben, um die Lesbarkeit nicht zu stéren.
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Beispiel 3: Der Umriss eines Hihnereies als Funktion

Bei der Behandlung von Rotationsvolumina wird haufig ein Huihnerei als Objekt eingesetzt.
Neben dem Vorteil, dass mit einem gekochten Ei und einem Eierschneider die grundlegende
Berechnungsmethode visualisiert werden kann, lasst sich das berechnete Volumen auch
durch das Messen des verdrangten Wasservolumens Uberprifen. Dazu ist aber eine mog-
lichst genaue Funktion fir den HUhnerei-Umriss notwendig. Die folgende Herleitung geht auf
eine ldee von JAHNKE (S. JAHNKE , S.241) zuriick.

Der Ei-Umriss ist dadurch gekennzeichnet, dass der eine Eipol halbkreisférmig ist, wahrend
der andere leicht konisch zulduft, man bezeichnet so etwas als Ei-Kurve oder Oval. Unter
Beruicksichtigung der Symmetrieachse von Pol zu Pol kann man die Ei-Kurve so in ein Koor-
dinatensystem legen, dass sie sich durch zwei zueinander symmetrische Funktionen be-
schreiben lasst (s. Abb. 12).

2 2
Die Genese der Funktion beginnt bei der Ellipsengleichung X—Z +§ =1, wobei die Halbachse
a
a auf der x-Achse liegt und die Halbachse b auf der y-Achse. Jetzt erfolgt noch eine Ver-

schiebung um a Einheiten in positiver x-Richtung und die Auflésung nach y. Man erhélt

f(x)=+b-, /1— (-3
a

Fur den Parameter a kann man in erster Naherung die Halfte der Lange von Eipol zu Eipol
nehmen, fir den Parameter b den Radius des groR3ten Durchmessers des Eies (s. Abb.13).
Damit der rechte Eipol eine konische Form bekommt wird f1 mit der Funktion f2 mit

f2(x) =1-cx multipliziert. Dieser Faktor sorgt dafur, dass mit wachsenden x-Werten die El-

lipse gestaucht wird. Fir c=0,09 ist dieser Effekt in Abb. 14 zu sehen. Durch die Stauchung
passen allerdings die gewahlten Werte fir die Parameter a und b nicht mehr zu dem gemes-
senen Ei. Mit den Schiebereglern werden jetzt die Parameter dem tatséachlichen Umriss des
Eies angepasst (s. Abb. 15).

Einen tieferen mathematischen Blick auf die Ei-Kurve und weitere Anregungen zu diesem
Zusammenhang findet man bei ZAPPE.

R 1.1 4 |.5 *Eilinie <

| a “a4 I:

-4

Abb. 12: Ei-Kurve, erzeugt durch zwei zueinan- Abb. 13: Ellipse fur y >0
der symmetrische Funktionsgraphen. Es emp-
fiehlt sich die Zoomeinstellung Zoom-Quadrat.
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Abb. 14: Ellipse (blau), Gerade (schwarz) und Abb. 15: Ein mogliches Resultat.

resultierende Ei-Kurve (rot).

Schlussbemerkung

Naturlich kann man die in diesem Beitrag behandelten Problemstellungen auch durch algeb-
raische Verfahren losen. Leistungsstarke Schulerinnen und Schiler werden diesen Weg
sicherlich auch gehen und sollten darin bestarkt werden. Der Vorteil der hier gezeigten Vor-
gehensweise ist jedoch, dass die Parametervariation in den Vordergrund gestellt wird. Das
Beobachten der schrittweisen Veranderung eines oder mehrerer Parameter trégt zum Ver-
stéandnis von Funktionenscharen bei.
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