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Vorwort

Vorwort

Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

Ihnen, die vom GTR zum CAS wechseln oder aber Neueinsteiger in CAS sind, wollen wir
mit diesem Material eine Moglichkeit bieten, einerseits eigene Unterrichtserfahrungen mit
dem GTR weiter zu nutzen, bzw. zu Uberdenken und wollen andererseits gleichzeitig
Anregungen fur neue Unterrichtsansatze bieten.

Wir haben bis auf den Lernbereich 5 (Heuristische Strategien) sowie den Wahlbereich 3
(Simulation mit Zufallszahlen) fur alle anderen Lernbereiche technische Hinweise und
Aufgabenblatter formuliert, die passfahig fur den derzeit gultigen Lehrplan der Klasse 8
des Bundeslandes Sachsen sind. Am Ende eines jeden Kapitels befindet sich eine
Checkliste fur die Schulerinnen und Schuler.

Dieses Heft ist nicht als Lehrbuchersatz zu verstehen und ebenso sollen nicht alle
angebotenen Aufgabenblatter abgearbeitet werden. Wahlen Sie diejenigen aus, die zu
Ihrem Unterricht passen und erganzen Sie damit |hr Aufgabenmaterial.

Wir haben in allen Themenbereichen darauf verzichtet zu beschreiben, welche
Fahigkeiten ohne Hilfsmittel zu erwarten sind. Dies hatte den Umfang des Heftes
gesprengt.

Geplant sind in Fortsetzung zwei weitere Hefte fur die Klassen 9-10 sowie fur die
Oberstufe.

Wir winschen lhnen viel Erfolg bei der Arbeit mit dem CAS bis zum Abitur.

Der Herausgeber und die Autoren
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EinfGhrung

0. EinfUhrung

Vergleicht man den TI-Nspire ohne CAS mit demjenigen mit CAS, so fallt zunachst auf,
dass vieles analog aufgebaut ist. Alle Applikationen finden sich auf beiden Geraten gleich
wieder.

Hauptunterschied zwischen einem CAS-Rechner und einem GTR ist, dass ersterer
zusatzlich symbolisch arbeiten kann und ein GTR nur numerisch.

Links ist die symbolische Losung einer quadratischen Gleichung mit einem CAS und
rechts die numerische Losung mittels GTR dargestellit.

Oft wird aber gerade formuliert, dass diese ,Fahigkeit des Rechners” eher kontraproduktiv
sei, sprich der Schiler' verlernt das Umformen von Termen und beim Studium sei dies
auch verboten.

Wir versuchen, mit diesem Heft auch diesen Aussagen nachzugehen bzw. dies durch die
Art der gewahlten Beispiele zu hinterfragen.

Sicherlich ist klar, dass man herkémmliche Aufgaben z.B. zum Lésen von Gleichungen
nicht einfach durch Knopfdruck an den Rechner Gbergeben kann. Es geht vor allem
darum, beim Einsatz eines CAS-Rechners sich immer die Frage zu stellen, welche
Schulertatigkeiten sind fur dieses Themengebiet wichtig und daraus ergibt sich dann, in
welcher Form und in welcher Unterrichtsphase der Rechner eingesetzt werden sollte.
Zwei Beispiele seien hier angedeutet:

Beschreibe die Wirkungen der Der Rechner hat Termumformungen
Klammersetzung und der Potenzen auf die | vorgenommen. Fuge jeweils zwischen Ein-
Vorzeichen des Ergebnisses. Erklare. und Ausgabe mindestens einen

Umformungsschritt ein.

! Die Personenbezeichnung ,,Schiiler gilt fiir m/w/d Lernende
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EinfGhrung

Frau Professor Regina Bruder hat am 13.10.2020 in ihrem Onlineseminar folgende Folie
prasentiert:

*Vision* fir einen rechnergestiitzten MU ab KI.7

- Rechnernutzung als selbstverstandliches und
individuell freigestellt
unterschiedlich eingesetztes Werkzeug

insbesondere zur Entwicklung von Modellierungs- und
Problemlosekompetenzen und mit Anlassen fir
mathematisches Argumentieren;

- Rechner als Werkzeug zum besseren Mathematikverstehen
- Rechner als Kontrollinstrument und Reflexionsanlass

Zum Potential eines computergestutzten Mathematikunterrichts erwahnte Frau Bruder
insbesondere die folgenden Punkte:

Reduktion schematischer Ablaufe
(Befreiung von kognitiver Last, wenn man weil3, was der Rechner wie kann...)

Unterstiutzung beim Entdecken mathematischer Zusammenhange,
wenn man weil3, worum es geht (Zielklarheit)

Unterstltzung individueller Praferenzen und Zugange, wenn es
offene Aufgaben bzw. Wahlméglichkeiten gibt...

Verstandnisforderung mathematischer Zusammenhange durch
Dynamisierung und Darstellungswechsel sowie entschleunigende Beschreibungen und
durch Exaktifizierung (CAS).

Wir haben im vorliegenden Heft versucht, diese vier Punkte bei der Wahl der Aufgaben im
Blick zu behalten.
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

1. Lernbereich 1: Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Lernbereich 1:  Arbeiten mit Termen und Gleichungen 24 Ustd.
Beherrschen des Umgangs mit Variablen und Arbeiten mit Variablen am GTR, Unterscheiden
Termen beim Losen von linearen Gleichungen von Namen, Wert und Bedeutung einer Variab-

len
- KL7,LB2
- Erkennen der Struktur von Termen neben Summe, Produkt und Quotient auch de-

ren Verknipfungen

- Umformen von einfachen Termen und Glei- 19-a-b—17-a-c—a-b; 3-(4-x+2-y):
chungen ohne Hilfsmittel 3—(x+4)=5-x - (x+2).(x—3) = 2

- binomische Formeln geometrische Interpretation

Kennen der Verwendung von CAS beim Um- 2 3 . 3 2
formen komplexerer Terme und Gleichungen as1 a-1' a-[a-(3-c+2-a)]
Einblick gewinnen in das Lésen von Ungleichun-

gen 2

Technische Hinweise fiir Lehrkrafte

Variable sind ,Platzhalter®, fir die man z. B. Zahlen, Gro3en, Vektoren, Listen oder Terme
einsetzen kann. Mit ihnen lassen sich Rechenoperationen ausflhren. Variable werden
eingesetzt als

- allgemeine Zahl 2Xx

- Unbekannte 2x =4

- Veranderliche f(x) = 2x
In der Mathematik bezeichnet der Begriff Term einen sinnvollen Ausdruck, der Zahlen,
Variablen, Symbole (fir mathematische Verknipfungen) und Klammern enthalten kann.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire
Definierte und undefinierte Variablen unterscheiden:

Eine undefinierte Variable wird wie ein algebraisches
Symbol behandelt.

Bei einer definierten Variablen wird der aktuelle Wert
der Variablen angezeigt.

Variable definieren in Scratchpad oder Calculator:

1. — Aktionen — Define.

2. ,Ergibtanweisung [:=“, Tasten [ctri ][]

3. Zuweisungsoperator stos Tasten [ctri [ var].

Als Variable werden Buchstaben oder Zeichenfolgen
aus Buchstaben und Ziffern verwendet.

Am Anfang darf keine Ziffer stehen.

Ob ein Zeichen oder eine Zeichenfolge als Variable
definiert wurde, Iasst sich daran erkennen, dass bei
Eingabe dieser Variablen diese fettgedruckt erscheint.

2 Auszug aus dem Lehrplan Gymnasium Mathematik Klasse 8 fiir den Freistaat Sachsen
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Wird eine Variable im Scratchpad oder in einem
Problem innerhalb eines Dokuments definiert, so
bleibt sie fur alle Anwendungen im Scratchpad bzw.
auf allen Seiten dieses Problems erhalten.

Offnet man ein neues Dokument oder erzeugt man
ein neues Problem, so stehen die vorher definierten
Variablen dort nicht zur Verfigung.

Im Beispiel rechts wurde ein Dokument mit dem
Namen ,Variable 2“ angelegt. Es ist unterteilt in das
Problem 1 mit den Seiten 1.1 und 1.2 und ein
Problem 2 mit der Seite 2.1, erkennbar an den
.Reitern oben links auf dem Bildschirm.

Eine Ubersicht aller aktuell in einem Dokument bzw.
einem Problem gespeicherten Variablen Iasst sich
mithilfe der Taste anzeigen.

Eine definierte Variable I6schen:

Die DelVar-Anweisung verwenden.

Scratchpad oder Calculator — — Aktionen —
Variable 16schen

Alle Variablen mit einem einzigen Buchstaben
l0schen:

Scratchpad oder Calculator — — Aktionen —
Lésche a - z

Eine Variable voribergehend mit einem anderen Wert
belegen:
Den ,with“-Operator eingeben Uber

Zweitbelegung von (=] [etn](=]

> < =

= <“

Den definierten Wert einer Variablen voribergehend
uberschreiben.

Gleichung/Ungleichung lésen:
Scratchpad oder Calculator — — Algebra —
Lése

Term ausmultiplizieren:
Scratchpad oder Calculator Algebra -
Entwickle

Term ausklammern:
Scratchpad oder Calculator- Algebra -
Faktorisiere
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Notes

Diese Applikation ist einerseits zum Erfassen von
Textdokumenten geeignet, bietet aber andererseits
vor allem auch die Moglichkeit, Berechnungen
durchzufuhren, die mit allen anderen Applikationen
verknupft werden kdnnen.

In der Applikation Notes konnen Variablen
gespeichert werden, wenn man dazu ein ,Mathe-

Feld“ benutzt ([en](Mm)).

Der Vorteil hierbei ist, dass samtliche Berechnungen,
in denen die Variable vorkommt, aktualisiert werden,
wenn man den Wert dieser Variablen andert. Dies
erfolgt im Ubrigen auf der gesamten Notes-Seite,
also nicht nur ,von oben nach unten®, wie in manch
anderen Mathematikprogrammen.

Lists&Spreadsheet
In dieser Applikation kdnnen Variablen an zwei
Stellen definiert werden:

1. In der obersten Zeile kann jede Spalte als Liste
mit einem Namen belegt werden. Diese Liste
ist dann in allen weiteren Applikationen des
gleichen Problems mit diesem Namen nutzbar.

Hier wird z. B. eine zweite Liste ylist definiert,
indem man die Liste xlist quadriert.

2. Innerhalb des List&Spreadsheetblattes lassen
sich wie in anderen Tabellenkalkulationen
relative oder absolute Zellbezuge definieren.

Hier wird z. B. die Zelle C2 mit der Variablen
,Su“ durch die Anweisung su := sum(ylist)
belegt.

Durch Aktvierung mit wird dann diese
Summe berechnet.

Hinweis:

Fir die Schuler sollte die Einfihrung in das Arbeiten mit Variablen auf dem TI-Nspire CAS
nicht in dieser kompakten Form erfolgen. Vielmehr sollte deren EinflUhrung nach und nach
in Verbindung mit geeigneten Aufgaben geschehen. Im Folgenden werden einige
Arbeitsblatter vorgeschlagen, die Anregungen flur eine schrittweise Einflhrung in
verschiedene mathematische Anwendungen des TI-Nspire enthalten.
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Arbeitsblatt 0: Rechnen mit Zahlen

Lose die Aufgaben, ohne ein digitales Hilfsmittel zu verwenden.
1. Vermindere ein Siebtel um ein Drittel.

2. Bilde das Produkt aus dem Quadrat von 3 und dem Quadrat von 7.
3. Berechne das Quadrat aus der Summe von 3 und 7.

4. Berechne den Quotienten aus zwei Drittel und funf Siebtel.

5. Berechne einen dezimalen Naherungswert fiir 72: 33.

6. Berechne 7% — (3l + 1,2).
3 7

7. Ermittle (g + 0,2)97.

1 0,25

8. Was ergibt sich fir (0,125 - é)“ ?
9. Berechne die Summe aus V102 — 62 und (V152 —/256).

10. Wieviel sind 200% von 2* - 412?

11.Berechne v8: V8.

Verwende nun zur Kontrolle deiner Ergebnisse den CAS-Rechner. Beachte dazu
folgende Hinweise:
e Dezimalpunkt [ statt Komma [3].
Vorzeichenminus [@) und Rechenminus [=] unterscheiden.
Gemischte Zahlen als Summe von ganzer Zahl und echtem Bruch eingeben.
Notwendige Klammersetzungen beachten.
Der Rechner setzt nach dem Offnen einer Klammer auch immer sofort die
schlieRende Klammer.
e Mit der Cursortaste ) oder der Tabulatortaste kann man aus der Klammer (aus
dem Exponenten, aus dem Zahler oder Nenner) wieder herauskommen.
Das Prozentsymbol findest du unter der Taste [].
o Mit Aktionen - Protokoll I6schen kann der Eintrag auf einer Seite geldscht
werden, ohne die Seite selbst zu entfernen.
e Eine dezimale Naherungsangabe erhalt man, wenn ein Dezimalpunkt in der
Eingabe auftaucht oder nach Dricken von [Gt](enter].
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Fehler korrigieren/ Léschen von Eintragen:

Befehl rickgangig machen

Zeichen loschen Cursor hinter das Zeichen setzen und
dricken

eine ganze Zeile/ markierten Ausdruck [ewt) (o)

I6schen

Arbeitsschritt(e) riickgangig machen (] (esc] oder (][]

einen rickgangig gemachten Arbeitsschritt () (Y]
wieder aufrufen

alle Eintrége auf einer Seite Idschen Aktionen - Protokoll I6schen
(Anwendung ,Calculator” oder

Scratchpad)

in einem Dokument eine ganze Seite Seitenlayout - Seite I6schen
I[6schen

Eingabe korrigieren:

Solange eine Eingabe nicht durch abgeschlossen wurde, kann sie wie oben
angegeben korrigiert werden.

Wurde eine Berechnung mit abgeschlossen, kann die zugehdrige Eingabe nur dann
korrigiert werden, wenn dieser Ausdruck mit der Pfeiltaste a angesteuert, dadurch
markiert und mit in die Eingabezeile kopiert wird. Der kopierte Ausdruck kann dann
verandert werden.

Wichtige Tastenkiirzel:
Ausdruck markieren [esnit]) ¢y
Ausdruck ausschneiden Ausdruck markieren und [e][X]
Ausdruck kopieren Ausdruck markieren und [e][c]
Ausdruck einfligen ED|

Standardeinstellungen des Rechners wiederherstellen:

Einstellungen — Werksstandardwerte wiederherstellen
Der Wechsel zwischen den Applikationen erfolgt mit [tab].
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

LB1 Lésungen zu Arbeitsblatt 0:

Losungen mit CAS (Es wird jeweils eine von mehreren maglichen Tastenfolgen
angegeben.)

Aufgabe 1:
[en]) (=] (1) [tab] (Z)[=] (etm ) (] (1] [tab ] (3] [enter]

Aufgabe 2:
(3]G (x] ()] [enter)

Aufgabe 3:
(ABE)[#) (7] (tab] () [enter)

Aufgabe 4:
(et ) (] (2] (tab] (3] (tab ] [etn ) (] (et ) [£] (5]

Aufgabe 5:
(et (2] (7] (2] (tab] (3] [~) (3] [etrr ] [enter)

Aufgabe 6:

[Z)(#) L) (2] () (2] 3] [t ) () (DB (#) (e (=] (1) (b ] (7)

(tab) () (1] (L] (2] [enter)

Da ein Dezimalbruch in der Eingabe vorkommt,

wird das Ergebnis als dezimale Naherung angegeben. Will

. . 6
man dies vermeiden, kann man z. B. 1,2 durch : ersetzen.

Aufgabe 7:
(] (=](4](tae] (5] (tab] (=) [0 () (2] (tab ] [~] (9] (7] [enter]

Aufgabe 8:
(J0)JM 2[5 () (=] (1] (te0] (8] [ten ] (tab ] [~ ) [ et (= ] (1] [t ]
(4] (t=b] (=] (0] (] (2] (5] enter]

Aufgabe 9:
() (e) (1] (0] () (=) (6] (2] [tab] (=] (I [etn ) 2] (1] (5] o) [tab ] -]
(] (2)(2) (5] (6] [enter]

Aufgabe 10:
(2){0)(0JIppppp (enter) 2] (~] (4] [tab] [x ] [t ) [ ] (1] tab ] [4] (2] enter]

Aufgabe 11:
(et ) (=] [etn ) 2] (8] (tab ] (tab ] [etrt ] (~] (3] [tab ] (8] [enter]
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Arbeitsblatt 1: Variablen und Terme mit einem CAS verwenden

Beispiel: Spiele mit ,,a, h, a“: EAR a®h
1. Die Variablen a, h und a werden multipliziert. ah+ah 2 ah
Der CAS-Rechner gibt den Term a? - h zurlck. . Fertig
2. Die Variable ah wird mit sich selbst addiert. Define aha(x)=x+—
Der CAS-Rechner gibt den Term 2 - ah zurlck. . .
3. Die Variable aha wird als Funktion von x definiert. "’“’(j 2
Ihr wird der Term x + % zugeordnet. ahal0) undef

4. aha G) berechnet den Wert des Terms x + )1—6 fir x = %

aha(0): Der Funktionswert von aha(x) an der Stelle x = 0 ist nicht definiert.

o

Variablen:

— sind ,Platzhalter®, fur die man z. B. Zahlen, GroRRen, Listen oder Terme
einsetzen kann

— beschreiben haufig veranderliche GroéRen

— dienen der Abkurzung umfangreicher Ausdruticke

— werden oft durch Buchstaben oder Kombinationen von Buchstaben und
Zahlen angegeben

Aufgaben:

1. Spiele mitn,o,t, e, n
a) Erklare die Rechnung in der ersten Zeile.
b) Gib die Angaben in der 2. Zeile ein und
schliel3e die Eingabe durch ab.
Versuche die Antwort des Rechners zu
erklaren.
c) Welches Ergebnis erwartest du bei den folgenden Eingaben?

(1) not

not+not

(2) ton

ton+ton

(3) note

note—note
(4) e*+2n—-3-e-e—5n+to—t-o

Gib jeweils erst eine Prognose und Uberprife dann mit dem CAS-Rechner.
Erklare die Arbeitsweise des CAS bei diesen Aufgaben.
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

2. Erklare anhand des Bildschirmabdrucks:

a) Welche Wirkung hat es, wenn du beim Eingeben in den CAS-Rechner den
»Malpunkt“ zwischen Buchstabenvariablen
weglasst?

b) Wie ,versteht” das CAS eine Eingabe, bei
der zuerst eine Zahl und dann eine
Buchstabenvariable eingegeben wird?

c) Wie gibt das CAS eine Eingabe zurtck,
bei der zuerst eine Buchstabenvariable
und danach ohne ,Malpunkt® eine Zahl
eingegeben wird?

3. Finde einen Term, bei dem neben verschiedenen
geeigneten Rechenoperationen nur die vier
Buchstaben a, a, m, m verwendet werden und bei
dem die nachfolgenden Ergebnisse entstehen.

a) 2a+2m b)am? c¢)2ma
d) mama e)2a+1 f)2

4. Vollziehe die Rechnungen auf dem nebenstehenden
Bildschirmabdruck nach und erklare sie.
Klicke auf den Warnhinweis und beurteile, ob er
berechtigt ist.

Hinweise:

Ausgeschlossen von Variablennamen sind solche,

die der Rechner als Befehl kennt, z. B. ,not".

Das erste Zeichen einer Variablen darf keine Zahl sein.
Das CAS kann Terme automatisch vereinfachen. Dabei werden die Variablen nach
fallenden Potenzen und alphabetisch geordnet.

Die Zuweisung von Zahlen zu Variablen kann z. B. mit der Anweisung Define erfolgen.

Die Belegung einer Variablen kann mit Del/Var geldscht werden.

Die Anweisungen Define und DelVar findest du im Calculator unter Aktionen. Werden
Buchstaben auf dem CAS-Rechner fettgedruckt angezeigt, dann sind diese Buchstaben
vorher als Variable definiert worden.

Du kannst sehen, welche Variablen dein CAS-Rechner im aktuellen Problem gespeichert
hat, wenn du die Taste driickst.
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

LB1 Ldsungen zu Arbeitsblatt 1:

Aufgabe 1a:
,nN0“ wird als Variable aufgefasst und demzufolge ergibt no — no den Wert null.

Aufgabe 1b:
Der Rechner gibt eine Fehlermeldung zurtck, weil
,not* nicht als Variablennamen verfugbar ist. Der
Ausdruck ,not”“ gehort zu den vorinstallierten
Befehlen des Rechners. Man findet dazu im
Referenceguide den Hinweis:

not (nicht) Katalog >
not nn[I:E 'S:I true
Boolescherdusdrl=Boolescherdusdruck | i ) =3
Gibt ,wahr" oder ,falsch” oder eine not ot inRecet innocent
vereinfachte Form des Arguments zuriick.

Aufgabe 1c:
(1) Fehlermeldung (s. Aufgabe 1b)
ton 1-ton 1
(2) ton+ton = 2-ton = E

(3) —=Z— = -2 — = > nicht definiert wegen Division durch 0.

note—note  0-note

(4) Der Rechner fasst automatisch zusammen und sortiert nach Vorzeichen,
alphabetisch und nach fallenden Potenzen.

Aufgabe 2:
a) Steht ein ,Malpunkt® zwischen Buchstaben, so werden die davor sowie die dahinter

stehenden Buchstaben als verschiedene Variablen aufgefasst und es wird ihr
Produkt gebildet.
Steht kein ,Malpunkt“ zwischen Buchstaben, so wird die Buchstabenfolge als eine
einzige Variable aufgefasst.

b) Steht eine Zahl vor einer Variablen, so wird die Eingabe als Produkt
"Zahl" - "Variable" interpretiert, auch wenn man nicht auf die ,Maltaste” drickt.

c) Steht eine Zahl nach der Variablen, so wird die Zeichenkette als eine Variable
interpretiert.
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Aufgabe 3:

Auch hier gibt es Warnhinweise, die jedes Mal berechtigt sind, denn in der Eingabe steht
mindestens eine Variable im Nenner. Hier ware der Term nicht definiert. In der
Ergebnisanzeige kommt kein Bruch vor, es gibt dort also keine Einschrankung des
Definitionsbereiches.

Aufgabe 4:
Zeile 1: Die Variable mam(t) (sprich ,mam von t*) wird

2:te—t
dem Term P zugeordnet.

Zeile 2: mam(2) ist der Wert dieses Terms fur t = 2, denn
(2)_2-22—2_6_1
MM = =2 "6

q2_ . —
Zeile 3: Es ist mam(a) = 2°—" = ‘2‘22_3 = 2. Der
T2
287 st
4:t—-2

firt = % nicht definiert, wahrend der umgeformte Term é keine nicht definierten Stellen hat.

Warnhinweis ist berechtigt (siehe Losung zu Aufgabe 3), denn der definierte Term

Zeile 4: Der Befehl DelVar mam loscht die Variable ,mam?®.

Zeile 5: Nachdem die Variable ,mam® geldscht wurde, ist auch der ihr vorher zugewiesene
Term nicht mehr aktiviert.

© 2021 T? Deutschland
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Arbeitsblatt 2: Arbeiten mit Variablen und Termen — Ubungen

1. Offne ein neues Dokument mit der Anwendung Calculator. Gib die sieben Terme ein,
die du auf den Screenshots am linken Rand siehst. Der CAS-Rechner formt die
eingegebenen Terme um.

Begrinde diese Umformungen durch handschriftliches Nachrechnen.
Durch Klicken auf die Warnhinweise kannst du diese lesen.
Prufe, ob die Warnhinweise berechtigt sind.

2. Ermittle fur jeden der abgebildeten Kdrper einen Term fur die Berechnung seines
Volumens. Berechne fur die Teilaufgaben a und b die Termwerte fira =5 cm.
Hinweise: Fur die Hohe h einer Pyramide mit gleichlangen Seitenkanten a gilt:

V2

h=—aqa.
2

Bilder aus ,Fundamente der Mathematik, Sachsen-Anhalt, Klasse 7“; Cornelsen 2015, S. 163, 170

a+c

3. Fur den Flacheninhalt eines Trapezes gilt die Formel A = —~ h.

a) Erlautere die geometrische Bedeutung der
Variablen fl, a, c und h in der ersten Zeile des
Screenshots.

b) Begrunde, warum man die Variable a nicht
sowohl fur eine Seite als auch fur den
Flacheninhalt benutzen kann.

c) Beschreibe die Form der Trapeze, deren
Flacheninhaltsberechnungen auf dem
Screenshot abgebildet sind.

d) Beurteile, ob die folgenden Tastenfolgen fir eine Realisierung der
Flacheninhaltsberechnung eines Trapezes geeignet sind. Korrigiere eventuelle
Fehler.

5+7 5+4

-3 EHEHDEEE] — 10EHELE0OIL]E] ]
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4. Welcher Name wurde hier verwendet? Finde die erzeugenden Terme. Entwickle
eigene ,Ratsel”.

Name:
Term 1:

Term 2:

Vertiefungen:

5. Definiere den Term z(x). Gib eine Vermutung daflr an, wie der Term z(z(x)) aussieht.
Berechne z(z(x)) mit dem CAS-Rechner und vergleiche das Ergebnis mit deiner
Vermutung.

a) z():=x+1 b)z@)r=- ) z(x):=— d)z(x):=2

6. Bei einer Mathe-Arbeit ergab sich folgender Notenspiegel:

Note [1]2|3 |4(5
Anzahl {31810 |5|3 (1

a) Erlautere die Bedeutung der nebenstehenden
Rechnung von Phi Nung in diesem
Sachzusammenhang.

b) Francis will die Noten unter der Variablen ,not“ speichern und
erhalt nebenstehende Fehlermeldung.
Erklare, woran das liegen konnte.

c) Offne in einer neuen Seite die Anwendung Lists&Spreadsheet.
Ubertrage die Listen des Notenspiegels in die Spalten A und B, indem du in den
Spaltenkopf die zugehdrigen Variablen note bzw.
anz eintragst und mit bestatigst.

Uber — Daten — Ergebnisdiagramm erzeugst
du eine Saulendarstellung aus
zusammenhangenden Saulen, ein Histogramm.
Setze dann den Cursor auf die waagerechte
Achse und wahle [ctn][menu] — Kategorisches X
erzwingen. Du erhaltst dann das Saulendiagramm
mit getrennten und verschiedenfarbigen Saulen.
Versuche, das Verfahren zu realisieren und beschreibe dein Vorgehen.
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LB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 2:

Aufgabe 1:
Zeile 1 3a—6b 3 (a-2b) _

=a—2b
Zeile 2: 23+1 =2*=16
Zeile3:32+1=9+1=10
Zeile 4: Vx2 = |x|, weil x sowohl nicht negativ als

auch negativ sein kann. Dann ware x? in jedem Fall
nicht negativ und man kann die Wurzel ziehen.

Zeile1: —=2 - 1 "L L i
(1+b) (2-b) _ 2-b _ b-2 (1+5)- (2-) b-2
: . _a(a-1)
Zellez.z— 5 = 4a A a2-a a
1 x+1 1—(x+1) 1-x—1 - _ a-1
Zeile 3: xx+i - x-lx-l - x-T-l - x-T-l - x—+11
1 xn L
Die Warnhinweise betreffen wieder die A x x x+1
Definitionsbereiche von eingegebenem und x+1
ausgegebenem Term. Sie sind in jedem Falle berechtigt:
Zeile DB eingegebener Term DB ausgegebener Term
1 beQb+—-1,b+2 beQb+2
2 a€EQa=#1 aeQ
3 xXEQx+—-1,x+#0 x€EQx+-—1
Aufgabe 2a:
V=8-a>=8-(5cm)3=8-125cm3 = 1000 cm?
Aufgabe 2b:
1 V2 V2 V2 125
V=2-§-a2-7-a=?-a3 =3 - (5 cm)3 =5 V2 cm3 = 58,9 cm?
Aufgabe 2c:
3m-2m
(T+3m-3m)-5m=60m3
Aufgabe 3a:

a und c sind die Langenmal3e der zueinander
parallelen Seiten, h ist die Malzahl der Hohe und fl die
MaRzahl des Flacheninhalts.

Aufgabe 3b:
In ein und derselben Formel kann man nicht zwei oder mehrere Gré3en durch die gleiche
Variable beschreiben. Es kommt zu Fehlermeldungen. Die Eingabe a(a,c, h) = a—+c h

ergibt diese Fehlermeldung:
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Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Aufgabe 3c:

fl(3,2,1.5): Das Trapez mit den Grundseiten von 3 LE
und 2 LE sowie einer Hohe von 1,5 LE hat einen
Flacheninhalt von 3,75 FE. Die langere Grundseite ist
um 1 LE grofRer als die andere und die Hohe halb so
grol3 wie die langere Grundseite.

fl(10,5,x): Das Trapez mit den Grundseiten von 10 LE
und 5 LE sowie einer Hohe von x LE hat einen

Flacheninhalt von 12—5 - x FE. Die langere Grundseite ist

doppelt so grofd wie die andere und die Hohe kann beliebig gewahlt werden. Es sind aber
nur positive Werte flir die Hohe sinnvoll.

fl(x,2x,3x): Das Trapez mit den Grundseiten von x LE und 2x LE sowie einer H6he von
3x LE hat einen Flacheninhalt von 2 - x? FE. Die langere Grundseite ist doppelt so gro3
wie die andere und die Hohe dreimal so grol} wie die kurzere Grundseite.

Aufgabe 3d:
(e ] [2](5])(#] (7] (x] (3] enter] Hier fehlt der Nenner 2.

(J5][#](4)D](x][0](-](5][enter] Das wirde gehen, denn flr % kann mit 0,5 multipliziert

werden, allerdings misste das Komma durch einen Punkt
ersetzt werden.

Aufgabe 4:
Erzeugender Name: ,werner®;
Term 1 (Beispiel): w-e-r-n-e-r  Term 2 (Beispiel): w+e-r+n+e-r

Aufgabe 5a:
zx)=x+1, zx)=+1D)+1=x+2

Aufgabe 5b:
2(x) == 2(z(x) =

=X

RIR|
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Aufgabe 5c:

z(x) = ﬁ; z(z(x)) = 11, =1 ?x+1 = Z}fz = z_:
x+1 x+1 x4l xX+1

Aufgabe 5d:

Z(X) = 2; Z(Z(X)) =2

Aufgabe 6a:

Die Variable n gibt die Liste der Noten an.
Die Liste a enthalt die Anzahl der einzelnen Noten,
also z. B. gibt es dreimal die Note 1 usw.
Das Produkt n - a gibt eine Liste zurlck, deren
Elemente die Produkte der Elemente gleicher
Nummer beider Listen n und a sind.
n-a={1-3,2-8,3-10,4-5,5-3,6-1}

= {3,16,30,20,15,6}
sum(n - a) gibt die Summe der Listenelemente
zurlick: sum(n - a)=3+16+30+20+15+6=90
sum(a) gibt analog die Liste der Anzahlen der erteilten Noten zurlck, es wurden also 30
Arbeiten bewertet.

sum(wa) _ 90 _ 3,0 gibt den Notendurchschnitt bei der Klassenarbeit an.
sum(a) 30

Aufgabe 6b:

Der Name ,not“ kann nicht als Variablenname verwendet werden, da er im Tl als Befehl
vorinstalliert ist.

Aufgabe 6c¢:

Einen grof3en Teil der Beschreibung des Vorgehens kann man dem Aufgabentext
entnehmen. Zu erganzen ist noch, wie man das mit

dem Saulendiagramm und dem Bezeichnen

hinbekommt:

Nach dem Schritt [t ] [menu] — Kategorisches X

erzwingen setzt man den Cursor auf die

Grafikoberflache und wahlt noch ,Alle

Bezeichnungen anzeigen”.

Beim Schritt — Daten — Ergebnisdiagramm wahit

man fur ,x-Liste“ die Variable note und fur

»Ergebnisliste“ die Variable anz aus und entscheidet

sich, ob das Diagramm auf derselben Seite wie die

Tabelle (,Seite teilen®) oder auf einer neuen Seite angezeigt wird.

© 2021 T? Deutschland Seite 20



Arbeiten mit Termen und Gleichungen

Arbeitsblatt 3: Arbeiten mit Variablen und Termen — Umformen von Termen mit CAS

1. Interpretiere die Ergebnisse des CAS-Rechners. Beschreibe die Wirkung der
verwendeten Befehle.

- Algebra — Faktorisiere
- Algebra — Entwickle

2. Welche Zahl hat sich Daniel gedacht?
,ich denke mir eine Zahl, multipliziere sie erst mit 7, das Ergebnis mit 11 und dieses
wiederum mit 13. Von diesem Produkt subtrahiere ich die gedachte Zahl und dividiere
das Ergebnis durch 1000."

3. Beschreibe eine Mdglichkeit fir eine handschriftliche Uberpriifung der Anzeige des
CAS-Rechners.

4. Wende den Befehl domain(Term, Variable) auf die
folgenden Terme an, so wie in den
nebenstehenden Beispielen.

a) Vx+1 b) 5= ©) 5=
Beschreibe, wozu dieser Befehl verwendet wird.

5. Beurteile, ob die Umformungen richtig sind. Benenne gegebenenfalls fehlerhafte
Umformungen.

4 10 4-3-10-1_ 2
a?+5b2 3a%2+5b2 3a?2+5b2  3a?+ 5h2

Vertiefungen:

6. Unter Algebra - Bruchwerkzeuge gibt es verschiedene Befehle fur die Arbeit mit
Bruchen. Probiere diese Befehle aus und beschreibe ihre Wirkung.

7. Unter Zahl findest du weitere interessante Befehle flr Zahlenterme. Untersuche
die Handhabung und Wirkung der Befehle Kleinstes gemeinsames Vielfaches und
GréBter gemeinsamer Teiler. Bereite dazu einen kleinen Vortrag vor.
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LB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 3:

Aufgabe 1

expand() versucht den eingegebenen Term in eine Summe und/oder eine Differenz
einfacher Ausdricke umzuformen. Dagegen versucht factor() den eingegebenen Term in

ein Produkt und/oder einen Quotienten einfacher Faktoren umzuformen.

Aufgabe 2:

x-7-11-13 —x 1001x —1x 1000x
1000 ~ 1000 1000

Daniel erhalt als Ergebnis immer die

ursprunglich gedachte Zahl.

=X

Aufgabe 3:

Eine von mehreren moglichen Uberpriifungen besteht darin, den vom CAS
zurickgegebenen Term durch Bilden des Hauptnenners und Zusammenfassen wieder in
die urspringlich gegebene Form zu bringen.

-2 24+x2-(x+1D)-2x-(x+D+2-(x+1
+x?—2x+2= Gt d) GrD+2 =+ l)
x+1 x+1
_—2+x3+x2—2x2—2x+2x+2_x3—x2
N x+1 T ox+1
Aufgabe 4:

Der Befehl ,,domain(Term, Variable)” gibt die Werte
zurlck, fur die der Term in Bezug auf die
eingegebene Variable nicht definiert ist oder fur die
er definiert ist. Man kann auf den rationalen
Definitionsbereich schliel3en.

Aufgabe 5:

4 10 4-3-10-1 2
a’?+5b2 3a?+5b%2  3a®+5b%2  3a?+5b2
Die Umformung ist fehlerhaft. Der Bildschirmabdruck
zeigt eine richtige Losung.

Der Fehler liegt in der falschen Berechnung des
Hauptnenners, der hier nur aus den ersten
Summanden beider Nenner gebildet wurde. Bei der
Berechnung des Hauptnenners mussen die beiden einzelnen Nenner vollstandig

berucksichtigt werden. Zur Nutzung des CAS-Rechners vergleiche dazu Aufgabe 6.

4 10  4-(3a?+5b?) —10- (a® +5b%) _ 2a? — 30b?
a? +5b%2 3a?+5b% (a? + 5b2) - (3a? + 5b2) "~ 3a*+ 20a? - b2 + 25b*
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Aufgabe 6:

Der Befehl ,Echter Bruch® zerlegt einen unechten Bruch in eine Summe aus ganzzahligen
und echt gebrochenen Anteilen.

Der Befehl ,Hole Zéhler” gibt den Zahler eines Bruches zurlick. Bei kiirzbaren Briichen wie

34

Pl %wird der Zahler des gekurzten Bruches zurtckgegeben.

Analoges gilt fur ,Hole Nenner*:

Die Anweisung ,Gemeinsamer Nenner” bringt Bruchterme mit unterschiedlichen Nennern
auf den gemeinsamen Hauptnenner.
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Aufgabe 7:

Das kleinste gemeinsame Vielfache:

lem(Zahl1, Zahl2)  (least common multiple)

gibt das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden
Argumente zurUck.

Das Icm zweier Bruche ist das Iecm ihrer Zahler
dividiert durch den grofidten gemeinsamen Teiler
(gcd) ihrer Nenner.

Das Iem von Dezimalbruchzahlen ist ihr Produkt.

Der gréfite gemeinsame Teiler:

gcd(Zahl1, Zahl2)  (greatest common divisor)

gibt den grofiten gemeinsamen Teiler der beiden
Argumente zurtck.

Der gecd zweier Bruche ist der ged ihrer Zahler
dividiert durch das kleinste gemeinsame Vielfache
(lcm) ihrer Nenner.
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Arbeitsblatt 4: Arbeiten mit Variablen und Termen — Binomische Formeln mit CAS

2 _ 42 2
Welche Ergebnisse wird der CAS-Rechner anzeigen, (gl_:_bb))_ (; f b—)l- iafz-l-_bbz
wenn man drickt? Gib erst eine Prognose
mithilfe binomischer Formeln an und Uberprife dann
mit dem CAS-Rechner.

1. Betrachte die beiden Screenshots. 1

2. Ordne den Aussagen A, B und C die passende Rechnung zu und begrinde mit deren
Hilfe diese Aussagen. Welche der Aussagen lasst sich noch verscharfen (erweitern)?

A: Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ebenfalls eine ungerade Zahl.

3. Offne ein Notes-Arbeitsblatt. Definiere in einem Mathe-Feld ()m)

die Variable a := 3 und gib in einem zweiten Mathe-Feld den Term
a’-1

— ein. Gib dann fur a verschiedene Zahlen ein und vergleiche jede

eingegebene Zahl a mit dem zugehorigen Termwert. (Bestatige alle a"-1
Eingaben mit [eer].) Beschreibe deine Beobachtung und begriinde den

Zusammenhang mithilfe einer binomischen Formel. a+l
vertiefung: Das Pascalsche Dreieck:
4. Die Entwicklung der Potenzen von a und b sowie die :
Werte der Koeffizienten in den Summendarstellungen ., T
von (a + b)Y, (a + b)?, (a + b)3, (a + b)* usw. folgen  (@+sy 12 1
einem bestimmten Muster. Beschreibe dieses Muster (a+#)’ 13 3 1
mit eigenen Worten. Nutze dazu auch das @+h)’ /1 4 6 4 1
Pascalsche Dreieck. 3 lla+by/1.5 10 105 1

Wie sieht die Summendarstellung von (a + b)® aus?

3 https://images.gutefrage.net/media/fragen-antworten/bilder/26181075/0 big.ipg?v=1308836886000
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LB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 4:

Aufgabe 1:
(5p —3q)* = 25p* —30p - q + 9q°
(-1,2x — 0,5x - y) - (—=1,2x + 0,5x - y) = 1,44x% — 0,25x2 - y?

Aufgabe 2:
A gehort zu

Begrindung: Die ersten beiden Summanden sind gerade Zahlen, deren Summe ist
ebenfalls gerade und wenn man 1 dazu addiert, erhalt man eine ungerade Zahl.

B gehort zu

Begrundung: Da das Ergebnis den Faktor 4 enthalt, ist es durch 4 teilbar, also ist es auch
durch 2 teilbar und deshalb eine gerade Zahl.

C gehort zu

Das Produkt enthalt den Faktor 4, also ist es durch 4 teilbar. Die Zahlen n und n+1 sind
aufeinanderfolgende naturliche Zahlen, von denen immer eine gerade ist, deshalb ist das
Produkt auch durch 2 teilbar. Wenn das Produkt durch 4 und durch 2 teilbar ist, ist es auch
durch 8 teilbar.

Verscharfen bzw. erweitern Iasst sich Aussage B, denn das Quadrat einer geraden Zahl ist
nicht nur durch 2, sondern auch durch 4 teilbar.

Aufgabe 3:
Als Ergebnis wird immer (aul3er fur a = -1) eine Zahl angezeigt, die um 1 kleiner ist als die

eingegebene Zahl. Das liegt an folgender Termumformung:
a’-1 _ a?-1? _ (a+D)(a-1) _ 1

a+1 a+1 (a+1)

Aufgabe 4:

Beschreibung des Pascalschen Dreiecks: Oben steht ein Dreieck aus drei Einsen. In den
folgenden Zeilen steht am Anfang und am Ende auch jeweils eine Eins. Dazwischen
liegen Zahlen, die sich als Summe der beiden darlber liegenden Zahlen ergeben. Die
Zahlen des Pascalschen Dreiecks aus der n-ten Reihe sind die Koeffizienten in der
Summenentwicklung von (a + b)™. Die Exponenten der Potenzen von a und b in jedem
Summanden beginnen bei a mit n und bei b mit 0. Bei a werden sie immer um 1 kleiner
und bei b um 1 groRer. Beide Potenzen werden miteinander und mit den Koeffizienten
multipliziert. Aus diesen Produkten wird die Summe gebildet.

(a+ b)® = 1a®-b° + 6a® - b* + 15a* - b? + 20a® - b + 15a? - b* + 6a' - b> + 1a® - b®
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Arbeitsblatt 5: Losen von Gleichungen mit CAS

Nutzung des CAS-Rechners zur Kontrolle der Ergebnisse beim handschriftlichen
Umformen von Gleichungen:

Beim Umformen von Gleichungen werden oft
Fehler gemacht, da die Aquivalenzumformungen
nicht richtig angewendet werden.

Der TI-Nspire bietet hier die Moglichkeit, die
einzelnen Schritte zu kontrollieren bzw. Fehler zu
erkennen.

Die umzuformende Gleichung muss in Klammern
gesetzt werden und hinter die Klammer wird der
Umformungsschritt angegeben. Eine Uberpriifung
des Ergebnisses ist fur eine Belegung der Variablen
x moglich.

Auch kompliziertere Gleichungen lassen sich unter Anwendung des solve-Befehls mit dem
CAS ,auf Knopfdruck® I6sen. Da Leistungsuberpriufungen auch ohne Hilfsmittel stattfinden,
sollte das handische Ldsen von Gleichungen trotzdem geubt werden.

1. Interpretiere die Ergebnisse des CAS-Rechners.

— Algebra — Lése

solve (Gleichung, Variable)

2. Gegeben sei ein Trapez mit dem Flacheninhalt 100 cm?, der Héhe 4 cm und der Lange
einer der parallelen Seiten von 15 cm. Gesucht ist die Lange der anderen parallelen
Seite.

a) Begriinde, dass der Lésungsansatz richtig ist. Ubernimm den
Ansatz auf deinen CAS-Rechner und beende die Rechnung
mit [enter]. Formuliere einen Antwortsatz.

b) Ldse die Gleichung 100 = x+215 - 4 handschriftlich ohne CAS. Uberpriife deine

Umformungsschritte mit dem CAS.

3. Wer mit dem Taxi fahrt, muss mit einer Grundgebuhr von ,g“ Euro rechnen. Jeder
gefahrene Kilometer kostet ,x“ Euro. Nach ,f* km Fahrt werden die Kosten durch die ,n*

Fahrgaste gleichmaRig aufgeteilt.

a) Begrinde, weshalb sich dieser Sachverhalt durch den Term f'x% mathematisch

modellieren lasst. Welche Grundbereiche sind flr die Variablen sinnvoll?
b) Wie teuer ist ein gefahrener Kilometer bei einer Grundgebihr von 5 Euro, wenn
jeder der zwei Fahrgaste fur die 36 km Fahrstrecke 40,30 Euro zahlen muss?
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Vertiefungen:

4. Jemand I6st die Gleichung x — (a — 3x) = 4 - (x + 1) nach x mit dem CAS.

a) Was bedeutet das Ergebnis fur die Losungsmenge von x?
b) Welche Losungsmenge hat die Gleichung fir a = 0?

5. Lose die Gleichung i + % = % nach a sowohl mit dem CAS als auch handschriftlich.

6. Gib die nebenstehende Gleichung in den CAS-Rechner ein und
ermittle das Ergebnis. Der Rechner zeigt eine Warnung an. Ist
diese Warnung berechtigt?

7. Interpretiere die Ergebnisanzeige des CAS-Rechners, indem du
die Gleichung zunachst handschriftlich 0st.

8. In dem nebenstehenden Dokument wird ein
.Beweis” vorgefuhrt, mit dem gezeigt wird, dass
angeblich 0 = 1 eine wahre Aussage ist.

a) Vollziehe die Lésungsschritte zunachst ohne
CAS-Rechner nach und suche den oder die
Umformungsfehler.

b) Nutze dann deinen CAS-Rechner fur die
einzelnen Umformungsschritte. Beobachte
und erklare die Ausgaben des Rechners nach
jedem Schritt.

9. Gegeben ist die Gleichung 4x = 16. Durch Multiplikation mit x erhalt man daraus
4x? = 16x. Sind diese beiden Gleichungen zueinander aquivalent? Prife erst durch
Nachdenken und ,frage” dann deinen CAS-Rechner.

10. Gegeben ist die Gleichung 3x = 9. Quadriert man beide Seiten der Gleichung, so erhalt
man 9x? = 81. Untersuche, ob beide Gleichungen dieselbe Losungsmenge besitzen.
Wahle zunachst als Grundbereich die natirlichen Zahlen und dann die rationalen
Zahlen. Was gibt dein CAS-Rechner zurtck?

11.Ein Autofahrer hat die gefahrene Strecke (in Kilometer) und den
Kraftstoffverbrauch (in Liter) notiert.
a) Gib einen Term an, mit dem sich der Verbrauch auf 100 km
berechnen Iasst.
b) Realisiere diese Berechnung in der Tabellenkalkulation.
c) Berechne analog, wie viele Kilometer pro Liter gefahren wurden.
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LB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 5:

Aufgabe 1:

Zeile 1 fuhrt auf x = 0 - x. Diese Gleichung wird nur fur
x = 0 zu einer wahren Aussage.

Zeile 2 fuhrt auf x = 1 - x. Diese Gleichung wird fur alle
Zahlen x zu einer wahren Aussage.

Zeile 3 fuhrt auf 1 = 0 - x. Diese Gleichung wird fur keine
Zahl x zu einer wahren Aussage. Es ist immer eine
falsche Aussage.

Aufgabe 2a:
Der Ansatz ist richtig. Die Lange der anderen parallelen
Seite betragt 35 cm.

Aufgabe 2b:
_ x+15_
100 —+125 4
_ X
25 = .
50=x+15
35=x

|: 4
| -2
|- 15

Aufgabe 3a:
f'x%: Der Summand f - x gibt die Kosten an, die durch f Kilometer Fahrt bei einem Preis

von x Euro pro Kilometer entstehen. Dazu wird die Grundgebuhr g in Euro addiert, die
auch ohne Fahrt anfallt. Der Zahler f - x + g ergibt die Gesamtkosten. Werden diese durch
die Anzahl n der Fahrgaste geteilt, so kommt der Betrag heraus, den jeder Fahrgast
zahlen muss, falls die Kosten gleichmaRig verteilt werden.

Sinnvolle Grundbereiche fur f, g und x sind die positiven rationalen Zahlen und fur n die
naturlichen Zahlen.

Aufgabe 3b:

36:x+5
Aus dem Ansatz ==

= 40,30 ergibt sich x = 2,1 Euro/km.
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Aufgabe 4a:
x—(a—3x)=4-(x+1)fiuhrt auf 4x — a = 4x + 4.
Wenn a = - 4 ist, dann ist jede rationale Zahl eine
Lésung der gegebenen Gleichung.

Fur alle rationalen Zahlen a # - 4, gibt es keine

Ldsung.

Aufgabe 4b:

Far a = 0 hat demzufolge die Gleichung keine Lésung.

Aufgabe 5:

1,1_1 | — 1

a b ¢ b

== % —% | Hauptnenner auf der rechten Seite

1 b c

~=-—7- |zusammenfassen

1_ l;—; | Kehrwerte auf beiden Seiten bilden
b-c

a=—
b—c

Aufgabe 6:

Der Warnhinweis ist berechtigt, denn die Gleichung x = n ist fur alle rationalen Zahlen
definiert, wahrend die gegebene Gleichung fur x = 1 nicht definiert ist, weil dann der
Nenner null ist.

Aufgabe 7:

X 3=20x-32x-3 |+3

2 2

X

S=2x—ox | zusammenfassen
2 2

X=X

Die Gleichung ist fur alle rationalen Zahlen erfullt.
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Aufgabe 8:

In der ersten Zeile von oben wird die Multiplikation mit a
angekundigt. Das macht nur Sinn, wenn a nicht null ist.
In der vierten Zeile von unten wird die Division durch

a — b angekundigt. Das ist nur moglich, wenn diese
Differenz nicht null ist. In der ersten Zeile steht aber

a = b, also wird hier eine ,verbotene“ Rechenoperation
durchgeflnhrt.

In der dritten Zeile von unten wird die Division durch a
angekundigt. Das ist nur moglich, wenn diese Zahl nicht
null ist.

Rechnung mit CAS-Rechner:

Aufgabe 9:

Die Gleichung 4x = 16 hat nur die Losung x = 4.

Die Gleichung 4x? = 16x hat die L6sungen x = 4 und
x=0.

Da die L6sungsmengen verschieden voneinander sind,
sind die Gleichungen nicht zueinander aquivalent.

Aufgabe 10:

Die Gleichung 3x = 9 hat nur die Losung x = 3. Die
Gleichung 9x? = 81 hat im Bereich der rationalen Zahlen
die Lésungen x = — 3 und x = 3, aber im Grundbereich
der naturlichen Zahlen fallt dann die Lésung x = — 3 weg.
Merke: Das Quadrieren einer Gleichung ist im Allgemeinen keine aquivalente Umformung.
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Aufgabe 11a:

verbrauch
— 100
strecke

Aufgabe 11b:

Aufgabe 11c:

Der Quotient =% gibt an, wie viele Kilometer pro Liter gefahren wurden.

verbrauch

Die Multiplikation mit der Dezimalzahl 1. erfolgt, damit die Ergebnisse als Dezimalzahlen
angegeben werden.
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Arbeitsblatt 6: Losen von Ungleichungen mit CAS

1. Interpretiere die Ergebnisse des CAS-Rechners.

- Algebra — Lése

solve (Gleichung, Variable)

2. Beschreibe anhand nebenstehender
Rechnungen die Wirkung der Multiplikation einer
Ungleichung mit einer negativen Zahl auf das
Relationszeichen.

3. Beurteile, fur welche rationalen Zahlen die folgenden Aussagen richtig bzw. falsch
sind. Versuche erst eine Losung durch Nachdenken zu finden, Gberprife dann deine
Losung mithilfe des CAS-Rechners.

a) Eine Zahl ist kleiner als ihre Halfte.
b) Eine Zahl ist grof3er als ihr Doppeltes.

4. Untersuche mithilfe eines Notes-Arbeitsblattes anhand
selbstgewahlter Beispiele, ob man Ungleichungen auf beiden
Seiten quadrieren darf, ohne dass sich ihr Wahrheitswert andert.
Hinweis: Offne in einem neuen Dokument die Anwendung Notes. Gib mit [er])[M] vier
.,Mathe-Felder zum Eingeben der Variablen und Ungleichungen ein. Probiere
systematisch verschiedene Werte fur a und b aus und beurteile die Ergebnisse mit
Blick auf die Problemstellung. Beachte, dass bei Anderung eines Eintrages in einem
Mathe-Feld diese Anderung mit abgeschlossen wird.

5. Denke dir vier verschiedene Ungleichungen mit der Losungsmenge
L = {x € Q; x < —1} aus. Lasse deinen Banknachbarn mit dem CAS-Rechner
Uberprufen, ob du passende Ungleichungen gefunden hast.

6. Martins Eltern wollen sich zwischen zwei Stromtarifen entscheiden. Der Anbieter A
verlangt eine Grundgebuhr von 150 € und 29,6 Ct/kWh. Bei Anbieter B liegen die
Konditionen bei 110 € Grundgebihr und 30,8 Ct/ kWh. Berechne, wie viele
Kilowattstunden (kWh) hochstens verbraucht werden kdnnen, damit der Anbieter B
gunstiger fur Martins Eltern ist.
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Vertiefung:

7. Der CAS-Rechner I6st die Ungleichung auf
Knopfdruck. Erlautere, was bei einer
handschriftlichen Losung zu beachten ist, gehe
dabei z. B. auf notwendige Fallunterscheidungen
ein.

8. Ldse die Ungleichung ;;22%2: < 2 mit x # +2 handschriftlich. Fihre mdgliche

Termumformungen bzw. Fallunterscheidungen durch. Kontrolliere mit dem CAS-
Rechner deine Losung.
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LB 1 Losungen zu Arbeitsblatt 6

Aufgabe 1:

Interpretationen:

Zeile 1: Das Quadrat einer Zahl ist niemals negativ,
deshalb erfolgt die Anzeige ,false“.

Zeile 2: Die Ungleichung wird umgeformt wie eine

Gleichung.

2x =21 —x| +x

3x>1 |:3
>1

¥ =3

Zeile 3: Der Betrag einer rationalen Zahl ist immer grof3er als null, mit Ausnahme der Zahl
Null, denn deren Betrag ist gleich null.

Zeile 4: Der Betrag einer rationalen Zahl ist immer groer oder gleich null (Begrindung
siehe Zeile 3).

Aufgabe 2:

Die Darstellungen machen deutlich, dass bei der
Multiplikation einer Ungleichung mit einer negativen
Zahl nicht nur jede Seite mit dieser negativen Zahl
multipliziert wird, sondern dass sich au3erdem das
Relationszeichen umkehrt.

Aufgabe 3a:

Eine Zahl ist kleiner als ihre Halfte: Dies gilt fur alle negativen Zahlen.

x<Z |-Z
2 2

~<0 |2
x<0

Aufgabe 3b:
Eine Zahl ist grol3er als ihr Doppeltes: Dies gilt ebenfalls fur alle negativen Zahlen
x>2x |—-2x

x>0 |-(-1)

x<0 | Das Relationszeichen kehrt sich um!
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Aufgabe 4: Losungen selbstgewahlter Beispiele

Wahrheitswert bleibt gleich.

Wahrheitswert andert sich.

Wahrheitswert andert sich.

Wahrheitswert bleibt gleich.

Wahrheitswert bleibt gleich.

Wahrheitswert andert sich.

Wahrheitswert andert sich.

Wahrheitswert bleibt gleich.

1 1 1 1
a=— > — bi=—" —|
9 e 3 3
.9
a<b * true a“<b” » true
-1 -1 -1 -1
A= P — T — D —
9 9 3 3
) )
a<b » false a“<b” » true
-1 -1 1 1
ai=— > — bi=—» —|
3 3 9 o
9 9
a<b » true a“<b~ » false
-1 -1 2 2
Q= — P — b % — —|
7 .9
a<b » true a“<b” » true
Vermutungen:

Wenn auf beiden Seiten einer Ungleichung negative Zahlen stehen und jede Seite
quadriert wird, dann andert sich der Wahrheitswert der Ungleichung.

Wenn auf der linken Seite der Ungleichung eine Zahl a zwischen — 1 und 0 und auf der
rechten Seite eine Zahl b zwischen 0 und 1 steht und wenn gilt |a| > |b|, dann andert sich

nach dem Quadrieren der Wahrheitswert.
Merke: Quadrieren einer Ungleichung ist nicht immer eine aquivalente Umformung.
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Aufgabe 5:
Lésungen individuell; Beispiele flr Ungleichungen mit der Losungsmenge
L={xeQ;x<-1}:

(1) 3x+1 < 2x

(2)S+12x+15

(3) x2+x=>2x+x?+1

Aufgabe 6:

Kosten Anbieter A: 0,296 - x + 150

Kosten Anbieter B: 0,308 - x + 110

Dabei gibt x die Anzahl der verbrauchten Kilowattstunden an.
Losung der Ungleichung:

Interpretation des Ergebnisses: Solange der Jahresverbrauch kleiner als 3 333,33 kWh ist,
ist das Angebot von B gunstiger.

Aufgabe 7:
Beim handschriftlichen Losen der Ungleichung (2x + 3) - (6 — 3x) > 0 lasst sich
verwenden, dass auf der linken Seite der Ungleichung ein Produkt aus zwei Faktoren
steht. Dieses Produkt ist grofRer als null, wenn entweder beide Faktoren positiv oder beide
negativ sind.

1. Fall: Beide Faktoren sind positiv.

2x+3>0 und 6-3x>0
2x>-3 6 > 3x

x>—§ X<2

. . . 3
Beide Losungen lassen sich zusammenfassen zu --<x< 2.

2. Fall: Beide Faktoren sind negativ.

2x+3<0 und 6-3x<0
2x<-3 6 < 3x

X <—§ X>2
Beide Losungen sind unvereinbar, denn eine Zahl x kann nicht gleichzeitig kleiner
als —2 und groRer als 2 sein.

Als Loésung bleibt nur —% <x<2.
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Aufgabe 8:
x? — 2x -
x?2—4 - 2
x-(x—2) <2
(x+2)-(x—2)
X
(x+2) =2
1. Fall: Falls x + 2 > 0 ist, bleibt das Relationszeichen nach dem Multiplizieren mit
x + 2 erhalten. Wir setzen also x >- 2 voraus.
x<2-(x+2)
x<2x+4
—-x <4
x =>-4
Zusammen mit obiger Voraussetzung (x >-2) erhalt man im 1. Fall die
Lésungsmenge x > —2.
2. Fall: Falls x + 2 < 0 ist, kehrt sich das Relationszeichen nach dem Multiplizieren mit
x + 2 um. Wir setzen also x <- 2 voraus.
x=22-(x+2)
x=>2x+4
—-x=4
x <-4
Zusammen mit obiger Voraussetzung (x <-2) erhalt man im 2. Fall die
Lésungsmenge x <-4.
Die gegebene Ungleichung ist also fur x >-2 oder x <-4 erflllt.
Ldsung mit CAS-Rechner:
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Checkliste Terme und Variablen

Ich mochte ...

Was tust Du?

Das kann
ich
sicher.

Ich muss
das noch
uben.

Term eingeben und

ausmultiplizieren.

Terme ordnen driicken
und
zusammenfassen.
Eingabe:
Terme (menu] Algebra - Entwickle

Terme
ausklammern.

Eingabe:
Algebra - Faktorisiere

Terme und
Variable
definieren.

Eingabe von

Define tiber Aktionen —
Definiere oder

=" Uber [ ][=] oder mit
Csto-»j Uber @

eine Variable mit
einem Wert
belegen.

,with“-Operator | eingeben: [etr][=]

eine Variable
loschen.

Scratchpad oder Calculator —
— Aktionen — Variable
I6schen

Scratchpad oderCalculator —
— Aktionen — Lésche a — z

eine Gleichung/
Ungleichung
I6sen.

Scratchpad oder Calculator —

— Algebra — Lése

Solve(Gleichung,Ldsungsvariable)
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Zufallsversuche

2. Lernbereich 2: Zufallsversuche

Technische Hinweise fiir Lehrkrafte

RandSeed - gefolgt von einer individuell von
jedem Nutzer zu wahlenden Ziffernfolge -
sorgt daflr, dass jeder Teilnehmer andere
Zufallszahlen auf seinem Rechner erhalt.

Mit RandSeed 0 wurde der Zufallsgenerator
auf die Werkseinstellung zurlickgesetzt und
alle erhielten ein und dieselben Zufallszahlen.

Aus dem Untermenu ,Wahrscheinlichkeit”
lassen sich viele Anweisungen entnehmen,
die fUr die Stochastik wichtig sind.
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Aus dem Untermenu ,Statistik — Listen 4 1 Aktionen »m|
Mathematik“ lassen sich ebenfalls nitzliche -‘;»s Ia Zahl »
inimum

2 Maximum

4 Median inungen *»
5 Summe der Elemente

6 Produkt der Elemente 4
7 Stichproben-Standardabweichung ’

Anweisungen entnehmen:

rand( ) gibt eine Zufallszahl zwischen 0 und 1
zuruck.

rand(n) gibt eine Liste mit n Zufallszahlen
zwischen 0 und 1 zurick.

randint(u,0) erzeugt eine ganzzahlige
Zufallszahl z mitu < z < o.

randint(u,0,m) erzeugt eine Liste von m
ganzzahligen Zufallszahlen z mitu < z < o.

randSamp(Liste, m, 0 oder 1) erzeugt aus
einer gegebenen Liste eine neue Liste mit m
Elementen durch Ziehen mit Zurlcklegen,
wenn 0 eingegeben wurde (die 0 kann auch
weggelassen werden).

Fur das Ziehen ohne Zurucklegen, muss 1
eingegeben wurde.

Die Fehlermeldung entsteht dadurch, dass
man nicht mehr als achtmal aus einer Liste
mit acht Elementen ohne Zurlcklegen ziehen
kann.

Weitere Befehle fur die Erzeugung von
Zufallszahlen kann man dem
TI-NspireCAS_ReferenceGuide
entnehmen, z. B. randBin, randNorm,
randMat.

Sie sind fur die Klassenstufe 8 aber noch
nicht relevant.
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countlf(Liste, Kriterien) — gibt die kumulierte
Anzahl aller Elemente der Liste zuruck,
welche die festgelegten Kriterien erflllen.

when(Bedingung, wahr, falsch)
Wenn die Bedingung erfullt ist, wird wahr
zurtckgegeben, sonst falsch.

seq(Vorschrift, untere Grenze, obere
Grenze)

erzeugt eine Liste (Folge) von Elementen
nach einer Bildungsvorschrift.

Optional kann man noch die Schrittweite
eingeben.

SortA liste sortiert die Liste aufwarts
SortD liste sortiert die Liste abwarts
dim(liste) ermittelt die Anzahl der
Listenelemente

Die Sortierbefehle erzeugen je nach Befehl
eine neue Anordnung der Listenelemente
die ursprungliche Liste ist dann nicht mehr
vorhanden.

mean(liste) arithmetisches Mittel der
Listenelemente

median(liste) Median der Listenelemente
max(liste)Listenelement mit dem grofRten
Wert

min(liste) Listenelement mit dem kleinsten
Wert

max(liste) — min(liste) Spannweite

sum(liste) berechnet die Summe der
Listenelemente
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cumulativSum(liste) kurz: cumsum(liste)
gibt eine Liste zuruck, bei der die Elemente
der ursprunglichen Liste schrittweise
aufaddiert werden.

A list(liste) auch als deltalist(liste)

gibt eine Liste mit den Differenzen der
aufeinander folgenden Elemente in Liste
zuruck.

augment(Liste1, Liste2) gibt eine neue Liste
zuruck, die durch Anfligen von Liste 2 an das
Ende von Liste 1 erzeugt wird.
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Arbeitsblatt 1: Simulation von Zufallsexperimenten - eine Einfuhrung

Simulationen sind modellhafte Nachbildungen eines realen Objektes
oder Vorgangs. Sie werden z. B. genutzt, um Eigenschaften dieses
Vorgangs oder Objektes unter vereinfachten Bedingungen zu
untersuchen.

(Beispiel Fahrsimulator, siehe Abbildung)

Beim Simulieren von Zufallsversuchen kdnnen geeignete
Zufallsgerate wie Wurfel, Minzen, Glicksrader, Gefalde mit Kugeln oder Zufallszahlen
verwendet werden. Auch mit einem CAS-Rechner lassen sich Zufallszahlen erzeugen und
als Modell verwenden.

Beispiel:

Was ist wahrscheinlicher: Beim zweimaligen Werfen eines Tetraederwiirfels®,
die Summe Sechs zu erhalten oder beim Werfen eines Oktaederwdrfels die

Zahl 6 zu erhalten?

Ein Tetraederwiirfel ist ein regelméaliger Kérper mit vier kongruenten Dreiecken als
Seitenfldchen, denen je genau eine der Zahlen 1, 2, 3 oder 4 zugeordnet ist. Ein Oktaederwiirfel
ist ein regelméafiger Kérper mit acht kongruenten Dreiecken als Seitenfldchen, denen je genau
eine der Zahlen von 1 bis 8 zugeordnet ist.

Ermitteln von Schatzwerten dieser Wahrscheinlichkeiten durch Simulationen
mithilfe von Zufallszahlen:

Simulation des Werfens eines Oktaederwiirfels und Auswertung bzgl. des Werfens
einer 6

Calculator:

Wahle nach RandSeed eine Ziffernfolge, z. B. die

Geburtsdaten deiner Mutter, um den

Zufallsgenerator individuell zu starten.

Lists&Spreadsheet, Spalte A definieren als wu1:
Der Befehl wu1:=randint(1,8,500) erzeugt eine
Liste von 500 ganzzahligen Zufallszahlen z mit
1<z<8.

Wihle Daten — Schnellgraph, setze den
Cursor unten auf wu1, wéhle mit [ ctri ](menu]
Histogramm und dann mit dem Cursor auf der
Zeichenflache [ctri [menu] MaBstab - Prozent sowie
Séuleneinstellungen -gleiche Saulenbreite —
Ausrichtung -0.5 wahlen.

Der Schatzwert flr das Ergebnis 6 liegt hier bei
etwas mehr als 12%.

Geht man in der Tabelle auf [ctn][R], lassen sich
beliebig oft Neuberechnungen starten.

4 https://media.gettyimages.com/vectors/auto-racing-simulator-steering-wheel-drawing-vector-
id11756535492s=2048x2048
> https://www.schachfiguren.de/media/image/e1/2a/a5/W_05312-1.jpg
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Simulation des zweimaligen Werfens eines Tetraeders und Auswertung bzgl. des
Anteils der Summen 6

Lists&Spreadsheet, Spalte A mit wu2
bezeichnen. Der Befehl
wu2:=randint(1,4,500)+randint(1,4,500) erzeugt
eine Liste von 500 Summen von je zwei zufallig
erzeugten Tetraederzahlen.

Grafische Darstellung und Auswertung erfolgen
analog wie oben beschrieben.

Schatzwert fur die Summe 6 hier ca. 22%.

Vergleicht man die ermittelten relativen Haufigkeiten, so ist hier im Beispiel 22% > 12%,
also geben diese Schatzwerte einen Hinweis darauf, dass es wohl wahrscheinlicher ist,
mit zwei Tetraederwdirfeln die Augensumme Sechs zu erhalten, als mit einem
Oktaederwdurfel eine 6 zu werfen.

Aufgaben:

1. Realisiere die im Beispiel erlauterten Simulationen. Erzeuge jeweils zehn Schatzwerte
und bilde deren arithmetische Mittelwerte. Vergleiche deine Resultate mit den
Ergebnissen deiner Mitschuler.

2. Untersuche die folgende analoge Fragestellung durch Simulation.
Was ist wahrscheinlicher:
Beim Werfen zweier Tetraederwirfel die Summe Sieben zu erhalten oder mit einem
Oktaederwdurfel die Zahl 7 zu werfen?

3. Ermittle die im Beispiel und die in der Aufgabe 2 gesuchten Wahrscheinlichkeiten
durch exakte Rechnung.

4. Wie wahrscheinlich ist es, dass genau eines von zwei Kindern einer Zwei-Kind-Familie
ein Madchen ist? (Die Wahrscheinlichkeit einer Madchengeburt wird mit %2
angenommen.)

Entscheide, ob der vorgeschlagene Zufallsversuch fur eine Simulation des realen

Problems geeignet ist. Falls das der Fall ist, dann beschreibe die Simulation und ihre

Auswertung genauer.

a) Zwei unterscheidbare Minzen werden gleichzeitig geworfen.

b) Beim Werfen eines Spielwurfels wird genau eine der Zahlen 1,2 oder 3 geworfen.

c) Aus einem Gefal® mit 10 Kugeln, von denen funf rot sind, wird genau eine Kugel
gezogen.

d) Mit dem Befehl randint(0,1) wird eine Zufallszahl erzeugt.

e) Mit dem Befehl randint(0,1,2) wird eine Liste von Zufallszahlen erzeugt.
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LB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 1

Aufgabe 1 und 2 in der Datei zufall.tns
Aufgabe 3:

Die Summe Sechs beim Werfen zweier Tetraeder ist moglich durch die Ergebnisse (1; 5),
(5; 1), (2; 4), (4; 2) und (3;3). Das sind funf gunstige bei insgesamt 4 -4 = 16 Ergebnissen.

Die Wahrscheinlichkeit flir die Summe Sechs beim zweimaligen Werfen eines Tetraeders

iSt Pretraeder = == 0,3125.

16
Fir einen Oktaeder betragt die Wahrscheinlichkeit fur die Ziffer 6 (ein gunstiges bei acht

maglichen Ereignissen) poktaeder = § = 0,125.

Es gilt: pretraeder > Poktaeder-

Die Summe Sieben beim Werfen zweier Tetraeder ist moglich durch (3;4) bzw. (4,3).
Damit berechnet sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu P = 2 -%-i = %

Fir einen Oktaeder betragt die Wahrscheinlichkeit fur die Ziffer 7 ebenfalls é.

Aufgabe 4:

a) Zwei unterscheidbare Minzen werden gleichzeitig geworfen.
Dies ist eine mogliche Simulation, da Kopf(K) fur Junge und Zahl(Z) fir Madchen
stehen kann. Man wirft die Minzen z. B. 100mal und zahlt, wie oft (K,Z) bzw. (Z,K)
vorkommen.

b) Beim Werfen eines Spielwirfels wird genau eine der Zahlen 1,2 oder 3 geworfen.
Die Wahrscheinlichkeit betragt zwar auch 50% fir das Ereignis 1,2 oder 3, aber die
Simulation eignet sich nicht. Man musste z. B. diesen Versuch zweimal
nacheinander durchfihren, um zwei Geburten zu simulieren.

c) Aus einem Gefall mit 10 Kugeln, von denen funf rot sind, wird genau eine Kugel
gezogen.
Die Wahrscheinlichkeit betragt zwar auch 50% fir das Ereignis ,rot, aber die
Simulation eignet sich nicht (Begrindung siehe b).

d) Mit dem Befehl randint(0,1) wird eine Zufallszahl erzeugt.
Dies ist eine mdgliche Simulation, da z. B. O fur Junge und 1 fur Madchen stehen
kann. Man simuliert in einer Tabellenkalkulation und zahlt die flr das Ereignis
gunstigen Ergebnisse (vgl. Datei Blatt 1.6).

e) Mit dem Befehl randint(0,1,2) wird eine Liste von Zufallszahlen erzeugt.
Dies ist eine mogliche Simulation, da z. B. 0 fur Junge und 1 fur Madchen stehen
kann und man mit einem Versuch ein Ergebnispaar z. B. (0,1) erhalt.
Die Ergebnisse kann man handisch erfassen bzw. durch mehrere TI-Nspire-Befehle
ermitteln (vgl. Datei Blatt 1.7).
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Arbeitsblatt 2: Simulation eines Zufallsexperiments mit randint und sum
Kinder, Kinder...

Fir eine Jungengeburt wird p = % vorausgesetzt.

Wir betrachten das Ereignis A: In Familien mit drei Kindern
wurden genau zwei Jungen geboren.
a) Beschreibe, wie man diese Simulation mit dem mehrfachen
Werfen dreier Munzen realisieren kann. Fuhre diese
Simulation mit zwanzig Wurfen von jeweils drei Minzen
durch. Vergleiche dein Ergebnis mit den Resultaten deiner ©
Mitschuler und berechne das arithmetische Mittel aller Werte.
b) Das Werfen der Miinzen lasst sich mit dem CAS-Rechner simulieren:

RandSeed inividuelle Ziffernfolge setzt
den Zufallsgenerator auf individuellen Start
randint(u,0,m) erzeugt eine Liste von m
ganzzahligen Zufallszahlen z mit u < z < o.
sum(Liste) — gibt die Summe aller
Elemente der Liste zurlck.

Beschreibe, wie sich das reale Zufallsexperiment
~Werfen dreier Minzen“ mit Blick auf das
Ereignis A mithilfe der oben erlauterten Anweisungen ,randint® und ,sum* modellieren
|asst.

c) Realisiere und erlautere die im Folgenden dargestellte Simulation fur die Ermittlung
eines Schatzwertes fur die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A bei 200 Drei-Kind-
Familien.

In Lists&Spreadsheet bekommt die Zelle A1 die 154 S.
Anweisung =sum(randint(0,1,3)) [enter]. Aanz_ju E
Der Cursor wird wieder auf A1 gesetzt und mit
wird die Anweisung Daten — Flillen aktiviert. Es :
erscheint ein gestrichelter Rahmen, der mit w bis in
die Zelle A200 gezogen wird. Dadurch wird der
Befehl aus A1 in allen Zellen der Spalte bis A200 als
relativer Zellbezug kopiert. Die Spalte A erhalt ganz '
oben den Namen anz_ju fur die Anzahl der Jungen. | IR anzju |
Mit (menu] wird die Anweisung Daten — Schne//graph aktiviert. Man erhalt eine grafische
Darstellung der Werte der Liste ,anz_ju“. Setzt man den Cursor auf die Bezeichnung
der waagerechten Achse, I&sst sich mit [ctrl ][menu] die Anweisung ,Kategorisches X
erzwingen® aktivieren. Damit lassen sich die Ergebnisse als Balken- oder
Tortendiagramm anzeigen. Ebenfalls mit [ ctri ][menu] lassen sich alle Bezeichnungen
einblenden. Im dargestellten Beispiel ist der Schatzwert fir P(A) = 0,345. Geht man
zuruck in die Tabelle, kann man die Simulation beliebig oft wiederholen, wenn man

[t ][R] driickt. Vergleiche die Ergebnisse dieser Simulationen mit den vorher
ermittelten Schatzwerten.

>

85 @2.5%)

Haufigkeit

o
0-23 (11.5%)

o w N (-JI

w-23 (11.5%)

- 1 2

¢ Foto: https://media.gettyimages.com/photos/brothers-and-sister-posing-together-in-the-garden-picture-
id1173348433?s=2048x2048
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LB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 2

Aufgabe a)
Man nimmt z. B. fr Jungen Kopf und fir Madchen Zahl, wirft diese Munze dreimal, notiert

die Ergebnisse und wiederholt dies zwanzigmal.

Aufgabe b)

Man codiert Jungen z. B. mit dem Wert 1 und Madchen mit dem Wert 0, dann ergibt der
Befehl randint(0,1,3) z. B. {0,1,1}, d. h. das zweite und das dritte Kind sind ein Junge.
Nutzt man nun den sum()-Befehl, kann man diejenigen Falle (Summe ist gleich 2) zahlen,
bei denen es zwei Jungen gibt (vgl. Datei zufall.tns, Blatt 2.1).

Aufgabe c)
Vergleiche Datei zufall.tns, Blatt 2.2.
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Arbeitsblatt 3: Simulation eines Zufallsexperiments mit rand und countif
Biathlon

Vereinfachend wird angenommen, dass ein Biathlet bei jedem Schuss mit
einer Wahrscheinlichkeit von 90%. trifft. Ermittle durch Simulation einen
Schatzwert fur die Wahrscheinlichkeit, dass er bei einer Serie von funf
Schissen mehr als drei Treffer erzielt.

rand(m) erzeugt eine Liste von m
Zufallszahlen zwischen 0 und 1.
countlf(Liste, Kriterien) — gibt die
kumulierte Anzahl aller Elemente der Liste
zurlick, welche die festgelegten Kriterien
erfiillen.

Die Abgabe eines Schusses wird durch den Befehl rand(), eine Serie von funf Schissen
durch rand(5) simuliert. Bei der Simulation zahlt ein Schuss als Treffer, wenn die jeweilige
Zufallszahl kleiner oder gleich 0,9 ist. Da die Zufallszahlen zwischen 0 und 1 annahernd
gleich verteilt sind, trifft dies auf ca. 90% der erzeugten Zufallszahlen zu. Das entspricht
der angenommenen Trefferwahrscheinlichkeit.

Um den gesuchten Schatzwert zu erhalten, wird eine grol3e Anzahl von Serien zu je funf
Schussen simuliert. Hier werden 100 Funferserien erzeugt.

In Lists&Spreadsheet bekommt die Zelle A1 den Befehl =countif(rand(5),?<=0.9) [enter].,
Der Cursor wird wieder auf A1 gesetzt und mit wird
die Anweisung Daten — Fiillen aktiviert. Es erscheint ein
gestrichelter Rahmen, der mit w bis in die Zelle A100
gezogen wird. Dadurch wird der Befehl aus A1 in allen
Zellen der Spalte bis A100 als relativer Zellbezug kopiert.
Die Spalte A erhalt ganz oben den Namen ,.anz_trefferfur
die Anzahl der Treffer bei einer Flnferserie.

In der Zelle B1 wird die relative Haufigkeit der Serien mit
mehr als drei Treffern berechnet mit
=countif(anz_treffer,?>=4)/100.

Aufgaben:

a) Berechne mit [etn][R] zehn solcher Schatzwerte und
bilde den Mittelwert.

b) Erzeuge den Schnellgraph zur Liste ,anz_treffer* und
interpretiere die Anzeige im Zusammenhang mit dem
gegebenen Sachverhalt. (siehe Arbeitsblatt 1)

7 https://media.gettyimages.com/illustrations/man-on-skis-aiming-rifle-illustration-id887971142s=2048x2048
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LB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 3
Aufgabe a) und b) in der Datei zufall.tns, Blatt 2.3

Aufgabe a:

In der Spalte C wurden die Ergebnisse von zehn Realisierungen fur die Zufallsgroflie
,Anzahl der Treffer* eingetragen, die mit [t ][R] erzeugt wurden.

In der Zelle D1 wurde der Mittelwert dieser zehn Ergebnisse mit dem Befehl

= mean(c1:c10) berechnet. Der Mittelwert betrug hier 0,931.

Der Biathlet erzielt mehr als drei Treffer bei funf Schuss mit einer Wahrscheinlichkeit von
ca. 91,3%.

Aufgabe b:

Der Schnellgraph fur die Zufallsgrofie ,,Anzahl der Treffer” wird folgendermalien erzeugt:
— Setze den Cursor auf die Spalte A.

— Waihle Daten — Schnellgraph.

— Setze den Cursor auf die waagerechte Achse des Punktdiagrammes.
— Waéhlen [t ][menu] Kategorisches X erzwingen.

— Setze den Cursor auf die Zeichenflache.

— Wahle [Lctrt ](menu] Balkendiagramm.
— Wabhle [ctrt [menu] Alle Bezeichnungen anzeigen.

Interpretation: Das Simulationsergebnis zeigt, dass der Schitze bei 100 Schissen einmal
1 Treffer, viermal 3 Treffer, 35mal 4 Treffer, 60mal 5 Treffer erzielt hatte.
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Arbeitsblatt 4: Simulation eines Zufallsexperiments mit randsamp

randSamp(Liste, m, 0 oder 1) erzeugt aus einer gegebenen

Liste eine neue Liste mit m Elementen

- durch Ziehen mit Zurtcklegen, wenn 0 eingegeben
wurde (die 0 kann auch weggelassen werden), bzw.

— durch Ziehen ohne Zurlcklegen, wenn 1 eingegeben
wurde.

Beispiel: Eine groRe Handelskette startete anlasslich einer
FuRballeuropameisterschaft ein Gewinnspiel.

Und so hatte es funktioniert:

Ab einem Einkaufswert von 20 € erhielt man ein Rubbellos in allen teiinehmenden Filialen. Das
Los enthielt zehn Rubbelfelder. Hinter drei Rubbelfeldern verbarg sich ein ,TOR® und hinter
sieben ein ,AUS". Man durfte genau drei Felder freirubbeln und gewann einen Preis, wenn
dreimal ein , TOR" freigerubbelt wurde.

Ermittle einen Naherungswert fir die Gewinnwahrscheinlichkeit durch Simulation.

In der Anwendung Calculator wird die Liste felder
definiert. Sie besteht aus drei Einsen (fur ,Tor®)
und sieben Nullen (fur ,Aus®).

Zelle A1: =countif(randsamp(felder,3,1),1)

Der Liste felder werden ohne Zurucklegen drei
Elemente entnommen und es wird gezahlt, wie oft
darunter eine ,1“ ist.

Diese Anweisung wird uber Menii — Daten —
Fiillen bis in die Zeile 500 kopiert.

Zelle B1: = countif(a1: a500,3)/500.

Es wird gezahlt, wie oft im Bereich A1 bis A500
eine ,3"“ vorkommt, und die relative Haufigkeit
dieses Ereignisses wird bestimmt.

Durch [«](R] in Spalte A kdnnen beliebig viele
Wiederholungen durchgefihrt werden.

Ergebnis: r, = 0,01

Aufgabe:

a) Realisiere diese Simulation insgesamt zehnmal. Bestimme den Mittelwert aller dabei
ermittelten relativen Haufigkeiten als einen Naherungswert fir die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit.

b) Beschreibe, wie man die Simulation mit drei roten und sieben schwarzen Skatkarten
durchfihren kénnte.

8 Quelle: http://www.lidl.de/de/Torjaeger-gesucht vom 12. Juni 2012
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LB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 4

Aufgabe
a) in der Datei zufall.tns, Blatt 2.4
b) Die 10 Karten werden gut gemischt und man zieht aus den 10 Karten drei, ohne

diese zurickzulegen. Hat man unter den drei gezogenen Karten nur rote, dann hat
man gewonnen.

Anmerkung: Als Wahrscheinlichkeit ergibt sich: P(G) = 2.2l 2

10 9 8 120
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Arbeitsblatt 5: Ubungen zu Simulationen

1. Eine Familie hat zwei Kinder. Es ist bekannt, dass eines der Kinder ein Madchen ist.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dass das andere Kind ein Junge ist.

Begrinde, dass die folgende Simulation einen Schatzwert fir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit liefert. Ermittle zehn solcher Schatzwerte und bilde ihr
arithmetisches Mittel.

A kil B ki2 C su D E
=randint(0,1,200) =randint(0,1,200) =ki1+ki2
1 1 1 2 91
2 0 1 1 51
0 0 0 0.640845
4 1 0 1
Zelle D1: =countlf(su,1) Zelle D2: =countlf(su,2) ~ Zelle D3: =— -

2. Beim Wirfeln mit zwei Tetraederwirfeln kann man die Augensumme 4 durch das
Werfen von einer ,1“ und einer ,3“ oder von zweimal ,2“ erreichen. Die Augensumme 5
ergibt sich durch das Werfen einer ,2“ und einer ,3“ oder einer ,1“ und einer ,4“. Jonas
vermutet deshalb, dass die Wahrscheinlichkeiten fur beide Augensumme gleich sind,
weil er fur jede Augensumme zwei Moglichkeiten sieht.

Prufe diese Vermutung durch eine geeignete Simulation mit Zufallszahlen.
Erldutere deine Simulation.
Warum hat Jonas nicht recht?

3. Ist es wahrscheinlicher, bei drei Warfen mit einer Minze zweimal ,Wappen® oder bei
vier Warfen dreimal ,Wappen“ zu werfen? Formuliere zunachst eine Vermutung.
Entwirf und realisiere zu diesem Problem eine Simulation. Vergleiche deine
Vermutung mit deinen Simulationsergebnissen. Versuche, die Wahrscheinlichkeiten
theoretisch zu begrunden.

4. Ein Hotel hat flr sechs verfigbare Zimmer acht Buchungen angenommen, weil die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Gast tatsachlich anreist, nur 80% betragt. Begrinde,
dass durch folgende Simulation ein Schatzwert fur die
Wahrscheinlichkeit bestimmt werden kann, dass alle
ankommenden Gaste untergebracht werden kdnnen,
wenn man davon ausgeht, dass die acht Buchungen
unabhangig voneinander erfolgen.

In Zelle A1 kommt die Anweisung

= countif (rand(8),?< 0.8)

Diese Anweisung wird mit Daten — Fillen bis in

die Zelle A200 kopiert.

Die Spalte A erhalt den Variablennamen anreise.

Der Eintrag in die Zelle B1 ist auf dem Screenshot erkennbar.
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LB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 5
Aufgabe 1

Madchen werden mit dem Wert 1 codiert, damit zahlt der Befehl D1: =countlf(su,1) die

Anzahl der Falle, wo genau ein Madchen auftritt, der Befehl D2: =countlif(su,2) die Falle

mit zwei Madchen.

Der Quotient D3: =Dl;1';'2 liefert dann den Schatzwert fur die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Hinweis: Es handelt sich um eine Aufgabe zur bedingten Wahrscheinlichkeit:

Es qilt P,(B) = Pﬁzf) und in diesem Fall stellt A das Ereignis dar, dass (mindestens) eines

der Kinder ein Madchen ist und B das Ereignis, dass genau ein Junge vorkommt.
1

Damit gilt: P,(B) = % = g (vgl. Datei zufall.tns, Blatt 3.1)

IR NY]

Aufgabe 2

Die Simulation findet man in der Datei zufall.tns, Blatt 3.2. Mit dem Befehl countif() wird
einmal die Anzahl der Summe 4 und einmal die Anzahl der Summe 5 bei 500 Versuchen
gezahlt.

Es ergibt sich i.d.R., dass Summe 4 um 100 schwankt und Summe 5 um 125.

Jonas hat nicht recht, da es von den 16 moglichen Ergebnissen der Ergebnismenge nur
drei glnstige fir Summe 4 ((1,3); (3,1) ;(2;2)) aber vier gunstige fur Summe 5 ((1,4); (4,1);
(2,3); (3,2)) gibt.

Aufgabe 3

Man vermutet, dass es wahrscheinlicher ist, bei 3 Warfen genau zweimal Wappen zu
bekommen. Die Simulation (vgl. Datei zufall.tns, Blatt 3.3) bestatigt dies.
Theoretische Begrindung:

P(WW2Z)=3 - (%)3 = 0,375

1

P(WWW2Z)= 4 - (5)4 = 0,25

Aufgabe 4

Die L6sung zur Aufgabe ist in der Datei zufall.tns, Blatt 3.4 zu
finden. Der Befehl rand(8) liefert acht Zufallszahlen im Intervall
[0; 1]. Mit dem Befehl countif(rand(8),?< 0, 8) zahlt man, wie
viele der acht Zufallszahlen kleiner oder gleich 0,8 sind. Dies
entspricht der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit von 80% fur eine
Anreise. In der Zelle B1 ermittelt man dann die relative Haufigkeit
bei 200 Versuchen.
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Arbeitsblatt 6: Stabilisierung relativer Haufigkeiten

Eine ideale Minze wurde n-mal geworfen. Dabei erzielte man folgende Ergebnisse fur die
Anzahl ,Wappen*:

n 10125 |50 | 100|200 | 400
Anzahl Wappen |1 |8 |27 |42 |94 | 205
Rel. Haufigkeit

a) Berechne die relativen Haufigkeiten rh (als Dezimalzahl) und zeichne ein Diagramm.

b) Erklare, woran es liegt, dass die relative Haufigkeit fur die Anzahl ,Wappen*® nicht
jedesmal 0,5 betragt, obwohl es sich um eine ideale Munze handelt.

c) Erganze den Luckentext:
,Mit Versuchsanzahl scheint sich die
relative Haufigkeit rh um eine feste Zahl zu stabilisieren.”

Simulation der Stabilisierung relativer Haufigkeiten

when(Bedingung,wabhr, falsch)
Wenn die Bedingung erfullt ist,
wird wahr zurickgegeben, sonst
falsch.

Offne die Anwendung Lists&Spreadsheet und fllle die angegebenen Zellen so aus, wie
im Folgenden beschrieben.

Zelle A1: 1 Zelle A2: = A1 + 1Zelle B1 und B2: = when(rand()<0.5,1,0)

Zelle C1: =B1 Zelle C2: =C1+ B2 Zelle D1: = C1/(A1-1.) Zelle D2: = C2/(A2-1.)
Benenne die Spalte A mit nr und die Spalte D mit rh als Variablennamen.

Markiere die Zellen A2, B2, C2 und D2 mit p[eshif].
Kopiere mit - Daten - Fiillen die Anweisungen aus
diesen Zellen als relative Zellbeziige in weitere Zellen nach Relativer Zellbezug: Beim
unten bis in die Zeile 100. Kopieren oder Autoausfllen

der Zellen verandert sich der

Offne die Anwendung Data&Statistics und weise der Zellbezug in Beziehung zur
waagerechten Achse den Namen nr und der senkrechten Ergebniszelle. Die Spalten
Achse den Namen rh zu. Driicke dazu und wahle aus und Zeilen werden im Bezug
der Anzeige die entsprechende Variable aus. automatisch geandert.

Durch («n](R] in Lists&Spreadsheet konnen beliebig viele
Wiederholungen durchgefihrt werden.

Aufgaben:

1. Realisiere diese Simulation und erlautere, warum sie die Stabilisierung relativer
Haufigkeiten fur das Werfen einer Miinze veranschaulicht.

2. Erklare, was an der oben beschriebenen Simulation verandert werden kdonnte, damit
die Stabilisierung der relativen Haufigkeit fur das Werfen einer Sechs mit einem
Spielwurfel simuliert wird.
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LB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 6

Aufgabe 1

Vergleiche Blatt 4.1 und 4.2 in der Datei zufall.tns.

Mit Hilfe der Simulation wird jeweils fur die aktuelle Nummer (nr) die aktuelle relative
Haufigkeit fur Treffer berechnet und im Diagramm dargestellt.

Aufgabe 2

Um das Werfen einer Sechs mit einem Spielwulrfel zu simulieren, muss im Befehl
B2: =when(rand()<0.5,1,0) die Wahrscheinlichkeit 0,5 auf die Wahrscheinlichkeit fur 6

. 1
geandert werden, also auf =
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Arbeitsblatt 7: Simulation zu den logischen Operatoren ,,and®, ,,or“ und ,,not“

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit beim Werfen zweier Wurfel mindestens eine 1 zu
haben?

Nihad sagt, dass es die Falle (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5) und (1,6) gibt, also 6 von 36
_ _1
36 6

Fallen, demzufolge sei die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) 33

Maria meint, jeder von diesen Fallen kommt zweimal vor, also verdoppelt sich die
gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Paul hat eine Simulation begonnen.
1. Versuche, diese Simulation ebenfalls umzusetzen, nutze in Spalte ¢ den Operator ,or".

Vergleiche das Ergebnis der Simulation mit den oben vorgeschlagenen Werten.
Beschreibe die Wirkungsweise des Operators ,or‘ mit eigenen Worten.

Hinweis: Die Anzahl der ,Treffer” - wenn in der Spalte C
Lfrue“ausgegeben wird - kann mit dem countif-Befehl
ermittelt werden. FUhre die Simulation mit mindestens
300 Versuchen durch (randint(1,6,300)).

2. Im Screenshot siehst du ein Ergebnis einer solchen
Simulation, diese relative Haufigkeit liegt sehr nah an

der gesuchten Wahrscheinlichkeit von %
Finde fur diesen Wert eine Begrindung.

3. Einfacher lasst sich das Ergebnis auch mit Hilfe der Betrachtung der
Gegenwahrscheinlichkeit finden, gib hierzu eine Losung an.
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LB 2 Losungen zu Arbeitsblatt 7

Aufgabe 1
Vergleiche Blatt 5.1 in der Datei zufall.tns.

Der Operator ,,or* gibt “wahr” zuriick, wenn ein Ausdruck oder beide Ausdricke zu "wahr”
ausgewertet werden. Der Operator gibt nur dann “falsch” zurtick, wenn beide Ausdricke
“falsch” ergeben.

Aufgabe 2

Um die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,Mindestens eine 1 bei zwei Wurfen“ zu
berechnen, kann man auch die Gegenwahrscheinlichkeit ,Keine 1 bei zwei Wirfen*
nutzen, es ergibt sich:

Aufgabe 3

PE) = 1-P(E) = 1- (5) =2 ~ 0,306,

6 36
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Checkliste Zufallsversuche

Ich mochte ...

Was tust Du?

Das kann
ich
sicher.

Ich muss
das noch
uiben.

den
Zufallsgenerator
des CAS-
rechners
individuell
starten.

Wahrscheinlichkeit — Zufallszahl
Ausgangsbasis| Randseed 201052 |

eine oder
mehrere
ganzzahlige
Zufallszahl(en)
erzeugen.

Wahrscheinlichkeit — Zufallszahl
Ganzzahl

eine oder
mehrere
Zufallszahl(en)
zwischen 0 und

Wahrscheinlichkeit — Zufallszahl
Zahl

1 erzeugen.
eine Bedingung | when(Bedingung, wabhr, falsch)
realisieren. Wenn die Bedingung erflllt ist, wird

wahr zurickgegeben, sonst falsch.

alle Elemente
einer Liste
zahlen, die
vorgegebene
Bedingungen
erfiillen.

countlf(Liste, Kriterien) — gibt die
kumulierte Anzahl aller Elemente der
Liste zurtick, welche die festgelegten
Kriterien erfullen.

die Summe der
Elemente einer
Liste ermitteln.

Statistik — Listen Mathematik
Summe der Elemente

eine Stichprobe
durch Ziehen mit
und ohne
Zurucklegen aus
einer Liste
ermittein.

Wahrscheinlichkeit — Zufallszahl
Stichprobe
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3. Lernbereich 3: Funktionen und lineare Gleichungssysteme
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Technische Hinweise fiir Lehrkrafte

Die Eingabe von Funktionsgleichungen kann im TI-Nspire auf verschiedenen Wegen in
verschiedenen Applikationen je nach Erfordernis (z. B. stetige oder diskrete Funktion)
erfolgen. Die Funktionsgleichungen werden jeweils als Variable abgespeichert. Somit ist
ein Zugriff auf die Gleichung Uber die entsprechende Variable moglich.

Standardmafig wird in der Applikation Graphs kein Gitter erzeugt. Man kann aber in der
Applikation Graphs Uber Menu — Einstellungen die Art des Gitters fur das aktuelle
Dokument festlegen.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire
Eine Funktionsdefinition ist in der Applikation Graphs
in der Eingabezeile moglich.

Da in vielen Fallen aber mit der Funktionsgleichung
weitergearbeitet werden soll, ist es sinnvoll die
Gleichung in einer der Applikationen Calculator bzw.
Notes zu definieren.

In der Applikation Graphs wird der schon vorhandenen
Funktionsvariablen dann die selbst definierte Variable
ubergeben.

Um eine Funktion zu definieren, stehen im TI-Nspire
mehrere Moglichkeiten zur Verfigung:

o Befehl Define: — 1 Aktionen — 1 Define.
e Zuweisungsoperator: sto» Tasten [ctrl ][ var].
e Ergibtanweisung: "i=" Tasten [ctrl ][]

(Im Screenshot wird mit der Anweisung f(-7) Uberpruft,
ob der Punkt (-7]| 15) auf dem Graphen von f liegt)
(siehe Lernbereich 1, Seite 6)

Man sollte sich im Unterricht auf eine Mdglichkeit
beschranken. Dabei entsprechen die 2. und 3.
Maoglichkeit einer Darstellung, die dem Schuler aus
dem Informatikunterricht schon bekannt sein kann.
Anschliel3end wird der vom TI-Nspire vorgegebenen
Funktionsvariablen (hier f1(x)) die selbst definierte
Funktionsvariable (hier f(x)) zugewiesen.

(Achtung: Hier nur mit Gleichheitszeichen!)

Durch Setzen oder Nichtsetzen des Hakens kann der
Graph ein- bzw. ausgeblendet werden.

Nach Betatigen der Taste werden die belegten
zwei Variablen fund f1 angezeigt.
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In der Applikation Graphs kann man Uber —Fenster/Zoom eine Reihe von
Fenstereinstellungen vornehmen.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire

Um den Ausschnitt des Koordinatensystems in der
Applikation Graphs anzupassen,
nutzt man

— Fenster/Zoom

und wahlt den entsprechenden Menueintrag.

In den Fenstereinstellungen verandert man den
Ausschnitt der Koordinatenachsen und ihre Skalierung.

Da das Display des TI-Nspire 480 x 320 Pixel anzeigt,
betragt das Verhaltnis von x-Achse zu y-Achse 3 zu 2.
Will man ein quadratisches Gitter im Display anzeigen,
muss das Seitenverhaltnis (xMax — Xmin) zu

(yMax — yMin) ebenfalls 3 zu 2 betragen.

Weitere Einstellungen sind unter

— 1 Ansicht

moglich.

Bemerkungen:

Bei der Verwendung vom MenUpunkt Fenstereinstellungen soll der Schiler angeregt
werden, Uber Definitionsbereich und Wertebereich nachzudenken (&hnlich bei graphischer
Darstellung auf Papier). Fur schnelles Arbeiten sind die Mentpunkte Zoom-Rahmen bzw.
VergréBern hilfreich.
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Im folgenden Abschnitt werden verschiedene Hinweise zur Arbeit in der Applikation
Graphs gegeben.

Hinweise zur Arbeit mit Wertetabellen Umsetzung auf dem TI-Nspire
Eine Wertetabelle lasst sich schnell mittels

— Tabelle — Tabelle mit geteiltem Bildschirm
([e] (1))

anzeigen. Dabei wird ein zweiter Bildschirm angezeigt.
Dieser kann mit Tabelle entfernen wieder geschlossen
werden.

Alternativ kann auch die Applikation
Lists&Spreadsheet genutzt werden:

Die Spalte A erhalt den Namen xx, die Spalte B den
Namen yy. Auf die so deklarierten Listen kann im
Calculator zugegriffen werden.

Fir die gewunschten Argumente kann der Befehl
seq(i,i,-5,5,0.5) ... fur Sequenz (Folge)

verwendet werden.

Dabei geben die Parameter in Reihenfolge die
Bildungsvorschrift, den Namen der Laufvariablen,

die untere Grenze, die obere Grenze und optional die
Schrittweite an.

Der Liste yy (Spalte yy) werden hier die
Funktionswerte f(xx) zugewiesen.

yy := f(xx)

Durch eine Anderung in der Spalte xx werden die
Funktionswerte in Spalte yy sofort neu berechnet.

Bemerkungen:

In der Applikation Lists&Spreadsheet werden die einzelnen Spalten als Listen betrachtet.
Diese sollten einen eigenen Namen (Bezeichnung) erhalten.

Um Probleme zu vermeiden, sind keine Befehlsnamen oder werkseitig vorgegebene
Variablennamen zu benutzen.

Nicht geeignet sind z. B. x oder count oder euler.
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Hinweise zum Umgang mit Graphen Umsetzung auf dem TI-Nspire
In vielen Fallen ist es sinnvoll, die Graphen zu
bezeichnen.

— Aktionen — Text

Sollen weitere Eigenschaften (Attribute) der Graphen
angepasst werden, wahlt man das zu verandernde
Objekt aus:

Mauszeiger auf das Objekt, [ctri ] [menu] — Attribute
(am PC rechte Maustaste)

Attribute mit Richtungstasten auswéahlen und mit
bestatigen.

— Graph analysieren

erlaubt eine Reihe von Untersuchungen, die z. B. zur
Kontrolle von Ergebnissen eingesetzt werden kdonnen.
Die Ergebnisse werden i. A. nur als Naherung
angegeben; hier Schnittpunkt der Graphen.

Graph analysieren ist auch erreichbar Uber:
Mauszeiger auf Objekt, [ctri |(menu]—Graph analysieren

Funktionen mit eingeschranktem Definitionsbereich
oder abschnittsweise definierte Graphen von
Funktionen lassen sich bereits im Calculator
definieren.

Maoglich ist aber auch in der Applikation Graphs die
Eingabe mit Bedingungsstrich (with - Operator):
fX)|—2<x<1.

Bei einer erneuten Anzeige der Eingabezeile verandert
der TI-Nspire die Anzeige in: {f(x),-2<x<1.

Ebenfalls mdglich ist diese Definition Uber die Taste
oder die Verwendung des Menupunktes 5 aus dem
Katalog.
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Der Betrag einer reellen Zahl und die Betragsfunktion sind im Analysisunterricht von
wesentlicher Bedeutung. Sie kann mittels Katalog bzw. mittels der Funktion abs() definiert
werden.

Schuler benutzen manchmal den Bedingungsstrich, um den Betrag einer Zahl zu
erzeugen. Das zieht aber einen Syntaxfehler nach sich.

Umsetzung auf dem TI-Nspire

Die Betragsfunktion wird Uber das Symbol aus dem
Katalog oder Uber f(x) := abs(x) definiert.
In der Ausgabe erscheint dann  f(x) = |x|.

Sie lasst sich auch abschnittsweise mit linearen
Funktionen definieren.

Im Katalog wahlt man das entsprechende Symbol
stiickweise Funktion [-%] aus.

Eine diskrete Funktion weist den natirlichen Zahlen —
Zufallszahlen zu.
Die Funktion wird im Koordinatensystem dargestellt.

Der Befehl rand() erzeugt Zufallszahlen zwischen 0
und 1.

Die Folge nn lasst sich handisch aber auch als
Sequenz seq(i,i,1,10) darstellen. Siehe auch LB2 Seite
42.

Die Funktion kann dann als Streudiagramm im
Koordinatensystem dargestellt werden.

— Graphs-Eingabe/Bearbeitung - Streudiagramm
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Der Einsatz von Schiebereglern eignet sich besonders zur Visualisierung des Einflusses
von Parametern auf einen Graphen. Schiler kdnnen dadurch die Einflisse der Parameter
selbststandig entdecken.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire
Bei der Definition der Funktion sollte der Parameter
zusatzlich zur Veranderlichen x mit Ubergeben werden.

Bemerkung:

Sind zu viele Parameter vorhanden, z. B. bei
Rekonstruktionen von Gleichungen héheren Grades,
konnen die Parameter in den Klammern auch
weggelassen werden, also die Funktion nur als f(x)
definiert werden.

Bei der Eingabe einer Funktion mit einem Parameter in
der Applikation Graphs, schlagt der TI-Nspire die
Einflhrung eines Schiebereglers automatisch vor.

Es ist glinstig, bei der Ubergabe der Funktion zur
Darstellung mit einem Schieberegler einen neuen
Parameter (z. B. statt n hier nn) zu verwenden.

Da durch den Schieberegler die Variable mit einer Zahl
belegt wird, setzt der TI-Nspire auch bei erneutem
Aufruf der Funktion den Zahlenwert des Schiebereglers
ein. Der Parameter ist dann durch den Zahlenwert
uberschrieben.

Einstellungen des Schiebereglers:
Steht der Mauszeiger Uber dem Schieberegler, erreicht

man durch Betéatigen der Tasten [ctri | (menu)
die Einstellungen.

Hier lassen sich nun diverse Einstellungen vornehmen.

(Schieberegler verschieben, minimieren
(Pfeil-Darstellung), animieren bzw. 16schen)
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In vielen Problemstellungen werden Messwerte aufgenommen bzw. sind Wertetabellen
gegeben. Fur die Auswertung solcher Tabellen sind z. B. die Applikationen
Lists&Spreadsheet, Graphs und Calculator gut einsetzbar.

Ein mogliches Vorgehen wird hier an einem konkreten Beispiel beschrieben.

Hinflihrendes Beispiel:

Zwei Kerzen unterscheiden sich in Hohe und Durchmesser voneinander. Beide werden
gleichzeitig angezindet. Wahrend des Abbrennvorgangs wurden mehrere Messungen der
Hohe durchgefluhrt. Die Ergebnisse dieser Messungen wurden tabellarisch aufgelistet.

Zeit (min) 0 10 20 30 40 50 60
Héhe Kerze 1 (cm) 240 | 234 | 228 | 222 | 216 | 210 | 204
Héhe Kerze 2 (cm) 100 | 9,9 9,8 9,7 9,6 9,5 9,4

Stelle die Werte in einem geeigneten Diagramm dar und bestimme fur jede Kerze eine
Funktionsgleichung, die den Sachverhalt beschreibt.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire
Zuerst werden die Daten in die Applikation

Lists&Spreadsheet Ubernommen.

Da hier bei der Zeitmessung konstante Abstande

zwischen zwei Messwerten vorliegen, wurde mittels

Befehl seq() eine Folge automatisch erzeugt.

Diese Werte kdnnen naturlich auch einzeln eingetragen

werden.

Variante 1

In der Applikation Data&Statistics werden auf der
x-Achse die Zeit und auf der y-Achse die Hohen
angezeigt.

Dazu bewegt man den Cursor auf die entsprechenden
Felder unterhalb der x-Achse und rechts neben der
y-Achse und wahlt jeweils die Gro3e aus, bzw. man
nutzt die Tabulator-Taste [tab].

Der Nachteil ist eine "verzerrte" Darstellung, da die
y-Achse nicht im Ursprung beginnt, dies Iasst sich aber
nachtraglich durch Anderung der Fenstereinstellung
korrigieren.

(Anmerkung: Um mehrere Datensatze darzustellen,
muss man nochmals auf den 1. Wert auf der y-Achse
klicken und einen weiteren Datensatz wahlen.)
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Variante 2 Umsetzung auf dem TI-Nspire

In der Applikation Graphs wahlt man unter
— Graphs-Eingabe/Bearbeitung
das Streudiagramm aus.

Im Streudiagramm werden den Variablen x und y die
entsprechenden GrofRen zugewiesen.

Anschliel3end sind noch die Achsen anzupassen und
eventuell eigene Achsenbezeichnungen einzufliigen.

Eine Mdoglichkeit, eine zugehorige Funktionsgleichung
zu finden, ist den TI-Nspire eine Regression
durchflhren zu lassen.

In diesem Fall wahlt man in der Applikation
Lists&Spreadsheet

— Statistik — Statistische Berechnungen

die entsprechende Regression aus.

Dabei sind in diesem Beispiel die Bezeichner fur

die x-Liste (zeit) und fur die y-Liste (kerze1)
einzutragen. Nun kann man noch die Variable
festlegen, unter der die Funktionsgleichung gespeichert
werden soll.

Da nach dem Wechsel in die Applikation Graphs der
Graph nicht automatisch angezeigt wird, muss die
Eingabezeile gedffnet und mit der Taste [enter]betatigt
werden.

Nun kénnten weitere Untersuchungen erfolgen.
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Die in der Applikation Lists&Spreadsheet genutzten Spaltenbezeichner sind gleichzeitig
die Bezeichner fir die in den Spalten abgelegten Listen.

Das ermoglicht die Verwendung dieser Listen z. B. in der Applikation Calculator.

So lassen sich z. B. die vom TI-Nspire definierten Listenoperationen anwenden.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire

Hier werden die Listen fiir die Hohen der Kerzen
ausgegeben.

Auf die einzelnen Elemente kann man durch Angabe
des Index zugreifen. Dabei ist der erste Indexwert 1,
z. B. liefert kerze1[7] das siebte Element aus der Liste
kerze1.
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Der Lehrplan fordert das Kennen einfacher ganzrationaler und gebrochen-rationaler
Funktionen und ihrer Eigenschaften. An formalen Beispielen und am Beispiel einer
Anwendungsaufgabe sollen Eigenschaften einer Funktion bzw. ihres Graphen untersucht
werden:

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire
Durch Visualisierung von Funktionsgraphen lassen sich

bestimmte Eigenschaften zum Verlauf, zum

Definitionsbereich und Wertebereich erkennen.

Geeignet ist hierbei die Eingabe des Funktionsterms in
der Applikation Notes und die Zweiteilung des
Bildschirms.

— Seitenlayout — Layout auswéhlen

Der Befehl domain(Funktion, Variable) gibt den
Definitionsbereich der Funktion aus.

Eigenschaften von Funktionen an einer Anwendung:
Der Temperaturverlauf wird flr 24 Stunden dargestellt.

Mittels Tool Graph analysieren lassen sich einzelne
Eigenschaften anzeigen:

— Graph analysieren
und dort dann die gewlinschte Eigenschaft auswahlen.

Fur das Maximum wahlt man eine Stelle links neben
dem Maximum, markiert einen Bereich in der
Umgebung vom Hochpunkt und driickt [enter].

Analog konnen die Nullstellen bestimmt werden.

Die Funktionswerte der Randpunkte kdnnen im
Calculator ausgeben werden.
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Der Lehrplan fordert das Erstellen eines Algorithmus, der aus den Koordinaten von zwei
Punkten die Gleichung des zugehdrigen Funktionsgraphen ermittelt.

Hierzu eignet sich hervorragend die Applikation Notes, da die hier in Mathe-Feldern
eingegebenen Werte sofort die weiterflihrenden Berechnungen beeinflussen.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire
Die Gleichung einer linearen Funktion soll aus den

Koordinaten zweier gegebener Punkte ermittelt

werden:

Man verwendet die Applikation Notes und definiert
in Mathe-Feldern ( [t ](M] ) die Koordinaten eines
Punktes 1 und eines Punktes 2.

Der Anstieg m ergibt sich aus m =5 = 2=

Ax  Xp—Xq

Einsetzen liefertdannfurn: n=y;—m-x,

Der zugehorige Graph und die gegebenen Punkte
konnen dann in der Applikation Graphs visualisiert
werden.

Fur die Anzeige der Punkte wahlt man im
Geometriemenu

[menu]—Geometry — Punkte und Geraden — Punkte nach
Koordinaten

und ersetzt die vorgegebenen Werte durch x1 und y1

bzw. x2 und y2.

Alternativ kann fur die Darstellung auch der Bildschirm
geteilt werden.

© 2021 T? Deutschland Seite 71



Funktionen und lineare Gleichungssysteme

Arbeitsblatt1: Graphen linearer Funktionen darstellen.

Beispiel:

Zeichne den Graphen der linearen Funktion f mity = f(x) =-2x + 4 mit -1 < x < 5.
Losung:

Offne die Anwendung Graphs. Gib in die sich
automatisch 6ffnende Eingabezeile hinter f1(x)= den
Funktionsterm -2x + 4 ein.

Flge den Bedingungsstrich (with-Operator |) ein und
danach die einschrankenden Bedingungen

-1 < x < 5. Driicke und der Graph wird
automatisch eingezeichnet. Auch seine
Funktionsgleichung wird angezeigt.

(Beachte, dass die Funktionsgleichung in etwas anderer
Form angegeben wird.)

Aufgaben:
1. Zeichne mit dem CAS-Rechner die Graphen der
angegebenen Funktionen in ein und denselben Bildschirm.

y=f(x)=0,5x—3 y=g(x)=4mitl<x<5 y=h(x)=3x-8
Hinweis: Driicke [tab], um in die Eingabezeile zu kommen.

2. Zeichne den Graphen der Funktion y = f(x) = 0,2x — 20. Mache den Graphen auf dem
Bildschirm sichtbar, indem du unter Fenster geeignete Einstellungen wahist.
Erlautere dein Vorgehen.

3. Auf dem Screenshot ist der Graph einer linearen
Funktion eingezeichnet. Allerdings wurden die
Funktionsgleichung ausgeblendet, ein Gitter
angezeigt, die Beschriftungen auf den Achsen
vervollstandigt und der Graph in anderer Strichstarke
gezeichnet. Finde heraus, wie du diese Darstellung
auch hinbekommst und bereite dazu einen kleinen
Vortrag vor.

Y21 = 22724 der Geradengleichung. Erzeuge mit dieser

4. Erlautere die Zweipunkteform ——
xX—X1 X2—X1

Zweipunktegleichung eine Gleichung der Form y = f(x) = mx + n der linearen Funktion,

deren Graph durch die Punkte A(-2; 3) und B(4; -2) verlauft.

Trage die Punkte A und B auf dem Bildschirm ein, lege eine Gerade durch diese

Punkte und lasse dir deren Gleichung mit [ctrt ][menu] Koordinaten/Gleichung anzeigen.

Vergleiche diese Gleichung mir der, die du uber die Zweipunkteform gefunden hast.
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 1

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

Weil der y-Achsendurchgang bei — 20 liegt und der Anstieg m = 0,2 sehr klein ist, wird der
Graph im Standardfenster nicht zu sehen sein. Man kann z. B. unter Fenster/Zoom -
Fenstereinstellungen wahlen und die Einstellungen so verandern, dass der Graph auf dem
Bildschirm sichtbar wird. Auch die Verwendung der Anweisung Verkleinern ist denkbar.

Aufgabe 3:
Die Gleichung des Graphen kann man ablesen: y = —gx + 3.

Die Achsenbeschriftungen lassen sich verandern, indem

man den Cursor auf eine Achse setzt, mit [ ctri ](menu]

Attribute wahlt und dort diese Eigenschaft andert. Achtung:

Das funktioniert nur, wenn der Koordinatenursprung

ziemlich mittig liegt.

Um die Funktionsgleichung auszublenden, setzt man den

Cursor auf die Gleichung und wahlt [ctri ] [menu] Auswahl.

Um die Strichstarke des Graphen zu andern, setzt man

den Cursor auf den Graphen und wahlt [ctri ][menu) Attribute.

Um ein Gitter einzufiigen, wird Ansicht-Gitter-liniertes Gitter gewahlt.

Aufgabe 4:

Der Anstieg der Geraden ist m = 2—1. Zwischen den beiden

voneinander verschiedenen Punkten A(x;; y;) und
B(x,; y,) kann man den Anstieg angeben durch m = 2224

xZ—X1-
Der Anstieg zwischen einem beliebigen Punkt P(x; y) und
dem Punkt Aist m = >="% (P # 4).
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Da eine Gerade Uberall ein und denselben Anstieg hat,
kann man beide Formeln gleichsetzen und erhalt damit die
Zweipunkteform 22 = 2271

X—X1 X2—Xq

Fir die Punkte A und B erhalt man die Gleichung
y=f(x) =-2x+7~—083x +1,33.

Man zeichnet ein Koordinatensystem mit liniertem Gitter,
um die Punkte besser platzieren zu kénnen. Mit
Geometry-Punkte&Geraden-Punkt auf

werden die Punkte gesetzt und mit
Geometry-Punkte&Geraden-Gerade wird die Gerade
gezeichnet. Mit [ctrt ] [menu] Koordinaten/Gleichungen wird
die Geradengleichung angezeigt, wenn man den Cursor
vorher auf die Gerade setzt.
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Arbeitsblatt 2: Funktionsgraphen darstellen

Erzeuge mit deinem TI-Nspire folgende Bilder.
Notiere mogliche Funktionsgleichungen und kennzeichne die zugehoérigen Graphen.

fi(x) = f2(x) =

f3(x) = fa(x) =
fs(x) = fe(x) =
fr(x) = fe(x) =
Tipp:

Das gelbe Quadrat erhalt man, indem man aus dem
Geometriemenu eine passende Form auswahlt und diese
Uber ihre Eigenschaften farbt.

g1(x) = g2(x) =
g3(x) = ga(x) =
gs(x) =

wy (x) = wy(x) =
ws(x) = wy(x) =

Kann man dieses Bild durch weniger als vier
Gleichungen beschreiben?
(MenUpunkt 5 aus dem Katalog nutzen.)

filx) = fa(x) =
fs(x) = fo(x) =
fs(x) = fe(x) =
f(x) = fe(x) =
fo(x) = fro(x) =
fin(x) = fr2(x) =
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 2

filkx) =x+3 LX) =x+5
fs(x)=x-3 fi(x) =x—5
fs(x) =—x+3 fe(x) =—x+5
fr(x) = —x =3 fe(x) = —x—5

siehe f; bis fg , abschnittsweise definiert

fix) =x+3|-3<x<0,..., ,(x) =x—-5]0<x <5
fe(x)=—x+3]0<x<3,..., fsg(x) =—x—-5|-5<5x<0
- Geometry — Formen

Form auswahlen und tGber Menupunkte Farbe farben

g1(x)=x-1 gz(x)=%x+%
gs(0) = —x + gs(x) = —x+5

gs(x) = 6x — 16

wix)=—x—-2|—-4<x<-2 w(x)=x+2|-2<x<0
wi(x) =—x+2[0<x<2 wy(x)=x—-2]12<x<4

Kann man dieses Bild durch weniger als vier
Gleichungen beschreiben?

f(x):{—|x|+2 —2<x<2

x| -2 —2<x<-1V1<x<2

i) =2|-1<x<5 ) =-2|-5<x<1
fz(x)=x+3]|-5<x<-1 filx)=x-3|]1<x<5
fe(X)=5x+7|—-1<x<0 fo¥) =2x+7|-5<x<0
() =-9x+70<x<1 fo) =—x+70<x<5

fo(x)=—9x—-7|-1<x<0 fiox) ==—x—=7|-5<x<0

fii(x)=5x—710<x<1 flz(x)=§x—7|03x35
(andere Losungen sind madglich)
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Arbeitsblatt 3: Bilder aus Funktionsgraphen

Aufgabe 1:

Schuler wollen fur ihre Firma ein Logo entwerfen. Paul macht den abgebildeten Vorschlag.
Erzeuge diese Abbildung. Die Strecke vom tiefsten Punkt bis zum Koordinatenursprung
auf der y-Achse wird durch die eine waagerechten Strecke halbiert und durch die zweite
Strecke im Verhaltnis 4 : 1 geteilt.

konkaves Viereck:

filx) = fo(x) =
fa(x) = fa(x) =
waagerechte Strecken:
ki(x) = k,(x) =
Aufgabe 2:
Erzeuge die abgebildete Pyramide (verschiedene Losungen sind mdglich).
Grundflache:
g1(x) = g2(x) =
93(x) = 9a(x) =
Seitenkanten:
filx) = fo(x) =
fa(x) = fa(x) =
Aufgabe 3:

Erzeuge nebenstehenden Weihnachtsstern (verschiedene Losungen sind moglich).

vierzackiger Stern:

filx) = fa(x) =
fs(x) = falx) =
fs(x) = fe(x) =
fr(x) = fe(x) =
die kleinen Zacken:

ky(x) = ka(x) =
ks(x) = ky(x) =
ks(x) = ke (x) =
k7 (x) = kg (x) =
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 3
Aufgabe 1:

konkaves Viereck:
fl(x)=§x+5|—4Sx£O fz(x)=—§x+5|0SxS4

f3(x)=§x|—45xso f4(x)=—§x|05xs4

waagerechte Strecken:
k() =-3|-2<x<2 kp(x) = —4| -2 <x <2

Aufgabe 2:
Erzeuge die abgebildete Pyramide.

Grundflache:
g1(x)=-2]|-2<x<6 go(x)=—4|—-4<x<4

g3(x)=x|—-4<x<-2 ga(x) =x—-8]4<x<6

Seitenkanten:
i) =2x+4|—4<x<1 fz(x)=§x+13—0|—2Sx31

) =—2x+21<x<6 fHl) =—Tx+2[1<x <4

Aufgabe 3:
Erzeuge nebenstehenden Weihnachtsstern.

vierzackiger Stern:

filx) =4x+5-1<x<0 fox) ==4x+5|0<x <1
fz(x) =—4x—-5|-1<x<0 falx) =4x—-5|0<x<1

1 5 1 5
fs(x)=zx+1|—5SxS—1 fG(X)Z_Zx_Zl_SsxS_l
fix)=—ix+3]1<x<5 fo) =2x—31<x<5

die kleinen Zacken:

9 15 4 15 3
kl(x)——zx—7|—3SxS—2 kz(x)——;x+;|—3ﬁxs—z
k3(x)=§x+§|%SxS3 k4(x)=zx—14—5|2SxS3
ks(x)=—%x+§|25xs3 kﬁ(x)=—gx—17,5|2SxS3

4 15 3 9 15

=-x—=|-3<x<-- =lx+=|-3<x<-—
k,(x) X~ 5l-3sx<s—3 kg(x) Xt l-3sx<s-2
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Arbeitsblatt 4: Eine Strecke wird zum Weihnachtsstern (Vertiefung)®

Auf einer Strecke sind 8 Punkte festgelegt. Diese Punkte werden in die Eckpunkte eines
vierzackigen Sterns "Uberfuhrt".
Erzeuge anhand der Hinweise und Abbildungen eine Datei, die dieses realisiert.

Hinweise:

Die Punkte, die auf der Strecke festgelegt sind, sollen auf
Geraden in die Eckpunkte des Sterns "wandern".

Dazu werden fur die Punkte auf der Strecke und die
Eckpunkte des Sterns Koordinaten festgelegt und diese
in der Applikation Lists&Spreadsheet in jeweils zwei
Listen Ubertragen: z.B.: (xx1| yy1) fur die Strecke und
(xx2| yy2) fur den Stern.

Diese Punkte werden als Streudiagramme angezeigt.
Ein Schieberegler mit der Variablen t, einem
Definitionsbereich 0 < t < 1 und einer Schrittweite von
0.01 ermdoglicht nun das "Wandern" der Punkte.

Uber die Attribute der Streuplots kénnen die Punkte
verbunden und spater minimiert werden.

Far die "wandernden" Punkte werden zwei weitere Listen
xxt und yyt erzeugt.
Fir diese Punkte gelten dann folgende Zusammenhange:

xxt = xx1 +t- (xx2 — xx1)
bzw. yyt=yyl+t-(yy2 —yyl)

Abschlie3end wird fiir diese Zuordnung einen weiteres
Streudiagramm erstellt. Das Streudiagramm fur den
Stern wird deaktiviert.

% Losungen in Datei: streckezustern.tns
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Arbeitsblatt 5: Lineare Regression

Beispiel:
Die Tabelle zeigt den Zusammenhang der Siedetemperatur des
Wassers'® mit der Meereshéhe.

Siedetemperatur in °C 100 | 98 | 96 | 90 | 80
Hohe uber dem Meerinm | 0 | 590 | 11502900 6080

Wir Ubertragen die Tabelle in die Anwendung Lists&Spreadsheet und zeichnen das
zugehorige Diagramm in der Anwendung Data&Statistics.

Die graphische Darstellung legt einen linearen Zusammenhang nahe.

Wir verwenden zunachst die ersten beiden
Messwertpaare, um die Gleichung einer passenden
Geraden zu finden. Wir erhalten als mathematisches

Modell al(x) = —ix + 100. Diese Gerade wird noch in

das Diagramm eingetragen.
([menu] Analysieren-Funktion zeichnen)

Wir berechnen, welche Abweichungen zwischen den
Funktionswerten von a1 und den Messwerten der
Siedetemperatur vorliegen. Dazu wird die Differenz der
Funktionswerte von a1(x) und der zugehdérigen
Siedetemperatur gebildet. Fur die ersten beiden Werte ist
die Differenz null, weil aus diesen Werten die Gleichung
fur a1 gebildet wurde. Bei den anderen Werten gibt es
geringflgige Abweichungen nach oben oder unten. Dies
ist auch in der Abbildung oben rechts zu erkennen.

Um ein Mal} fir die Gute der Annaherung zu erhalten, wird Folgendes vereinbart:
Die Differenzen werden quadriert und die Ergebnisse werden summiert. Je kleiner diese
Summe ist, desto bessere Qualitat wird der Naherung zugeschrieben.

10 https://media.gettyimages.com/photos/hot-water-tesbag-picture-id632002879?s=2048x2048
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Diese Methode der kleinsten Quadrate geht auf Carl-
Friedrich Gaul® zurick.

Durch das Quadrieren der Differenzen wird das
Vorzeichen der Differenz vernachlédssigbar. Gré8ere
Abweichungen werden durch das Quadrieren stérker
gewichtet. Je kleiner die Summe der Quadrate ist, desto
weniger fallen die Abweichungen ins Gewicht.

Aufgabe 1:

Bestimmt Gleichungen von Ausgleichsgeraden z. B. mithilfe zweier anderer
Messwertpaare und bestimmt jedesmal die Summe der kleinsten Quadrate. Geht
arbeitsteilig vor. Man kann aus den funf Messwertpaaren insgesamt zehnmal zwei
auswahlen und so zehn verschiedene Geradengleichungen ermitteln oder eine
Ausgleichsgerade ,nach Augenmal}” einflgen, die keinen oder nur einen der Punkte
enthalt. Bei welcher Ausgleichsgeraden ist die Summe der kleinsten Quadrate am
kleinsten?

Lineare Regression:

Fir den CAS-Rechner ist ein Verfahren implementiert,

mit dem diejenige optimale Ausgleichsgerade ermittelt

wird, fUr die die Summe der kleinsten Quadrate ein

Minimum ist. Wahle unter Analysieren-Regression-
Lineare Regression (y = mx + b) anzeigen. Das

Verfahren der ,Lineare Regression“ beruht auf der

Methode der kleinsten Quadrate. Eine ausfuhrliche

Herleitung ist an dieser Stelle nicht moglich.

Gleichung der Regressionsgeraden: y = -0,003291x + 99,8562.

Aufgabe 2:

Bestimme mit der Gleichung der Regressionsgeraden die Summe der kleinsten Quadrate.
Vergleiche das Ergebnis mit den Resultaten der Aufgabe 1.

Aufgabe 3:

Ermittle mithilfe der Gleichung der Regressionsgeraden die Siedetemperatur in 4000 m
Hohe Uber dem Meeresspiegel.

In welcher Hohe Giber NN koénnte sich eine Expedition befinden, wenn sie eine
Siedetemperatur von 85°C feststellt?
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 5

Aufgabe 1:

Bei den Ausgleichsgeraden durch zwei Messwertpaare ergibt sich die kleinste Summe fir
(6080 m; 80 °C) und (1150 m; 96 °C).

Mit Analysieren-Verschiebbare Gerade hinzufligen lassen sich Ausgleichsgeraden
nach Augenmal in die Punktemenge legen und auf analogem Wege die Summen der
quadratischen Abweichungen berechnen.
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Aufgabe 2:

Diese Summe ist noch kleiner als die kleinste Summe bei Aufgabe 1.

Aufgabe 3:

In 4000 m Hohe Uber NN betragt die Siedetemperatur etwa 86,7° C.
Far eine Siedetemperatur von 85°C kommt eine Hohe Uber NN von etwa 4514 m in Frage.
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Arbeitsblatt 6: Anwendungen zu linearen Funktionen

1.

In der Abbildung ist der Graph einer linearen Funktion f abgebildet.
Ldse die Teilaufgaben a, b und ¢ zunachst, ohne den TI-Nspire zu verwenden.
Beurteile, ob die Punkte

A(1,5; 2,2) und B(-12; 9) auf dem

Graphen von f liegen.

Der Graph einer linearen Funktion g

verlauft senkrecht zum Graphen von

f und hat die Nullstelle x, =-0,5.

Zeichne den Graphen von g ein, und

gib eine Gleichung fur g an.

Die Geraden f und g schlielfen mit

der y-Achse eine Flache ein.

Ermittle deren Flacheninhalt.

Beschreibe und realisiere nun, wie

du die Losungen der Teilaufgaben

1a, 1b und 1¢c mit dem Tl — Nspire ermitteln kannst.

Dichte einer Flissigkeit ermitteln

In einem Schulerexperiment soll die Dichte einer unbekannten
Flassigkeit bestimmt werden. Dazu werden verschiedene Volumina
der FlUssigkeit in dieses Glas gefiillt und die zugehdrigen Massen
des geflllten Glases bestimmt.

Vinml |20/40 |60 [80 | 100

Die Tabelle zeigt die Messergebnisse:

ming [44]60 |77 [92 ]109

Bearbeite nachfolgende Aufgaben mit deinem TI-Nspire. Dokumentiere den

jeweiligen Losungsweg.

a) Stelle die Messwerte in einem Diagramm dar. Ordne die Volumina der
waagerechten Achse und die Massen der senkrechten Achse zu.

b) Zeige, dass alle aufgenommenen Messwerte naherungsweise auf ein und
derselben Geraden liegen. Ermittle durch lineare Regression eine
Funktionsgleichung m(V), die den Zusammenhang von Masse m und Volumen
V naherungsweise beschreibt.

c) Erlautere die Bedeutung des Anstieges und des Schnittpunkts des Graphen von
m(V) mit der senkrechten Achse.

d) Beurteile, ob 2,3 kg der FlUssigkeit in einen Drei-Liter-Kanister passen.

! https://encrypted-

tbn0.gstatic.com/images?q=tbn: ANd9GcRIFyPK3JAthhDUXx3AGAwWPKYVOBel TNP;X0YA&usqp=CAU
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 6

Aufgabe 1
a) Gleichungvon f: y = f(x) =—%x +3
f(1,5) =-0,754+3 = 2,25 # 2,2,
A liegt nicht auf f
f(-12) =6 +3 =9, B liegt auf f
b) Anstieg von g: m = 2;
Einsetzen von m = 2 und
x=0,5sowiey=0iny=mx+n
ergibt 0=2-0,5+n,alson=1.
gy=2x+1
c) Schnittstelle von f und g durch
Gleichsetzen 0,5x + 3 = 2x + 1 ergibt
x=0,8.
Flacheninhalt:
A=--(3-1)-08=08FE
Mit dem TI-Nspire kann man z. B. so vorgehen:
a) Man liest in der gegebenen Zeichnung die Koordinaten zweier Punkte des Graphen
von f ab, z. B. P(0; 3) und Q(6; 0), tragt diese Punkte in Graphs ein und legt mit
Geometry-Punkte&Geraden eine Gerade hindurch. Die Gleichung der Geraden

kann man mit [ctri ] [menu] ablesen zu y=-0,5x + 3.
Die Gleichung wird als Funktion f(x) im
Calculator gespeichert und dann Uberpruft
man, ob die Koordinaten von A und B
diese Gleichung erflllen.

b) Mit dem Werkzeug Geometry-
Konstruktion-Senkrechte wird die Senkrechte g zur Geraden f vom Punkt (-0,5; 0)
aus eingezeichnet. Mit [ ctrt ][menu] |&sst man sich die Gleichung von g anzeigen.

c) Mit dem Werkzeug Geometry-Formen-Dreieck wird das zu messende Dreieck
gezeichnet. Mit dem Werkzeug Geometry-Messung-Flache wird der Flacheninhalt
ermittelt.

Aufgabe 2

a) Die Messwerte werden in die Tabellenkalkulation
Lists&Spreadsheet des Tl — Nspire Ubertragen. Die
Volumina werden der Variablen vol und die Massen
der Variablen masse zugeordnet.
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b) Die Anwendung Data&Statistics wird geodffnet. Der
waagerechten Achse wird die Variable vol und der
senkrechten Achse die Variable masse zugeordnet.
Die zu den Messwerten gehdérenden Punkte liegen
augenscheinlich auf einer Geraden.

Mit Analysieren-Regression-lineare Regression
|&sst sich eine Gerade mit der Gleichung

y = 0,81x + 27,8 durch die Punkte legen. Im
Sachzusammenhang bedeutet das

m(V) =0,81-V +27,8.

Zum Vergleich werden in der Tabellenkalkulation die
zum gegebenen Volumen gehdrenden Massen mit
dieser Gleichung ermittelt. Es ist zu erkennen, dass
sich die Messwerte von denen des mathematischen
Modells (also den Funktionswerten der Gleichung
m(V)) nur wenig unterscheiden.

c) Der Anstieg der Geraden gibt die Dichte
p =081 % =0,81 CT‘% der unbekannten Flissigkeit
an. Der Durchgang durch die senkrechte Achse muss
die Eigenmasse des Glases sein, denn das eingefllte
Volumen hat dort den Wert V = 0 ml.
Das Glas hat demzufolge eine Eigenmasse von 27,8 g.

__ 23004

d) 2,3 kg der Flussigkeit haben ein Volumen V von V = % =L~ 2840 ml.
T ml

Das sind weniger als drei Liter, der Kanister kann verwendet werden.
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Arbeitsblatt 7: Eine oben offene Kiste (Extremwertaufgabe)

Bastle eine nach oben offene Kiste aus einem A4-Blatt mit mdglichst groliem Volumen.

1.

Falte aus einem A4-Blatt eine oben offene Kiste wie
im Bild.

Entfalte das Blatt Papier wieder und zeichne alle
Hohen der Kiste mit einem Rotstift nach.

Leite die Gleichung fir das Volumen einer aus
einem A4-Blatt gefalteten Kiste in Abhangigkeit von
der Kistenhdhe x (in cm) her.

. Stelle diese Zuordnung graphisch dar und

bestimme die MalRe der maximalen Kiste.

Erfasse mdglichst von vielen gebastelten Kisten aus
der Klasse die Male. (Oder bastle selbst mehrere
verschieden hohe Kisten.)

Gib alle Werte in eine Tabelle ein, berechne das
Volumen jeder Kiste und stelle das Volumen in
Abhangigkeit von der Hohe in einem Diagramm dar.

. Bestimme mit Hilfe einer Regression eine Funktion

des Kistenvolumens in Abhangigkeit von der
Kistenhohe.

. Erganze die Liste der Kisten um zwei Extremfalle:

i. Eine Kiste ohne Hohe (das Blatt bleibt
ungefaltet)
breite = 21, laenge = 29,7, hoehe = 0
i. Eine Kiste mit grof3ter Hohe
breite = 0, laenge = 8,7, hoehe = 10,5

Bestimme erneut durch eine geeignete Regression
eine Funktion fur das Volumen in Abhangigkeit von
der Hohe.

Vergleiche die Funktionen aus den Regressionen
und der Herleitung von Aufgabe 1 miteinander und
bestimme die KistengroRen.

Vergleiche das Volumen dieser Kisten.
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 7:
1. V(x) =x- (21 —2x) - (29,7 — 2x)

2. Aus der graphischen Darstellung erhalt man x = 4
und damit ergibt sich:

Hohe: 4,0 cm Breite: 13,0 cm Lange: 21,7 cm
(Diese Naherungswerte sind fur eine praktische
Fragestellung ausreichend.)

3. Die Messwerte der Schuler werden in der Tabelle
zusammengetragen. Die in der Tabelle berechneten
Volumina werden im Diagramm in Abhangigkeit von
der Hohe dargestellt.

4. Da es sich um ein Volumen handelt, ist es sinnvoll,
eine Funktion 3. Grades anzusetzen (kubische
Regression). Das Resultat f2(x) zeigt das Ergebnis
fur unsere Messwerte. Es ist jedoch kein besonders
gutes mathematisches Modell fir die
Problemstellung, da die gebauten Kisten alle
ahnliche Abmale haben.

5. Die erneute Berechnung mit den beiden
zusatzlichen Werten (h = 0 und h = 10,5) bringt die
veranderte Funktion f2(x), die den Sachverhalt sehr
gut beschreibt.

6. Den maximalen Quader erhalt man durch Ablesen

der Hochpunkte von f1 und f2 im Grafikfenster.
Fur die Herleitung (f1(x)) ergibt sich:
h=4,04cm, b=1292cm, |=21,62cm

V =1128,49 cm?3
und fur die Regression (f2(x)):
h=4,19cm, b=12,62cm, |1=21,32cm

V =1115,4 cm?
Die Unterschiede sind gering. Naherungsweise fuhrt
jede Methode zum Ziel. Bei Aufgabe 4 ergeben sich
die gréten Abweichungen vom eigentlichen
Maximalvolumen. Da die Graphen in der Umgebung
von 4.04 sehr flach sind, sind die Unterschiede der
berechneten Volumina trotzdem sehr gering.
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Technische Hinweise fiir Lehrkrafte (Lineare Gleichungssysteme)

Fur Problemstellungen, die auf das Losen von Gleichungssystemen flhren, lassen sich
die im Katalog vordefinierten Symbole verwenden.

Hinweise Umsetzung auf dem TI-Nspire
Man nutzt den solve-Befehl und das entsprechende
Symbol aus dem Katalog.

Gegeben sind Gleichungssysteme, die genau eine
Losung, keine Losung bzw. unendlich viele Losungen
besitzen.

Die Menge der gesuchten Variablen wird in
geschweiften Klammern eingegeben.

(Es funktioniert aber auch ohne geschweifte
Klammern.)

Wird keine Losung gefunden, gibt der TI-Nspire "false"
aus.

Die Wahrheitswerte fur Aussagen sind "true" bzw.
“false".

Hat das Gleichungssystem unendlich viele Lésungen,
wird eine Losung durch einen Parameter, hier ¢1,
beschrieben. Dabei gilt c1 € Q.

Nach dem Einsetzen erhalt man die Lésung fur x in
Abhangigkeit von y.

Bemerkung:
Der TI-Nspire nummeriert den Parameter beginnend
bei ¢1 fortlaufend bis ¢99.

Bemerkung:

Die Ausgabe entsprechender Losungen ist auch von
der Eingabe der zu bestimmenden Variablen abhangig
(siehe nebenstehende Ausgabe).

Gleichungssysteme mit mehr als zwei Variablen lassen
sich Uber das entsprechende Symbol aus dem Katalog
ebenfalls bearbeiten.

Hinweis: Man kann ein Gleichungssystem auch l6sen,
indem man die Gleichungen durch den logischen
Operator ,and” voneinander trennt und die
Lésungsvariablen, durch ein Komma getrennt, anfiigt.
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Der Vorteil gegenlber einem GTR ist, dass CAS
symbolisch rechnen.

Deshalb sollte in den Systemeinstellungen auch
der CAS-Modus "Ein" ausgewahlt werden.

Bemerkung:

Zu beachten ist, dass je nach Angabe der
ausgewahlten Losungsvariablen unterschiedliche
Ergebnisse angezeigt werden.

Eine grofRere Rolle im Unterricht spielt das
Visualisieren der Losungen von Systemen linearer
Gleichungen.

Im Beispiel ist das System zweier Gleichungen
| 2-x+3-y=-1

Ny=3-x+7

gegeben.

Formal wird die Gleichung | nach y aufgelost und als
Funktion f gespeichert.

Die Gleichung Il wird als Funktion g gespeichert.

Ein Gleichsetzen von f und g liefert die Schnittstelle x.
Das Einsetzen (hier sind zwei Moglichkeiten
angegeben) liefert den zugehdrigen Funktionswert.

In der Applikation Graphs ist eine Visualisierung und
uber

[menu]— Graph analysieren — Schnittpunkt

die Angabe der Koordinaten des Schnittpunktes
maoglich.

Bemerkungen:

Das vorgestellte Beispiel dient nur dem exemplarischen Beschreiben eines moglichen
Vorgehens. Im Unterricht wird man solche Gleichungen handisch umformen lassen. Das
Gleichungssystem gehort zu denen, die auch ohne Hilfsmittel geldst werden sollten.
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Arbeitsblatt 8: Lineare Gleichungssysteme mit CAS I6sen
Beispiel:

In einer Gaststatte gibt es Vierer- und Zweiertische. Eine
Reisegruppe von 42 Personen nimmt an insgesamt 12
Tischen Platz. Ermittle, wie viele Vierer- und
Zweiertische darunter sind.

Losung: 12
Es sei x die Anzahl der Vierertische und y die Anzahl der Zweiertische. Dem Aufgabentext

kann man folgende Bedingungen entnehmen:
(1) x+y =12 (Anzahl der Tische) (2) 4x + 2y =42 (Anzahl der Personen)

Fir die Losung des Gleichungssystems wird der
CAS-Rechner genutzt.
1. Schritt: Algebra Gleichungssystem lésen —

Gleichungssystem I6sen wahlen.

Anzahl der Gleichungen und Variablen angeben.
OK drlcken.
2. Schritt: In die Vorlage die Gleichungen eingeben.
[enter]driicken.
3. Schritt: Lésungen ablesen und interpretieren.
L~ {(9;3)}
Die 42 Personen belegen neun Vierer- und drei Zweiertische.

Aufgaben:

1. Lose die Gleichungssysteme mit deinem CAS-Rechner. Runde die Ergebnisse bei
Bedarf auf zwei Nachkommastellen.

) 2,1x + 32y =67 b)Z'(x—7)=—3y 0 3-(2r+5s)=6-(s—2r)+3

x—17y=-13 %-(y+3x)=§ —5:(s=7r)=11-(r+s—-2)

2. Begrunde, zunachst ohne den CAS-Rechner zu verwenden, weshalb das

iii : ; keine Losung besitzt. Ermittle dann die Losungsmenge

mit deinem CAS-Rechner. Beschreibe, woran du an der Rechneranzeige erkennen
kannst, dass es sich um ein nicht Idsbares System handelt.

Gleichungssystem

x+y=1
x+y=1
man die Losungsmenge mit dem CAS-Rechner,
so erhalt man die nebenstehende Anzeige.

Bekanntlich besitzt das Gleichungssystem unendlich viele Losungen. Ermittelt

12 https://media.gettyimages.com/photos/greek-tavern-in-greek-islandgreece-picture-
1d11872914947%k=6&m=1187291494&s=612x612&w=0&h=I9PwsM TD-70 e TOtLHXUbO34fwraeetfOr30hm8I=
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Interpretation: ,FUr y kann man eine beliebige rationale Zahl einsetzen. Die zu diesem y-
Wert zugehorige Zahl x ergibt sich aus dem fir x angegebenen Term durch Einsetzen des
y-Wertes.“ Man nennt ¢1 eine ,Zahlvariable®.

3. Verwende die obige Rechneranzeige, um funf Zahlenpaare (x; y) anzugeben, die das
obige Gleichungssytem erfullen.

4. Ermittle die Losungsmengen der Gleichungssysteme.

a) 2y —40 =x
—6y + 120 = —3x

z—x+2y=4
c) 3y+2z—7=4x
4y +3z—7x =10

b) 2u=t-—2
—14u+7t—-28=0

x+y=3

—2x+y=>5

|asst sich auch interpretieren als die Suche nach dem Schnittpunkt der Graphen der

linearen Funktionen f(x) = —x + 3 und g(x) = 2x + 5.

Ermittle auf beiden Wegen das Zahlenpaar, das als L6sung des Gleichungssystems

bzw. als Koordinaten des Schnittpunkts der Graphen von f und g in Frage kommt.

5. Begrunde: Die Suche nach der Losungsmenge des Gleichungssystems

6. Gegeben ist die Gleichung 2x —y = 1. Gib eine zweite Gleichung an, sodass das
System aus beiden Gleichungen
a) keine Losung hat,
b) unendlich viele Loésungen besitzt.

Erlautere, was dies fur die gegenseitige Lage der linearen Funktionen f und g bedeutet,
deren Gleichungen man aus den Gleichungen des Systems gewinnen kann.

7. Ermittle die Losungsmengen der Gleichungssysteme
2x—y =3 2x—y =3
2x—y=1 Y9 oy 0999y =1
Erklare, woran es liegt, dass die beiden Gleichungssysteme, die sich nur um ein
Tausendstel in einem Koeffizienten unterscheiden, derart unterschiedliche
Losungsmengen besitzen.

x+2ay =3

3x + 6y =9 mit dem Parameter a, der fir

8. Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

eine beliebige rationale Zahl (a # 0) steht.

a) Untersuche, welchen Einfluss der Parameter a auf die Lésungsmenge des
Gleichungssystems hat.

b) Interpretiere das Ergebnis grafisch.
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 8:

Aufgabe 1:
a)
L =~ {(1,07;1,39)}
b)
[= {( 373_647)}
N 224’112
~ {(—1,67;5,78)}
c)

¢~ {(-5w19)

~ {(—0,30;0,93)}
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Aufgabe 2:

Das Gleichungssystem i N
Zahlen nicht gleichzeitig 1 und 2 sein kann.

CAS-Anzeige:

Wenn der CAS-Rechner nach dem Losen eines Gleichungssystems die Anzeige ,false”
(»falsch®) zurtckgibt, dann ist das Gleichungssystem nicht I6sbar.
(Die Lésungsmenge ist die leere Menge.)

Aufgabe 3:

Funf Losungspaare zu

X 1 -1 2 -99
y 2 -1 100
Aufgabe 4:
a)
b)
c)

_ 1 ist nicht losbar, weil die Summe ein und derselben zwei
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Aufgabe 5:

Rechnerische Losung:

Grafische Losung:

Aufgabe 6:

a) Keine Lésung hat z. B. das Gleichungssystem gi :i : é

Die zugehorigen Geraden sind parallel
zueinander.

2x—y=1

b) Unendliche viele Losungen hat z. B. das Gleichungssystem hx—2y =2

Die zugehorigen Geraden sind identisch.
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Aufgabe 7:
2x—y =3 2x—y =3
2x —y =149 25 0999y = 1°
2+ x—y=3
solve {“ s ,{xy}) —
2: x-y=1
’,)- ("= '=3
solve {" D ,{x,y})
2- x-0.999- y=1
x=-998.5 and y=-2000.

Das erste Gleichungssystem reprasentiert zwei lineare Funktionen, deren Graphen
zueinander parallel sind und demzufolge keinen Schnittpunkt haben.

Das zweite Gleichungssystem reprasentiert zwei lineare Funktionen, deren Graphen
nicht parallel zueinander sind. Die lineare Funktion y = 2x — 3 hat den Anstieg m = 2.

Die zweite Gleichung ergibt, nach y umgestellt, die lineare Funktion y = %x - % ~

2,002x — 1,001. Der Anstieg dieser Funktion unterscheidet sich also minimal von dem
der ersten Funktion. Deshalb sind die zugehoérigen Geraden nicht parallel zueinander.
Weil aber der Anstieg nur wenig differiert, schneiden sich die Geraden ,weit drauf3en”
im Punkt S(-998,5; -2000).
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Aufgabe 8:

. L 2ay =3
a) Einfluss des Parameters a auf die Lésungsmenge von X+ cay :

3x+6y=9"

Der Parameter a beeinflusst die Lésungsmenge nicht.

b) Grafische Interpretation: Beide Gleichungen werden nach y umgestellt, um die
Graphen von zugehorigen linearen Funktionen darzustellen.

Die Graphen der vom Parameter a abhangigen Funktionen bilden ein
Geradenbuschel mit dem gemeinsamen Punkt P(3; 0). Wenn x = 3 ist, dann wird

der zugehdrige Funktionsterm 32;: fur alle Werte von a (aul3er von a = 0) den Wert

null annehmen, und zwar unabhangig von a.
Durch den Punkt P verlauft auch die zur ersten Gleichung gehdérende Gerade.
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Arbeitsblatt 9: Lineare Gleichungssysteme (Radtour)

Tom startet um 9.00 Uhr zu einer Radtour von ADorf ins entfernte BDorf. Er fahrt mit
konstanter Geschwindigkeit und schafft in einer halben Stunde 9 km.

Eine halbe Stunde nachdem Tom losgefahren ist, fahrt Anne mit ihrem Rennrad los,
um Tom einzuholen und ihm seine Geldbdrse zu Ubergeben. Sie beeilt sich und
schafft im Schnitt 24 km pro Stunde.

Wo konnten sich die beiden treffen und nach welcher Zeit?

Nutze bei der Bearbeitung die angegeben Hilfen.

Erstelle fur den Sachverhalt eine zugehorige
Wertetabelle und erganze die Spalte fur Anne.
Lies den Zeitpunkt des Treffens ab.

Stelle den Zusammenhang
Uhrzeit — zurlickgelegter Weg
fur Tom und Anne graphisch dar.

Ermittle aus der graphischen Darstellung den Zeitpunkt
des Einholens und den bis dahin zurtckgelegten Weg.

Berechne den Zeitpunkt des Einholens und den bis dahin
zuruckgelegten Weg.

Einen Tag spater: Tom und Anne fahren wie gehabt los.

Aber diesmal plant Tom nach 27 km eine Pause von einer halben Stunde in einem
Gartenrestaurant am See ein. Nach der Pause fahrt Tom mit 18 km pro Stunde weiter.
Anne kann diesmal ihr Tempo nur eine halbe Stunde durchhalten und reduziert dann ihre
Geschwindigkeit auf 12 km pro Stunde.

e Erzeuge eine neue Datei mit den geanderten Daten.
e Erstelle eine neue Funktionsvorschrift fiir Tom und Anne.
e Wo treffen sich die beiden nun?
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LB 3 Lésungen zu Arbeitsblatt 913:

Wertetabelle

Zusammenhang
Uhrzeit — zuriickgelegter Weg
fur Tom und Anne.

Der Schnittpunkt wird graphisch bestimmt.
Zeitpunkt: 11 Uhr
Zuruckgelegter Weg: 36 Km

Berechnung des Zeitpunktes des Einholens und des bis
dahin zurtuckgelegten Weges.

Einen Tag spater:

Darstellung mittels
Streudiagramm

Verwendung abschnitts-
weise definierter linearer
und konstanter Funktionen
Tom und Anne treffen sich
erst in BDorf.

13 Lésungen in Datei: radtour1.tns
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Arbeitsblatt 10: Eine Piratengeschichte’

Aus dem sicheren Hafen sticht an einem nebligen Novembertag ein Patrouillenboot in
See, um Piraten aufzustébern.

Die Voraussetzungen sind denkbar schlecht, denn die Sichtweite betragt nur 0,5 km.
Dennoch befiehlt der Kommandant die Ausfahrt und das Boot legt in der ersten Stunde
eine Strecke von 20 km in Richtung Nordost zurick.

Zur gleichen Zeit fahrt ein Piratenschiff in Richtung Stdost.

Als das Patrouillenboot den Hafen verlasst, befindet sich das Piratenschiff 8 km in
nordlicher und 2 km in dstlicher Richtung vom Hafen entfernt und legt in einer Stunde
15 km zuruck.

Koénnen die Piraten entkommen?

Aufgabe Umsetzung

Veranschauliche unter Nutzung der Tipps und
graphischen Darstellungen den Sachverhalt in der
Applikation Graphs.

Tipps:

Ermittle jeweils fur die x und y - Koordinate der Boote
eine Gleichung in Abhangigkeit von der vergangenen Zeit
und stelle die Punkte in einem Streudiagramm dar.

Verknupfe die Variable flr die vergangene Zeit mit einem
Schieberegler.

Die Sichtweite des Patrouillenbootes kann durch einen
Kreis (hier gelb gefarbt) veranschaulicht werden.
Dazu erstellt man (iber [menu]— Aktionen — Text

den Textr = 0.5.

Uber [menu)— Geometry — Konstruktion — Zirkel
zeichnet man einen Kreis um den Punkt (Patrouillenboot)
und klickt auf den Text r = 0.5.

Veranschauliche den jeweils aktuellen Abstand in einer
Zuordnung: vergangene Zeit — aktueller Abstand

Experimentiere mit verschiedenen Geschwindigkeiten fur
das Patrouillenboot.

Welche Sichtweite musste an diesem Tag moglich sein,
damit die Piraten entdeckt werden?

4 aus: Computer, Internet & Co. Im Mathematikunterricht. Cornelsen: Berlin, S. 85 ff
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LB 3 Losungen zu Arbeitsblatt 101°

Punktkoordinaten in der Tabellenkalkulation in
Abhangigkeit vom Schieberegler m definieren

Patrouille: x; = —— ="
atrouille: X1 = 602 *Upatrouille Y1 = 602 " Upatrouille

. . _ m_ _ m_
Piraten: Xy = 2+ 602 Upiraten Y2 = 8 — 602 Upiraten

m ... Variable des Schiebereglers
vin kTm

Darstellungen als Streudiagramm:  s1 {x <l
ye<yl
s {x « x2

y < y2

Abstand-Zeit im Streudiagramm s3 {x < zeit

y < abst
(Vgl. Definition der Variablen Zeit und abst in der Datei
piraten.tns)

Experimente mit verschiedenen Geschwindigkeiten fur
das Patrouillenboot ergeben, dass z. B. bei einer

Geschwindigkeit des Patrouillenbootes von 22 kTm das

Piratenboot entdeckt wird (es existieren noch andere
mogliche Geschwindigkeiten).

Der Funktionswert des tiefsten Punktes liefert dann ca.
518 m als kleinsten Abstand.

Also wird das Piratenboot bei einer Sichtweite von etwa
500 m entdeckt.

(Eine Berechnung wird hier nicht gefordert.)

5 Lésungen in Datei: piraten.tns
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Leistungskontrolle "papierlos”

Mittels CAS kann zu den bisherigen Leistungskontrollen auch eine "papierlose”
Leistungskontrolle geschrieben werden. Die Datei wird vom Lehrer vorbereitet und am
Anfang der Stunde auf die Schulerrechner verteilt. Am Ende kann die vom Schuler
bearbeitete Datei vom Lehrer eingesammelt und bewertet werden.

Allerdings sollte so ein Vorgehen vor der ersten "scharfen" LK gelbt werden.

Hier ein Vorschlag fur solch eine Leistungskontrolle.
In der Datei werden die Applikationen Notes, Graphs und Calculator und fur einzelne
Fragen das Untermenu Einfiigen — Questions verwendet.
In unserem Vorschlag wird auf der ersten Seite der Name eingegeben.

AnschlieRend folgt die erste Aufgabe, die in nachfolgenden Applikationen bearbeitet wird.

{EEREXBERY > vorschlag_Llk rao i >

Leistungskontrolle 8a
Bitte Namen und Vornamen erganzen:
Name:

Vorname:

Die letzte Seite ist 6.1

IRBERIEN - vorschlag_lk rao I

Aufgabe 1 a) bis ’-"I
Gegeben sind die Funktionen f und g durch

!
Ax)=4-x-2 und glx)=—-x+4

a) Stelle die Graphen von f und g dar. (Elatt 2.3)
b) Berechne von g die Nullstelle. (Blatt 2.4)

¢) Die Graphen von f und g berenzen mit der
y~-Achse ein Dreieck. Eerechne den Flacheninhalt.

(Blatt 2.5)

f=

© Aufgabe 1 - Definition der Funktionen

Ein vorgegebenes Bild soll
vom Schuler erzeugt
werden.

Eine weitere Aufgabe soll
bearbeitet werden.

Die CAS-Software bietet die Mdglichkeit Fragen oder Aussagen zu formulieren und
verschiedene Arten der Antwort (Multiple-Choice, freie Antwort, u. a.) auszuwahlen.
Ob richtig geantwortet wurde, kann sich der Schuler im Prifungsmodus nicht anzeigen

lassen.

D2l S.3 IS4 vorschlag_lk PAOD

54 55 S.QRCOUErA rap i)

braphen linearer Funktionen mit unterschiedlichem
Anstieg

O |A schneiden sich immer
o

B schneiden sich manchmal

Q| C schneiden sich immer im 1. Quadrant

C' l D verlaufen manchmal parallel zueinander

ber Graph einer linearen Funktion f schneidet die
y-Achse in Y(0|2) und die x-Achse in X(-2/0).
Gib eine Gleichung fur f an.

Die abzugebende Datei ist natlrlich zum Schluss unter einem aussagekraftigen und nicht
verwechselbaren Namen abzuspeichern.
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Checkliste Funktionen und lineare Gleichungssysteme

Ich mochte ... Was tust Du? Das kann ich Ich muss
sicher. das noch
uben.

eine Funktion oder | 1. [menu— Aktionen—
Variable definieren. | Define

2.'sto+’ Tasten [ctni | var]
3.7:=" Tasten [ctn ][]

eine Wertetabelle | [menu]— Tabelle—Tabelle. ..
zu einer Funktion
anzeigen.

die Spalte einer
Tabelle mit
fortlaufenden
Zahlen fiillen.

eine Funktion with- Operator - [t ][=]]
stlickweise
zeichnen.

Eigenschaften von | 1. [menu— Graph
Funktionsgraphen | analysieren
aus dem Graphen
ablesen.
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einen
Schieberegler
erstellen.

1. Treten in einer Funktion
f unabhangig von der
veranderlichen Variable
X weitere Parameter
auf, so werden fur diese
automatisch
Schieberegler erstellt.

2. (menu)— Aktion-

Schieberegler einfiigen

eine lineare
Funktion aus zwei
Punkten erstellen
lassen.

(menu)— Statistik-
Statistische
Berechnungen- Lineare
Regression

eine quadratische
Funktion aus drei
Punkten erstellen
lassen.

(menu)— Statistik-
Statistische
Berechnungen-
Quadratische Regression

ein lineares
Gleichungssystem
I6sen.

(menu]— Algebra-
Gleichungssysteme I6sen-
2 System linearer
Gleichungen l6sen

Die Losung eines

LGS interpretieren

- eine Losung

- keine Losung

- unendlich viele
Losungen
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4. Lernbereich 4: Ahnlichkeit

Technische und methodische Hinweise fiir Lehrkrafte

FUr den Unterricht von besonderer Bedeutung ist die rasche Konstruktion von Bildern
geometrischer Objekte bei einer zentrischen Streckung. So lassen sich z. B. Invarianten
und weitere Eigenschaften dieser Abbildung durch die Nutzung des Zugmodus gut
erkunden. Da man das Geometriewerkzeug Zentrische Streckung nicht nur im Geometry-
Modus, sondern auch im Graphs-Modus nutzen kann, lassen sich Zusammenhange in
diesem Kontext auch mit analytischen Mitteln beschreiben und untersuchen. Als Lehrkraft
darf man jedoch nicht unterschatzen, dass die Handhabung der dynamischen
Geometriesoftware auf dem Handheld nicht so flissig moglich ist wie mit der PC-Software
(,Mausekino-Effekt“). Wenn Sie die Durchfuhrung von geometrischen Konstruktionen
durch die Schiler auf dem Handheld wahrend der Unterrichtszeit vorhaben, so planen Sie
deshalb genlgend Zeit ein, und sorgen Sie flur eine hinreichend detaillierte Anleitung.
Haufig genugt es aber, geometrische Konstruktionen und Untersuchungen mit der
dynamischen Geometriesoftware des PC oder einer interaktiven Tafel selbst zu
prasentieren oder durch Schiler vorfihren und erlautern zu lassen.

Die UntermenUs in der Applikation Geometry
sind zum grol3en Teil selbsterklarend.

Alle Untermenis in Geometry haben den
Vorteil, dass sie nach der Auswahl einer
Anweisung kleine Hilfen anbieten. Klicken Sie
dazu auf das Icon in der oberen linken Ecke
des Bildschirms.
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Beispielhaft wird im Folgenden die Streckung
eines Dreiecks beschrieben:

Offne in Geometry das Untermenii Formen —
Dreieck. Folge dem ersten Teil der Hilfe und
klicke auf die drei Eckpunkte des kinftigen
Dreiecks.

Beende diesen Teil mit dem Driicken von

Klicke jeden Eckpunkt an und wahle mit
(et ] (menu] die Anweisung Beschriftung.
Benenne die Eckpunkte des Dreiecks.

Wahle das Untermenu Punkte&Geraden und
dort Punkt. Zeichne einen Punkt als kinftiges
Streckzentrum und benenne ihn mit Z.

Offne das Untermenii Abbildung — Streckung.
Klicke das Icon oben links am Bildschirmrand
an und folge den Hinweisen. Hier wurde 2
als Streckfaktor eingegeben.

Das Bilddreieck wird mit den Bezeichnungen
der Eckpunkte von der Geometriesoftware
erzeugt.

Man kann nun daran gehen,
Zusammenhange zwischen Original- und
Bilddreieck sowie dem Streckzentrum Z und
dem Streckfaktor zu untersuchen.

Zeichne mit Punkte&Geraden — Halbgerade
von Z durch die Originalpunkte je eine
Halbgerade. Die Bildpunkte liegen auf den
zugehorigen Halbgeraden. Dies bleibt auch
so, wenn sich im Zugmodus das
Originaldreieck oder die Lage von Z
verandern.
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Man kann auch den Streckfaktor anklicken
und seinen Wert verandern. Die Eigenschaft,
dass Streckzentrum, Original- und Bildpunkt
immer auf ein und derselben Geraden liegen,
bleibt erhalten.

Mit dem Untermenu Messen kann man
Abstande der Eckpunkte voneinander
(gleichliegender Seitenlangen) oder die
Grolke von gleichliegenden Innenwinkeln
messen und vergleichen. Auch wenn die
Form des Originaldreiecks, die Lage des
Streckzentrums oder die Grolde des
Streckfaktors verandert werden, bleiben
Zusammenhange zwischen den Grolen
erhalten.

Auf analoge Weise lasst sich der
Zusammenhang zwischen den
Flacheninhalten von Original- und Bildfigur
untersuchen.

Auch in der Applikation Graphs gibt es ein
UntermenU Geometry mit einer analogen
Funktionalitat. Hier lassen sich u. a.
geometrische und analytische Kompetenzen
weiterentwickeln.

Wie ware es z. B. die Koordinaten der
Bildpunkte des Trapezes OABC nach
Streckung am Mittelpunkt Z der Strecke AC
mit dem Streckfaktor k = 3 erst zu berechnen
und anschlieRend anhand der Konstruktion
zum Vergleich zu messen?
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Arbeitsblatt 1: Grundkonstruktion einer Zentrischen Streckung mit DGS

Wird ein Gegenstand von einer
zentralen Lichtquelle aus angestrahlt, so
entsteht bei bestimmten Bedingungen
ein Schattenbild.

Ein mathematisches Modell daflr ist die
zentrische Streckung.

— Geometry - Formen — Dreieck 6ffnen

— auf das Icon oben links klicken

— dem ersten Teil der Hilfe folgen

— Dreieck zeichnen

- driicken

— jeden Eckpunkt anklicken und mit [ctri](menu]
Beschriftung wahlen

— Eckpunkte A, B und C des Dreiecks
benennen (GrolRbuchstaben mit [eshif))

— Punkte&Geraden — Punkt wahlen

— Punkt Z als kiunftiges Streckzentrum
zeichnen und benennen

— Untermenu Abbildung — Streckung 6ffnen
— auf das Icon oben links klicken
— den Hinweisen folgen

— die Zahl % als Streckfaktor auf einer freien
Stelle des Bildschirms eingeben,

— Das Bilddreieck wird mit den
Bezeichnungen der Eckpunkte A, B und
C* von der Geometriesoftware erzeugt.

Aufgaben:

1. Greife mit dem Cursor einen Eckpunkt des Originaldreiecks ABC oder den Punkt Z und

verandere seine Lage im Zugmodus. Beschreibe deine Beobachtungen.
Was andert sich, was bleibt gleich?

2. Kiicke auf den Streckfaktor und verandere seinen Wert. Beschreibe deine
Beobachtungen. Was andert sich, was bleibt gleich?

Hinweis: Das Bilddreieck AB’C’ lasst sich als abhangiges Objekt nicht im Zugmodus
verandern.
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LB 4 Losungen zu Arbeitsblatt 1
Aufgabe 1:

Greift man eine Ecke des Originaldreiecks und verandert dessen Form im Zugmodus, so
wird auch die Form des Bilddreiecks in ahnlicher Weise verandert. So wie sich die Lage
des bewegten Originalpunktes verandert, andert sich in gleicher Weise die Lage des
zugehorigen Bildpunktes. Die anderen Punkte von Original und Bild bleiben unverandert.
Greift man das Streckzentrum Z und verandert dessen Lage, so verandert das Bilddreieck
ebenfalls seine Lage, aber nicht seine Form.

Aufgabe 2:

Eine Veranderung des Streckfaktors k bewirkt fur k > 1 eine VergroRerung des
Bilddreiecks, dessen Form ahnlich zum Originaldreieck ist. Je groRer k wird, desto weiter
ruckt das Bilddreieck vom Streckzentrum weg. Fur k = 1 stimmen Original- und Bilddreieck
uberein. Fur 0 < k < 1 erfolgt eine Verkleinerung des Bilddreiecks, je kleiner der positive
Wert von k ist, desto naher ruckt das immer kleiner werdende Bilddreieck an das
Streckzentrum heran. Fur negative Werte von k liegt Z zwischen Bild und Original, das Bild
sieht wieder ahnlich aus wie das Original, ist aber um 180° gedreht.

Fir alle bisher durchgeflihrten zentrische Streckungen gilt vermutlich:

Einander entsprechende Seiten von Original- und Bilddreieck scheinen immer parallel zu
sein. Die Seiten des Bilddreiecks kénnten immer k-mal so lang sein wie die
entsprechenden Seiten des Originaldreiecks.
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Arbeitsblatt 2: Untersuchung von Eigenschaften einer zentrischen Streckung

Gegeben sind ein Dreieck ABC mit A(4|2), B(4|5) und C(1|4) sowie der Ursprung O(0|0).
Das Dreieck wurde am Punkt O mit dem Streckfaktor k = 2 zentrisch gestreckt. Sein
Bilddreieck ist das Dreieck AB’C".

Aufgaben:

1. Zeichne die Verbindungsgeraden von O zu den Bildpunkten in die Abbildung ein (1LE

entspricht 1 cm). Beschreibe die Lage der Originalpunkte bezlglich dieser

Verbindungsgeraden.

Lies die Koordinaten der Original- und Bildpunkte ab und vergleiche sie miteinander.

Miss und vergleiche die Langen der Dreieckseiten von Original- und Bilddreieck.

Miss und vergleiche die GroRe der Innenwinkel von Bild- und Originaldreieck.

Berechne die Flacheninhalte von Original- und Bilddreieck. Entnimm geeignete GroéfRen

der Darstellung.

Fuhre die oben dargestellte zentrische Streckung auf deinem CAS-Rechner durch.

Miss die Langen der Dreieckseiten und die GréRe der Innenwinkel mit den

Werkzeugen der dynamischen Geometriesoftware. Nutze dazu die Madglichkeit, Punkte

mit Koordinaten eingeben zu kdnnen. Vergleiche diese Ergebnisse mit den handisch

ermittelten Resultaten.

7. Verandere die Form des Originaldreiecks oder den Streckfaktor und wiederhole die
Messungen von Punkt 6.

8. Erganze den folgenden Merktext:

Sl ol

o

Fir zentrische Streckungen gilt:

— Winkelgrolken werden verandert. (Winkeltreue)

— Eine Bildstrecke ist |k|-mal so lang wie ihre

(a' = |k|-a).

— Der Flacheninhalt einer Bildfigur ist k>-mal so grold wie der Flacheninhalt der
(A" = k? - A).
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LB 4 Losungen zu Arbeitsblatt 2

Aufgabe 1:

Die Original- und die Bildpunkte legen
jeweils auf ein und derselben Geraden,
die durch das Streckzentrum geht.

Aufgabe 2:
Original | Bild
A(4]2) | A'(8]4)
B(4|5) | B(8]10)
C(114) | C'(2]8)

Die Quotienten einander entsprechender
Koordinaten von Bild und Original sind
gleich dem Streckfaktor.

Aufgabe 3:

AB=3LE AB =6LE
AC=36LE AC =72LE
BC =32LE B'C'=64LE

Aufgabe 4:

XCAB = 2(C'A'B’ =~ 56°
XBCA = «B'C'A" =~ 52°
XABC = <A'B'C' = 72°

Aufgabe 5:

Als Grundseiten wahlt man zweckméaRig 4B = 3 LE bzw.A'B’ = 6 LE. Die Hohe der
Dreiecke kann man dann als Abstand dieser Seiten zu den Punkten C bzw. C‘ ablesen.
Apnse =§-3-3 =45FE  Asupc =§-6-6= 18 FE

Der Flacheninhalt vervierfacht sich!

Aufgabe 6:

Hinweise:

Wenn das Originaldreieck mit dem Werkzeug Formen — Dreieck erzeugt wurde, und
man dann nach der zentrischen Streckung mit dem Werkzeug Messung — Lénge die
Seitenlangen der Dreiecke messen mochte, muss man vorher die Dreieckseiten mit dem
Werkzeug Punkte&Geraden — Strecke markieren. Wenn man das nicht tut, wird mit
diesem Werkzeug die Grol3e des Dreiecksumfanges gemessen.

Bei der Winkelmessung mit dem Werkzeug Messung — Winkel ist darauf zu achten,
dass man drei Eckpunkte des Dreiecks in einer solchen Reihenfolge auswahlt, dass der
Scheitelpunkt des Winkels als zweiter, mittlerer Eckpunkt angeklickt wird.

Fir die Messung der Flacheninhalte mit dem Werkzeug Messung — Fldche werden
vorher die zu messenden Dreiecke angeklickt. Achte darauf, dass dann auch das Objekt
,Dreieck” angezeigt wird. Wenn nicht, bitte dricken!
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Aufgabe 7:
Losung individuell

Aufgabe 8:
Flr zentrische Streckungen gilt:
— WinkelgréRen werden nicht verandert. (Winkeltreue)
— Eine Bildstrecke ist |k|-mal so lang wie ihre
Originalstrecke (a’' = |k| - a).
— Der Flacheninhalt einer Bildfigur ist k*-mal so grof3 wie der Flacheninhalt der
Originalfigur (4’ = k2 - A).
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Arbeitsblatt 3: Seitenverhaltnisse und Winkel bei ahnlichen Dreiecken

Zeichne mit der dynamischen Geometriesoftware wie im Bild 1 die Dreiecke ABC mit
A(2]3), B(4/|2), C(5|5) und PQR mit P(8]5), Q(12|3), R(14|9). Greife das Dreieck PQR an
einer Seite und verschiebe es so, dass P auf A zu liegen kommt (siehe Bild 2).

Bild 1 Bild 2

Die Figur im Bild 2 erinnert an eine zentrische Streckung, bei der das kleinere Dreieck mit
dem Streckfaktor k = 2 vom Streckzentrum A aus gestreckt wurde und so das grofRere
Dreieck als Bild entsteht.

Aufgaben:

1. Begriunde die folgenden Aussagen:

Wegen der Eigenschaften der zentrischen Streckung mussen die Dreiecke ABC und PQR
- in der Grofe gleichliegender Innenwinkel Gbereinstimmen und
- die Seitenlangen einander entsprechender Seiten gleiche Verhaltnisse bilden.

2. Uberzeuge dich durch Nachmessen der WinkelgréRen und Seitenldngen von der
Gultigkeit dieser Aussagen im oben beschriebenen Beispiel.

Definition: Ahnlichkeitsitze fiir Dreiecke

Dreiecke, die in ihren Innenwinkeln ubereinstimmen, nennt man zueinander
ahnliche Dreiecke.

1. Bei zueinander ahnlichen Dreiecken ist das Verhaltnis einander
entsprechender Seitenlangen immer gleich.

2. Dreiecke sind zueinander ahnlich, wenn sie in zwei Innenwinkeln
ubereinstimmen.

3. Begriinde den zweiten Ahnlichkeitssatz mithilfe der Innenwinkelsumme von Dreiecken.
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LB 4 Losungen zu Arbeitsblatt 3

Aufgabe 1:
Diese Aussagen folgen unmittelbar aus den Eigenschaften der zentrischen Streckung

(siehe Arbeitsblatt 2).

Aufgabe 2:

PQ~44LE=2-AB=2-22LE
QR~64LE=2-BC=2-32LE
PR~72LE=2-AC=2-3,6LE
WinkelgréRRen siehe Screenshot.

Aufgabe 3:

Wegen der Innenwinkelsumme im Dreieck, die immer 180° betragt, muss bei zwei
Dreiecken, die in zwei Winkeln Ubereinstimmen, auch die GrolRe des dritten Winkels gleich
sein. Die GroRRe des dritten Winkels ergibt sich fir jedes Dreieck aus 180° abzuglich der
Summe der beiden anderen Innenwinkel.
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Arbeitsblatt 4: Verknuipfung von dynamischer und analytischer Geometrie

Beispiel: Gegeben ist die Strecke AB durch die Punkte A(2|3) und B(4/2).

Ermittle rechnerisch die Koordinaten des Bildpunktes B‘ von B bei Streckung von AB am

Streckzentrum Z(1|1) mit dem Streckfaktor k = 3.
Lésung:
Die Dreiecke ZSB und ZTB‘ sind zueinander ahnlich,
weil sie in dem Innenwinkel bei Z und den rechten
Winkeln bei S bzw. T Ubereinstimmen (siehe
Abbildung).
Deshalb gilt —- =k, = = k sowie — = k.

|ZB| |Z3| ISBI

Die x-Koordinate von B’ ergibt sich durch Addition:

Xgr =Xz + k- (xg-x;,)

Analog erhalt man die y-Koordinate

von B yg, = yz + k- (yg —¥z)

Daraus ergibt sich fur k = 3 mit den oben gegebenen Koordinaten:
xpr=1+3-(4-1)=10und yg, = 1+ 3-(2-1) = 4, also B'(10/4).

|ZB1| _ |ZT| |TB7|

Aufgaben:
1. Beschreibe, wie man analog zum Beispiel die Koordinaten von A* ermitteln kann.

2. Uberpriife die bisherigen Uberlegungen durch Konstruktion der Bildpunkte mit dem
CAS-Rechner.

3. Gegeben sind die Punkte P(0|1) und Q(3|4). Der
Punkt Q wird durch eine zentrische Streckung mit
dem Streckfaktor k am Streckzentrum P auf den
Punkt Q" abgebildet. Prufe rechnerisch nach, ob
es stimmt, dass sich die Koordinaten von Q'
durch Q‘(3k |1 + 3k) ergeben.

Teste das Ergebnis durch Konstruktion, fuge fur k
dazu einen Schieberegler ein.
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LB 4 Losungen zu Arbeitsblatt 4

Aufgabe 1:
x4 =1+3-(2-1) =4undy, =1+3-(3-1) = 7, also A'(4|7)

Aufgabe 2:

Setze den Cursor auf den Punkt, wahle aus dem Kontextmeni mit [en][mend das Unterment
Koordinaten &Gleichung. Die Punktkoordinaten werden angezeigt.

Aufgabe 3:

Mit xg, = x; + k- (xg-x,) und yg, = y; + k- (yg — y,) sowie P(0]|1) und Q(3]4) folgt:

Xgr = Xp +k-(xQ—xP) =0+k-(3-0) =3k

Yo=Y +k-(yo-yp) =1+k-(4-1)=1+3k

EinflUgen eines Schiebereglers durch Aktionen — Schieberegler einfiigen. Dann die
Einstellungen etwa wie folgt vornehmen und noch ,minimieren” aktivieren:

Fir k = 2 ergibt sich rechnerisch aus Q'(3k; 3k + 1) der auch zeichnerisch mit dem
Schieberegler ermittelte Wert Q'(6; 7).
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Arbeitsblatt 5: Streckenverhaltnisse

1. Untersuchungen zu Verhaltnissen von
Seitenlangen:

a) Zeichne ein Dreieck ABC.

b) Konstruiere zur Seite BC eine Parallele durch einen
Punkt D auf der Seite AB.

c) Benenne den Schnittpunkt der Parallelen mit der
Seite AC mit E.

d) Erzeuge die Strecken AD,DB, AE, EC und benenne

sie. ((menu] Aktionen-Text)

e) Miss die Langen dieser Strecken und speichere die
Messwerte unter Variablen ab mit [ctrl ] (menu)
Speicher. Ersetze ,var® durch die zugehdrige
Bezeichnung.

f) Bilde die angegebenen Verhaltnisse der
Streckenlangen.

Gib dazu zunachst die Texte AD/DB und AE/EC
ein mit Aktionen-Text.

Wahle dann Aktionen-Berechne, Klicke auf
jeden der Texte und folge den Anweisungen des
Rechners.

g) Verandere im Zugmodus sowohl die Form des Dreiecks als auch die Lage der
Parallelen.

h) Beschreibe die Veranderungen der Streckenlangen
und ihrer Verhaltnisse.

2. FUhre analoge Untersuchungen fur die
nebenstehende Figur durch:

3. Erganze die Merksatze zu wahren Aussagen:

Wenn zwei durch einen Punkt verlaufende Geraden von zwei Parallelen geschnitten

werden, die nicht durch den Scheitelpunkt gehen, dann gelten die folgenden

Aussagen:

1. Es verhalten sich je zwei Abschnitte auf der einen Geraden so zueinander wie
die auf der anderen Geraden.

2. Es verhalten sich die Abschnitte wie die ihnen
entsprechenden, vom Scheitel aus gemessenen Abschnitte auf jeweils
derselben Geraden.
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LB 4 Losungen zu Arbeitsblatt 5

Aufgabe 1:

1a:

Applikation Geometry 6ffnen

Formen — Dreieck

1b:

1c:

Den Punkt D fiir die Parallele auf die Seite AB
legen mit Punkte&Geraden-Punkt auf

Parallele konstruieren mit Konstruktion —
Parallele

Hilfe oben links anklicken und danach
verfahren

Punkt E konstruieren und bezeichnen mit
Punkte&Geraden-Schnittounkt

1d:

Strecken zeichnen mit
Punkte&Geraden — Strecke

Strecken AD, DB, AE,EC mit Aktionen-
Text bezeichnen
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1e:

Strecken einzeln anklicken und messen mit
dem Kontextmenu:

(ctrt ] [menu] Messung — Lénge

Klicke jeden Messwert an und speichere die
gemessenen Langen als Variable mit dem
Kontextmen(i: [ctr ] [menu] Speichern

Ersetze "var" durch die entsprechende
Streckenbezeichnung.

Wahle Aktionen — Text

Gib als Text ein AD (] DB
Gib als Text ein AE (=] EC
Wahle Aktionen — Berechnen
Folge der Hilfeanweisung

1g:

Greife den Punkt D und bewege ihn entlang
der Dreieckseite. Beobachte die Messwerte
und ihre Verhaltnisse

Verandere die Form des Dreiecks und
wiederhole die Beobachtung

1h:
Fur jede Form des Dreiecks und jede Lage des ,Zugpunktes® sind die Verhaltnisse der
Streckenlangen gleich groR.
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Aufgabe 2:
Konstruktion, Beobachtung und Beschreibung analog zu Aufgabe 1.

Aufgabe 3

Wenn zwei durch einen Punkt verlaufende Geraden von zwei Parallelen

geschnitten werden, die nicht durch den Scheitelpunkt gehen, dann gelten die

folgenden Aussagen:

1. Es verhalten sich je zwei Abschnitte auf der einen Geraden so zueinander
wie die gleichliegenden Abschnitte auf der anderen Geraden.

2. Es verhalten sich die Abschnitte auf den Parallelen wie die ihnen
entsprechenden, vom Scheitel aus gemessenen Abschnitte auf jeweils
derselben Geraden.
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Arbeitsblatt 6: Ubungen

1. Das grolRe Parallelogramm ist aus dem kleinen
durch eine zentrische Streckung hervorgegangen.

Zeichne das Streckzentrum ein und ermittle den
Streckfaktor durch Nachdenken.

Beschreibe, wie du die Aufgabe auch mit der
dynamischen Geometriesoftware (DGS) I6sen
kannst und kontrolliere so deine Uberlegungen
mithilfe der DGS.

2. Prife und begriinde, ob eine zentrische Streckung vorliegt. Beschreibe deinen
Losungsweg.

3. Gegeben sind zwei Punkte A(2|2) und B(5|3).

a) Ermittle die Koordinaten des Bildpunktes B‘ in Abhangigkeit von k bei einer
zentrischen Streckung von B am Streckzentrum A mit dem Streckfaktor k.
Gib auch eine Gleichung der Geraden an, auf der die Bildpunkte B* liegen.
Untersuche, ob es einen Wert fur k gibt, fur den B'(32|12) gilt.

Kontrolliere Deine Ergebnisse mit dem CAS-Rechner.

b) Ermittle die Koordinaten des Bildpunktes A’ in Abhangigkeit von k bei einer
zentrischen Streckung von A am Streckzentrum B mit dem Streckfaktor k.
Gib auch eine Gleichung der Geraden an, auf der die Bildpunkte A* liegen.
Kontrolliere Deine Ergebnisse mit dem CAS-Rechner.
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4. Gegeben ist ein achsenparalleles Quadrat ABCD mit einem Eckpunkt A(2|2) und der
Seitenlange k (siehe Zeichnung).

a) Das Quadrat ABCD wird an seinem Mittelpunkt Z mit dem Streckfaktor k = 4
zentrisch gestreckt. Ermittle die Koordinaten der Bildpunkte.

b) Das Quadrat ABCD wird an seinem Mittelpunkt Z mit dem Streckfaktor k zentrisch
gestreckt. Ermittle die Koordinaten der Bildpunkte in Abhangigkeit von k mit
keQk>D0.

c) Untersuche, fur welchen Wert von k der Flacheninhalt des Bilddreiecks 27 FE
(225 FE) betragt.

5. Die Abbildung zeigt ein Dreieck ABC mit A(-5/0), B(5/|0) und C(0|8). Diesem Dreieck
soll ein Rechteck EFGH mit einem Seitenverhaltnis von 2 : 1 durch Konstruktion
einbeschrieben werden’®. Diese Konstruktion kann mithilfe des grau eingezeichneten
Hilfsrechtecks erfolgen.

a) Beschreibe und begrinde diese Konstruktion.

b) Untersuche rechnerisch oder durch Konstruktion mit DGS, ob der Augenschein
stimmt, dass das einbeschriebene Rechteck EFGH Eckpunkte mit ganzzahligen
Koordinaten besitzt.

16 Das dem Dreieck einbeschriebene Rechteck liegt so, dass seine Eckpunkte auf den Dreieckseiten liegen, und zwar so,
wie es die Abbildung deutlich macht.
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LB 4 Losungen zu Arbeitsblatt 6

Aufgabe 1:

Das Streckzentrum Z erhalt man als

Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von

Original- und Bildpunkten. Z ist das Zentrum

der Symmetrieachsen.

Der Streckfaktor k = 2 ergibt sich als Quotient

der Langen einer Bildstrecke durch die Lange

der zugehorigen Originalstrecke.

Mit dem CAS-Rechner lasst sich die Figur am

besten in der Applikation Graphs mit

eingeblendetem Gitter nachzeichnen, wenn

man die Achsen des Koordinatensystems als

Symmetrieachsen der Figur wahlt. Durch

Anzeigen der Punktkoordinaten eines Original-

und eines Bildpunktes lasst sich dann rasch auch der Streckfaktor ermitteln. Eine Probe
wird moglich, wenn man die Streckung dann mit dem Geometriewerkzeug ausfluhrt.

Aufgabe 2:

Die Verbindungsgeraden von Original- und
Bildpunkten schneiden einander
augenscheinlich in ein und demselben Punkt Z.
Wenn es ein Streckzentrum gibt, dann muss es
der Punkt Z sein.

Durch Nachmessen der Entfernungen von
Original- und zugehoérigem Bildpunkt findet man
allerdings verschiedene Streckenverhaltnisse,

2. B. (leicht ablesbar) 2 = Z = 1,75 und

% = g = 2,5. Deshalb liegt keine zentrische
Streckung vor.

Bei der zweiten Figur findet man wie bei der
ersten einen Punkt Z, der als Streckzentrum in
Frage kommt.

Fur die Streckenverhaltnisse gilt:
ZAI 5 ZB1

:=—=2,5 :=—=2,5

ZA 2 ZB 2

ZCr 7,5 ZDr 7,07
:=—=2,5 :z—zZ,S
ZC 3 ZD 2,83

Fir die Punkte A, B und C und ihre Bildpunkte

lassen sich die Streckenlangen zum Punkt Z

leicht ablesen. Bei den Punkten D und D* muss

man sich mit einer Messung begnugen.

Konstruiert man die Figur in der Anwendung

Graphs nach, lassen sich die Entfernungen von

D bzw. D* zu Z auch mit dem Werkzeug Messung genauer ermitteln. Noch genauer geht
es mit dem Satz des Pythagoras, der aber noch nicht zur Verfigung steht. Hier ist es also
sinnvoll anzunehmen, dass eine zentrische Streckung vorliegt.
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Aufgabe 3a:

Im Arbeitsblatt 3 wurde als Zusammenhang zwischen den Koordinaten von Bildpunkt B
und Originalpunkt B bei Streckung am Punkt A hergeleitet:

xgr = x4+ k- (xg-x,) und 1 yg, =ya+ k- (yp — ya)

Mit A(2|2) und B(5]|3) ergibt sich:

Xg; =24+ k- (5-2)und:yg =2+ k-(3—2)und damit BY(2 + 3k|2 + k)

Die Gleichung fur die Gerade, auf der die Bildpunkte B* liegen, kann mithilfe der Punkte A
und B bestimmt werden: y = gx + %-

Aufgabe 3b:

Analog zur Losung der Aufgabe 3a ergibt sich mit

Xar = xp + k- (x4-xp) und ya, = yp + k- (ya — y): A(22), B(5[3), A'(5-3k|3-k)

Die Gleichung fur die Gerade, auf der die Bildpunkte A’ liegen, kann mithilfe der Punkte A
und B bestimmt werden zu y = éx + %. Sie ist also dieselbe Gleichung wie bei Aufgabe
3a.
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Aufgabe 4a:

Ermittlung der Bildpunkte durch Konstruktion: A‘(-4|-4), B‘(12|-4), C‘(12|12), D‘(-4|12).

Aufgabe 4b:
Koordinaten der Punkte in Abhangigkeit von k:

A(212), B(2+K[2), C(2+k|2+k), D(2]2+k) sowie Z (*:|2%) als Mittelpunkt von AZ.
Verwende xp, = xz — k- (xz-xp) und yp, =y, — k- (y; — yp).

Zur Vereinfachung der Rechnung wird ein wiederverwendbares Notes-Dokument erstellt.
Hier sind mit x bzw. y die Koordinaten des Originalpunktes bezeichnet, mit xbild und ybild

die des Bildpunktes sowie mit x, und y, die Koordinaten des Streckzentrums.

Ergebnis:

_x2 k2 A2 k2
A(T+7+2|T+7+2>
P PP

2 |2 2

k2 —k?
C <7+k+2|T+k+2>

k2 k2
D <7+2|7+2>

Fir k = 4 erhalt man die in Aufgabe 4a ermittelten
Koordinaten aus diesen allgemeinen
Ergebnissen.
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Aufgabe 5a:

Das kleine graue Rechteck ist so

gezeichnet, dass seine Seitenlangen das

Verhaltnis 2 : 1 bilden. Es liegt wie das

Dreieck symmetrisch zur y-Achse mit

einer der langen Seiten auf der x-Achse.

Man sieht nun den Ursprung O des

Koordinatensystems als Streckzentrum

an und zeichnet die Halbgeraden von O

aus durch die beiden oberen Ecken des

kleinen Rechtecks, bis sie die

Dreieckseiten in den Punkten G und H

schneiden. Die Senkrechten von G und

H auf die x-Achse schneiden diese in

den Punkten E und F. Das Rechteck

EFGH ist dann das Bild vom kleinen grauen Rechteck bei einer zentrischen Streckung am
Ursprung O. Wegen der Eigenschaften einer zentrischen Streckung stehen die
Seitenlangen des Rechtecks EFGH dann auch im selben Verhaltnis 2 : 1 wie die des
kleineren Rechtecks.

Aufgabe 5b:

Lasst man sich die Koordinaten der
Punkte G und H anzeigen, so ergeben
sich keine ganzzahligen Koordinaten, der
Augenschein scheint also zu trugen.

Man kann die Koordinaten von G und H
auch als Schnittpunkte zweier Geraden
berechnen. Wegen der Symmetrie der
Figur genlgt die Berechnung eines der
Schnittpunkte, z. B. von G:

Gerade vom Ursprung durch die rechte
obere Ecke des kleinen Rechtecks. Diese
hat die Koordinaten (2|2). Die
Ursprungsgerade hat deshalb die
Gleichung y = x. Die Gerade g(BC) geht

durch die Punkte B(5]|0) und C(0|8). Ihr Anstieg ist m =—§ und ihr y-Achsenabschnitt
n = 8. Die Gleichung von g(BC) ist y =—§x + 8. Setzt man hier y = x ein, so ergibt sich die

Gleichung x =—§x + 8. Hieraus erhalt man x = % Diese Zahl ist keine ganze Zahl,
sodass hiermit bestatigt ist, dass die Schnittpunkte von G und H nicht ganzzahlig sind.
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Checkliste Ahnlichkeit
Applikationen Geometry oder Graphs

Ich mochte Was tust Du? Das kann ich | Ich muss
sicher. das noch
uben.
ein Punkte&Geraden, Formen,

geometrisches Konstruktion oder Abbildung

Objekt zeichnen. | verwenden. Hilfe oben links auf dem
Bildschirm anklicken.

den Zugmodus | Cursor auf das zu bewegende Objekt
anwenden. setzen, bis er die Form einer offenen
Hand 2 hat, dann Klicken, bis sich
das Handsymbol schlief3t &3 , mit
Klicktasten ¢ p a w oder Uber das
Touchpad streichen.

eine zentrische Abbildungen — Streckung

Streckung Objekt anklicken, Streckzentrum

ausfiihren. anklicken, Streckfaktor eingeben oder
anklicken

einen Aktionen — Schieberegler

Schieberegler einfiigen, Einstellungen vornehmen

einfligen.

geometrische Cursor auf das zu messende Objekt

GroRen messen. | setzen, Messung und die zu
messende GroRe wahlen,

Fir eine Winkelmessung drei Punkte
anklicken, die den Winkel
kennzeichnen, der Scheitelpunkt
muss der zweite anzuklickende Punkt
sein.

Das Winkelmal® DEG einstellen z. B.
mit (menu] Ejnstellungen.

Rechnungen auf | Mit Messung die bendétigten

dem Grolien messen,
Geometrieblatt mit Aktionen Text den Term fir
durchfiihren. die Berechnung eingeben,

mit Aktionen Berechnen die flir
die Berechnung gemessenen Grolien
in der angezeigten Reihenfolge
anklicken.
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Programmierung mathematischer Algorithmen

5. Wahlbereich 1: Programmierung mathematischer Algorithmen

Technische Hinweise fiir Lehrkrafte

Der TI-Nspire-CAS verfligt Uber 2 Programmiersprachen (TI-Basic und ab der Version 5.2
zusatzlich Python), welche schnell erlernbar und auch im Mathematikunterricht einsetzbar
sind.

Hier werden kleinere und auch weiterfuhrende Python-Programme vorgestellt, die die
Verwendung der allgemeinen Grundstrukturen Sequenz, Verzweigung und Zyklus
veranschaulichen und zum Weiterprobieren anregen sollen.

1. Berechnungen an geometrischen Objekten

2. Simulation einfacher Zufallsversuche

3. Tauschen zweier Variablen - Sortieren von Zahlen

4. Das Heronverfahren zur Bestimmung der Quadratwurzel
5. Groldter gemeinsamer Teiler zweier Zahlen

6. Maximum einer Liste suchen

Zunachst verweisen wir hier auf die folgende Webseite
https://education.ti.com/en/activities/ti-codes/python/TI-Nspire

Dort finden Sie einen kurz gefassten Einstieg in die Programmiersprache Python in

5 Lektionen.

Die hier vorgestellten kleinen Programme sollen diesen Einstieg in das Programmieren mit
Python unterstutzen.

Bei den vorgeschlagenen Programmen wird bewusst auf den Import Tl-spezifischer
Bibliotheken (wie z.B. tI_system) weitgehend verzichtet, sodass diese Programme auch in
einer Python-IDE programmiert und ausgefuhrt werden kdnnen.

Wir verwenden bei allen Programmen durchgangig Kleinschreibung und verzichten auf
Umlaute, da beides das Programmieren mit dem Handheld vereinfacht.
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Problem 1: Berechnungen an geometrischen Objekten

Aufgabe 1

Schreibe ein Programm, das nach
Eingabe von Lange und Breite den
Umfang und Flacheninhalt eines
Rechtecks berechnet und ausgibt.
Hinweis: Beachte, dass die
Seitenlangen als FlieRkommazahlen
gespeichert werden mussen.

Nach Starten des Programms mit
CTRL-R in der Python-Shell wird das
Programm nach Eingabe von Lange und
Breite einmal ausgeflhrt.

Aufgabe 2

Schreibe ein Programm, das nach
Eingabe eines Radius den Flacheninhalt
und den Umfang des zugehdrigen
Kreises berechnet und ausgibt.

Hinweis: Zur Losung vieler
mathematischer Problemstellungen
bendtigt man die Bibliothek ,math®, die
importiert werden muss.

Aufgabe 3

Schreibe ein Programm, das nach
Eingabe der Seitenlangen eines
Dreiecks uberpruft, ob ein
rechtwinkliges Dreieck vorliegt.
Hinweise:

1. ,=="ist in Python der
Vergleichsoperator.

2. Nutze fur Kontrollstrukturen — hier
»IF...Else — die entsprechenden Menus.
3.Nutze zur Uberpriifung den Satz des
Pythagoras, informiere dich dazu vorher
im Internet.

4. Sonderfalle mit zwei gleich langen
Seiten sind hier nicht berucksichtigt,
dies kann als Zusatzaufgabe geldst
werden.
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Problem 2: Simulation einfacher Zufallsversuche

Aufgabe 1

Ein Wurfel wird mehrfach geworfen.
Ausgegeben werden die jeweiligen
Augenzahlen und ihre Anzahl.

(Idee Veit Berger)

Hinweise:

1. Hier wird z. B. die Bibliothek random
genutzt.

2. Erstmals wird hier eine Zahlschleife
verwendet.

3. Listen, wie ,augen® und ,anzahl®
kénnen ebenfalls Gber das Menu
,Eingebaute” definiert werden.

4. Vorteil dieses Programms gegenuber
einer Bearbeitung mit
Lists&Spreadsheet bzw. Notes ist

z. B., dass man mit sehr grof3en
Wurfzahlen arbeiten kann.

Aufgabe 2

Ein Wurfel wird mehrfach geworfen.
Ausgegeben werden die jeweiligen
Augenzahlen und die Anzahl der Wiirfe,
bis das erste Mal eine 6 erscheint.
Hinweise:

1. Da die Anzahl der Durchlaufe nicht
bekannt ist, verwendet man hier eine
kopfgesteuerte Schleife (while).

2. \="ist der Vergleichsoperator
»ungleich®

wuerfe += 1 bedeutet, dass der Wert der
Variablen wuerfe um 1 erhoht wird.
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Problem 3: Tauschen zweier Variablen - Sortieren von Zahlen

Aufgabe 1
Tauschen zweier Variablen

Zwei Zahlen werden zwei Variablen zugewiesen.
Zum Beispiel: 2 —» a und

3 — b. Das Programm soll den Variablen a und b
jeweils die andere Zahl zuweisen, also tauschen.
Hinweis:

Hier verwendet man den ,klassischen®
Tauschalgorithmus mit Hilfe einer Hilfsvariable.

Aufgabe 2
Sortieren

Nach Eingabe von drei paarweise verschiedenen
Zahlen sollen diese aufsteigend geordnet
ausgegeben werden.

Hinweis:

Zum Tauschen kann folgende Python-Funktion
verwendet werden: a,b =b,a

Aufgabe 3
Sortieren

Nach Eingabe von drei Zahlen sollen diese
aufsteigend geordnet ausgegeben werden.

Dabei soll bei Eingabe gleicher Zahlen nur das
Relationszeichen = verwendet werden.

Hinweis:

Rechts ist nur ein Teil des Programms zu sehen,
es mussen weitere Fallunterscheidungen getroffen
werden.

Aufgabe 4
Die gleiche Aufgabenstellung wie bei Aufgabe 3.
Hier mit der ,eleganten® Idee, nach dem Sortieren

der Zahlen die richtigen Relationszeichen zu
setzen.
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Problem 4: Das Heronverfahren zur Bestimmung der Quadratwurzel

Heron von Alexandria, geboren um

10 n. Chr., gestorben um 70 n. Chr., war
ein griechischer Mathematiker, er lebte
in Alexandria.

Schreibe ein Programm, das nach
Eingabe einer Zahl nach dem
Heronverfahren auf funf
Nachkommastellen genau die Wurzel
berechnet.

Hinweise:

Verwende dazu eine Funktion heron(z),
die die Zahl iUbergeben bekommt.

Das Ergebnis wird mit dem ,round®-
Befehl auf 5 Nachkommastellen
gerundet.

Problem 5: GroRBter gemeinsamer Teiler zweier Zahlen

Schreibe ein Programm, das den ggt
zweier einzugebender Zahlen bestimmt
und ausgibt.

Hinweise: Der Tl hat solch eine Funktion
gcd(a,b) schon implementiert.
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Problem 6: Maximum einer Liste suchen

Maximum suchen

Zehn ganze Zahlen werden zufallig
erzeugt und nacheinander in eine Liste
geschrieben. Diese Liste wird
ausgegeben.

Zusatzlich wird in der Liste die grofite
Zahl gesucht und ebenfalls
ausgegeben.

Dabei werden zwei Funktionen
verwendet.

Lésungen: vgl. Datei sachsen_programme_5.tns
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Lineare Optimierung

6. Wahlbereich 2: Lineare Optimierung

Typische Problemstellungen aus diesem Bereich erfordern zunachst eine mathematische
Modellierung, um zwei Variablen zu betrachten, die dann im R? dargestellt werden
konnen.

Ausgangspunkt fur Aufgaben zur linearen Optimierung sind Ungleichungen und
insbesondere deren grafische Veranschaulichung. Aus einem praktischen Problem leitet
man Beziehungen zu zwei Variablen, die man mit x und y bezeichnen kann, her und
versucht damit, Maxima bzw. Minima einer Zielfunktion z(x,y) = ax +by zu bestimmen. Die
Zielfunktionen z kénnen z. B. der Gewinn bzw. die Produktionskosten eines
Unternehmens sein.

Damit ist die Grundidee zur Losung beliebig schwieriger linearer Optimierungsaufgaben
gegeben.

Technische Hinweise fiir Lehrkrafte
Darstellung der Losungsmengen von Ungleichungen

Lésungsmengen einiger Ungleichungen lassen sich
grafisch veranschaulichen. Offnen Sie dazu die
Anwendung Graphs und dort mit — Graph —
Eingabe/Bearbeitung die Anwendung Relation. Geben
Sie dort z. B. die Ungleichung 2x — 4 < 3 ein.
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Diese Art der Darstellung kann nun genutzt werden, um Aufgaben zu bearbeiten, die zur
linearen Optimierung gehdren.

Losungsschritte

1. Variablen x und y definieren und mit Hilfe der gegebenen Bedingungen die
Ungleichungen aufstellen.

2. Die Ungleichungen grafisch darstellen und das sogenannte Planungspolygon, welches
alle Ungleichungen erfullt, markieren.

3. Zielfunktion z(x,y) = a-x + by aufstellen.

4. Betrachtet man z als veranderlichen Parameter, so stellt z = a-x + b-y eine
Geradenschar mit konstanter Steigung dar. Verschiebt man nun diese Geradenschar so
im Planungspolygon, dass die auRere Ecke oben rechts (Gewinnmaximierung) bzw.
unten links (Kostenminimierung) gerade beruhrt wird, hat man den optimalen Wert
ermittelt.

Das Optimum kann man algebraisch durch Einsetzen der Koordinaten dieses Punktes in
die Zielfunktion z(x,y) ermitteln oder man stellt die Zielfunktion z als Geradenschar mit
dem Parameter z dar und verschiebt diese Gerade dann bis zum interessierenden
Eckpunkt.

Hoherdimensionale Probleme sind bis zum Grad drei noch grafisch I6sbar, danach
existieren entsprechende Algorithmen (z. B. Simplexalgorithmus).

Die folgenden drei Beispiele sind zunachst zum Nachvollziehen der Vorgehensweise mit
Ldsungen versehen, es folgt dann ein Arbeitsblatt mit Aufgaben zum selbststandigen
Bearbeiten.
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Beispiel 1: Gewinnmaximierung

Ein Automobilhersteller produziert zwei Wagentypen A und B. Vom Typ A kénnen taglich
maximal 600 Stlck fertiggestellt werden, vom Typ B maximal 300 Stick, wegen Mangel an
Personal jedoch nicht mehr als 750 Stlck insgesamt. Der Reingewinn fur einen Wagen
vom Typ A betragt 2400 €, flr einen Wagen vom Typ B 3600 €.

Wie viele Wagen mussen taglich von jedem Typ produziert werden, wenn der Reingewinn
maximal werden soll? Wie groR ist dieser Reingewinn?'”

Die gegebenen Bedingungen lassen sich
in entsprechende Ungleichungen
Ubersetzen, welche direkt Gber die Ansicht
,Relationen®

(in der Applikation Graphs: -3-2)
eingegeben werden kdnnen.

Es ergeben sich nach dem Eintragen der
drei Ungleichungen

x < 600 maximal 600 Fahrzeuge vom Typ
A

y < 300 maximal 300 Fahrzeuge vom

Typ B

x+y < 750 maximal 750 Fahrzeuge am Tag
die rechts dargestellten Uberlappungen
dieser Teilebenen.

Betrachtet man nun die Schnittpunkte der
Geraden y = 750 — x mit den beiden
anderen Geraden (man betrachtet die
Kanten des Planungspolygons), so erhalt
man P(450; 300) bzw.

Q(600; 150).

FUr maximalen Gewinn missen 450
Wagen vom Typ A und 300 vom Typ B
produziert werden.

Die Zielfunktion z(x,y) = 2400x + 3600y
liefert fur den Punkt P den Maximalgewinn
von 2160000 €.

7 Vgl. B. Frei, R. Hugelshofer, R. Mérki, Lineare Funktionen und Gleichungen TI 2011
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Nutzung eines Schiebereglers
(hier mit zz bezeichnet)
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Beispiel 2: Fahrradkauf - Anzahlmaximierung

Eine Jugendherberge will fur 20000 € Leihrader anschaffen. Es sollen hochstens
sechs E-Bikes zu 1600 € und mindestens neun einfache Fahrrader zu 800 € angeschafft
werden. Es sollen aber so viele Rader wie moglich angeschafft werden.

Hinweis: Beachte, dass es nur ganzzahlige Lésungen geben kann und nutze ggf. die
Applikation Notes.

Ubersetzung der gegebenen Bedingungen
in das Ungleichungssystem:

ug1: 20000 € stehen flr den Kauf beider
Raderarten maximal zur Verfligung.

ug2: Es sollen hochstens 6 E-Bikes
gekauft werden.

ug3: Es sollen mindestens 9 einfache
Fahrrader gekauft werden.

ug4: Die Anzahl der einfachen Rader muss
groler als die Anzahl der E-Bikes sein.

Beim Kauf von sechs E-Bikes und elf einfacher Rader kann die Summe von 20000 € fast
vollstandig ausgeschopft werden.
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Beispiel 3: Minimierungsproblem'®

Peter kalkuliert scharf! Er muss in zwei Fachern - namlich in Mathematik und in Englisch -
eine Nachprufung machen. Um den versaumten Stoff nachzuarbeiten, bendtigt er in
Mathematik mindestens zwei Tage und in Englisch mindestens anderthalb Tage. Das
Nacharbeiten allein genlgt nicht, da er auch den Stoff iben muss. Bei einem
Arbeitsaufwand von einem Tag kann er in Mathematik vier Punkte und in Englisch acht
Punkte oder eine entsprechende Kombination bei einer anderen Tagesaufteilung
erreichen. Insgesamt muss er in beiden Fachern zusammen mindestens 44 Punkte
erreichen. Sein Freund hat sich bereit erklart, mit ihm mindestens zehn Stunden
zusammenzuarbeiten, und zwar taglich zwei Stunden im Fach Mathematik und eine
Stunde im Fach Englisch. Wie muss Peter seine Zeit einteilen, damit er mit einem
mdglichst geringen Aufwand sein Ziel erreicht?

Ubersetzung der gegebenen
Bedingungen in das
Ungleichungssystem:

x: Anzahl der Tage fur Mathematik
y: Anzahl der Tage fur Englisch
X=2 y=>15

2x +y =10 und 4x+8y > 44
Zielfunktion: z=x +y

Die Zielfunktion berthrt im Punkt

P(3; 4) das Planungspolygon.

Dies bedeutet, dass Peter mindestens
vier Tage Mathematik und drei Tage
Englisch lernen muss, um mit
minimalem Aufwand die Prifung zu
bestehen.

8 Vgl. B. Frei, R. Hugelshofer, R. Mérki, Lineare Funktionen und Gleichungen TI 2011
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Arbeitsblatt 1: Lineare Optimierung
Aufgabe 1

Eine Computerfirma stellt Tablets in den Ausfuhrungen N und H her.

Fir die Produktion missen zwei Fertigungslinien A und B durchlaufen werden, die beide
wochentlich jeweils maximal 80 Stunden genutzt werden kdnnen. Die Produktion eines
Tablets der Ausfiihrung N bendtigt zwei Stunden in Linie A und eine Stunde in Linie B. Die
Produktion eines Tablets der Ausfuhrung H bendtigt 1,5 Stunden in Linie A und zwei
Stunden in Reihe B. Der Gewinn fur Tablets der Ausfihrung N betragt 180 € fur die
Ausfuhrung H 240 €.

Bei welcher Anzahl an produzierten Tablets wird der Gewinn maximal?
Aufgabe 2

Ein Pluschtierhersteller stellt Teddys (T), Katzen (K) und Elefanten (E) her. Der Gewinn
betragt pro Teddy 8 €, pro Katze 6 € und pro Elefant 5 €.

Berechne den maximalen Gewinn, wenn folgende Bedingungen beachtet werden mussen:
a) Pro Monat werden 1000 Plischtiere hergestellt werden.

b) Es mussen mindestens 250 Teddys und 200 Katzen hergestellt werden.

c) Es durfen aber zusammen nicht mehr als 700 Teddys und Katzen hergestellt werden.

Aufgabe 3

Die FuBbdden einer Schule haben eine Flache von 6000 m? und sollen mit zweierlei Belag
ausgestattet werden. Der erste Belag kostet 20€/m?, die zweite Sorte 30€/m?. Die
Reinigungskosten pro Jahr sind bei der zweiten Sorte nur halb so grol3, wie bei der ersten
Sorte, bei der sie 4€/m? ausmachen. Fiur den Kauf des Belages stehen maximal 160 000€
zur Verflgung.

Welche Auswahl muss getroffen werden, damit Reinigungskosten moglichst klein gehalten
werden kénnen?
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WB 2 Loésungen zum Arbeitsblatt 1
1. Version N: x, Version H: y

Zielfunktion G= 180x + 240y
Nebenbedingungen:

2x+1,5y<=80
X+ 2y <=80

Fir x =16 und y = 32 ergibt sich der Maximalgewinn zu
10560 €, d. h man muss 16 Tablets der Ausfuhrung N und
32 der Ausfuhrung H herstellen.

Teddys: x
Katzen: y
Elefanten: z=1000 - x -y

Zielfunktion G= 8x + 6y + 5(1000 — x —y)
Nebenbedingungen

x >= 250

y >= 200

x+y<=700

Fur x =400, y = 300 und z = 300 ergibt sich der
Maximalgewinn von 6500 €.

3. Belag kostet 20€/ m?: x
Belag kostet 30€/ m?: y

Zielfunktion K = 4x + 2y
Nebenbedingungen
20x + 30y <= 160 000
x +y=6000

Fur x = 2000 und y = 4000 ergibt sich das Minimum von
16000 € an Reinigungskosten pro Jahr. Dabei wird die
zum Kauf zur Verflgung stehende Summe vollstandig
genutzt.

Ausfiihrliche Lésungen:
Vergleiche Datei linopt.tns
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Checkliste Lineare Optimierung

Ich mochte ... Was tust Du? Das kann ich | Ich muss
sicher. das noch
uben.
Offne die Anwendung Graphs und
Losungsmengen | dort mit — Graph —
von Eingabe/Bearbeitung die Anwendung
Ungleichungen Relation. Gib dort die Ungleichung
darstellen. ein.
Offne die Anwendung Graphs und
Relationen dort mit — Graph —
darstellen. Eingabe/Bearbeitung die Anwendung
Relation. Gib dort die Relation ein.
Schnittpunkte In der Anwendung Graphs mit
im Grafikfenster — Graph analysieren —
bestimmen. Schnittpunkt wahlen und dann ggf.
die Relationen/Ungleichungen
auswahlen, deren Schnittpunkt
bestimmt werden soll.
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Von GRT zu CAS

Literaturhinweise:

Auf den deutschsprachigen Webseiten von Texas Instruments (T1) education.ti.com/de
findet man unter der Rubrik ,Downloads” verschiedene Handbicher zum TI-NspireCX [I-T
CAS™ z.B.

Alle im Text beschriebenen Programme, die TI Codes und viel mehr nutzliche
Unterrichtsmaterialien finden Sie auf der T| Materialdatenbank unter
www.ti-unterrichtsmaterialien.net oder gehen Sie auf www.t3europe.eu.

Unter der Rubrik ,Resources® gibt es auch unzahlige fremdsprachige Materialien.
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T° DEUTSCHLAND

000
['T | 73 Teachers Teaching with Technology

Netzwerk

Das T2 Lehrerfortbildungsnetzwerk richtet sich an Sie,
an Lehrerinnen und Lehrer, die sich zum sinnvollen
Einsatz digitaler Werkzeuge im MINT-Unterricht aus-
tauschen und weiterentwickeln wollen. T2 Deutschland
ist Teil des internationalen T® Netzwerks.

Fortbildungen

T2 Deutschland bietet Ihnen padagogisch-didaktische
Unterstltzung in Form von schulinternen Fortbildungen,
Online-Seminaren und Tagungen an.

Materialien

Aufgabenbeispiele, Tutorials, Videos und mehr nitzliche
Materialien fir Ihren MINT-Unterricht stellen wir auf der
Materialdatenbank kostenlos zur Verfligung.

e Der T° EduBlog bietet exklusive Interviews, inspirierende Erfahrungsberichte und mehr

Informieren Sie sich. Machen Sie mit!

Nehmen Sie Kontakt zu uns auf unter:

www.t3deutschland.de | info@t3deutschland.de

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

u @T3Europe

° T3 Europe
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http://www.t3deutschland.de
https://www.youtube.com/channel/UCE8PpWx_XLpjsjNYlUw2t_g
https://twitter.com/T3Europe
https://www.t3deutschland.de/de/t3-europe/edublogs

TI-Nspire™ CAS macht Schule

TI-Nspire™ CX CAS
Technologie

Ob Handheld, Software (Win/Mac) oder Tablet
(Win/iPad) - alle Produkte sind einzeln oder
als integrierte Lésung einsetzbar. Passendes
Zubehor unterstitzt den facheribergrei-
fenden Einsatz in Mathematik, Informatik,
Naturwissenschaft und Technik (MINT).

Praxisorientierte Unterrichtsmaterialien

Nutzliche Aufgabenbeispiele fiir Ihren Unterricht, kostenlose Downloads und Hinweise auf Verlagspubli-
kationen finden Sie auf der Tl Materialdatenbank, auch ganz speziell zur TI-Nspire™ CX Technologie.

Schauen Sie mal rein:
Tl Materialdatenbank: www.ti-unterrichtsmaterialien.net

» Nutzen Sie beispielsweise unser kostenloses Ausleihprogramm!

» Ausfihrliche Produkt- und Serviceinformationen sowie Bezugsquellen finden Sie auf unseren
Tl Webseiten.

» Die Tl Schulberater unterstltzen Sie gerne bei allen Fragen rund um den Einsatz von
Tl Rechnern im Unterricht: schulberater-team@ti.com

Abonnieren
Sie unseren
Newsletter!

° www.youtube.com/TledtechDE

n education.ti.deutschland
u @TIEducationDE
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https://ti-unterrichtsmaterialien.net/materialien
http://education.ti.com
https://www.ti-education-news.com/cgi-bin/subscr/subscr_form.pl?md=e1762c4291d4cc5b1ca51e3b98f570f6
https://www.facebook.com/education.ti.deutschland/
https://www.youtube.com/user/TIedtechDE
https://twitter.com/tieducationde?lang=de

www.t3deutschland.de education.ti.com
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