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Aufgabe 1

"B 2o SR T OIS 2T ST 2O T O —
Erzeugen einer Stichprobenliste:
randnt(1,6,5) » 1 } 9 P
A was" der 5 Wiirf Auf der folgenden Seite wird in einem MNotes—
Ugenstmme “as- der urte- Fenster {unten) eine Stichprobenliste "spl*
as(): =sum(randInt(1,6,5)] erzeugt, Diese Liste wird in einem
asl | Data&Statistics Fenster (oben) als
Setze die Schreibmarke in ein Formelfeld und Histogramm dargestellt. Sefze die
Schreibmarke in das Formelfeld fur "spl" und
erzeuge einen neuen Zufallsversuch {refresh; erzeuge eine neue Stichprobe mit der Taste
L'nit der Taste "enter” @ | "enter” =
1.1 1.2
R
. Augensumme "as(a)" beim Wiirfeln mit a
E 0.08_: Wiirfeln:
o ]
0O 0,04 aslz):=sum(randInt(1,6,a))
asls)
DDD | [ I | I I I I | I I I I ' ' '
6 2 10121416 1820 22 24 26 22 30| | Setze die Schreibmarke in das Formelfeld
spl as(5) und erzeuge einen neuen
pl:=5eq(as|::|,k, 1,1000) i Zufallsversuch (refresh) mit der Taste
) { ' = "enter'. Verandere auch die Anzahl der
1.3 14
Zufallsvariablen,Wirfeln_Loes.tns 1von:5





>

Berechnung hllittelwert und Streuung:

-
)@5

__sum(spl)
1000,

e

1000

e

1000-1

<

1.5

Aufgabe 2

n Yersuche mit Werfen von a Wiirfeln:

Anzahl Experimente; n:=500

Dichte

Anzahl G-seitige Worfel: a:=5

Auf der folgenden Seite wird wisderum die 0.00

. \ W e ' T 1 T T 1T T T T T 1
Stichprobenliste "spl” fir a und n erzeugt, 6 2 1012 14 16 18 20 22 24 26 29
Setze die Schreibmarke auf das Formelfeld
won "spl" und erzeuge eine neue Stichprobe spl:=seq(as(a],k, l,n) -
mit "Enter", g

<

2.1 2.2
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upupran
Mittelwert und Streuung von X (exakt): {a=5 _

wi=11,23456} 0.09] 105 71\_
_ A -
m

M 0.06 ]

Dichte

sum((w—m”z) 0.03] 0-
yvji=——"—"7-—" 1

6. 0.00
m:=a-m1 g=avl 5 21

2.3 2.4

[

009] 10 7\— 3000 -
S

0.06 1[
0.: IOO.J]_

0.03

Dichte

(.00

2.5
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Zusatzaufgabe

Augensummle "as(a,b)" beim Wiirfeln mit
a Wiirfeln, welche b Seiten haben:

as(a,b):=sum(randlnt( 1, h,a))
as(10,2)

as(10,2) simuliert z.B. die Augensumme
beim Werfen wvon 10 Manzen mit 1 und 2 auf
den Seiten,

a und b kdnnen geandert werden und mit

n VYersuche mit Werfen von a Wiirfeln mit
b Sehten:

Anzahl Experimente: n
Anzahl G-seitige Wirfel: a
Anzahl Seiten: b

Die Stichprobenliste splwird wiederum auf
der nachsten Seite erzeugt und kann mit
& | "enter neu berechnet werden,

<

3.1 3.2
D'BD';—\}FB :‘;h=2 = —} n=%00. ||%ergleiche die‘erteilung fur
£ 0207 a=8 und b=2 (#urf von 8 Miinzen)
2 ]
(] 0.10 3 mit der Werteilung far
0.00 a=2 und b=4 MWurf von 2 Tetraedern)
' 2 ' ,_-'1 ' é ' 3' ' 1'@ ' 1';3 ' 1!»_1 ' 16 ' Feststellung: Bei ungefahr gleicher
spl Saulenzahl andert die Streung stark.
pl=seqlasia,b) i 1n] s
{ i
4 F

3.3
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Mittebsvert und Streuung won X (exakt)
w:=seq(z',z', l,b) { } b a

m1:=sum(w)
b
z2
o sum((w—m1) )
b
m:=a-m1 s:=Ja-v1
3.5
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Verteilung der Augensumme beim Werfen mehrerer Wirfel

Aufgabe 1: 5 Wirfel, 1000 Wirfe

Funf ideale, sechsseitige Wirfel werden miteinander geworfen und deren
Augensumme X ermittelt. Die Zufallsvariable X kann die Werte 5,6,7 usw. bis
30 annehmen. Bestimme angenahert die Verteilung von X, indem du das
Experiment 1000 mal auf deinem Rechner simulierst und die Zufallssummen in
einer Liste speicherst. Stelle nun die relativen Haufigkeiten fir das Auftreten
aller Werte von X in Data & Statistics graphisch dar. Wahle dabei den Plot-Typ
,Histogramm'.

Lege nun mithilfe von (men),(4),9: ,Normal PDF anzeigen' die zugehdrige
Normalverteilungskurve tber das Histogramm und Uberzeuge dich, dass X mit
guter Naherung normalverteilt ist.

Berechne ohne Statistiktools den Mittelwert und die Streuung deiner
Stichprobenliste. Stimmen die Werte deiner Berechnung mit den beiden
Parametern der Normalverteilung tUberein? Wie lasst sich ein allfalliger
Unterschied erklaren?

Aufgabe 2: a Wirfel, n Wirfe

Verallgemeinerung: Untersuche die Verteilung allgemein fiir a ideale 6-seitige
Warfel, indem du n Experimente simulierst. (In Teil 1 ist also a=5 und n=1000.)
Stelle die Verteilung wiederum in Data & Statistics als Histogramm dar und
lass die zugehorige Normalverteilung anzeigen.

Da die betrachtete Zufallsgrésse die Summe von a voneinander unabhangigen
gleichen Zufallsgrossen ist, kann man den Mittelwert m und die Streuung s
exakt berechnen. Berechne m und s und zeichne den Graphen der
Normalverteilung fur m und s ebenfalls in das Diagramm.

Fuge je einen Schieberegler fur die Anzahl Stichproben n und die Anzahl Wiirfel
a ein. Experimentiere mit verschiedenen Werten von n und a und notiere deine
Beobachtungen.

© Texas Instruments 2011 Zufallsvariablen: Verteilung der Augensumme beim Wiirfeln 1/1
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CuBaLibra-Glossar

Um die Texte von CuBalLibra kurz und tbersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelméafRig gepflegt wird.

Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie
z. B. Geraden). Hier der zugehorige Bedienhinweis:

Geraden
zeichnen Graphs, Geometry
= il [, (7), | @=),7), 4. Gerade] Eine Gerade wird durch zwei
I Pt @ bunkte definiert. Wahlen Sie den Meniipunkt Gerade aus und
j anschlielRend zwei Punkte (die Punkie missen nicht notwendig
o W . | vorher definiert sein), um die Gerade zu zeichnen.

Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kdénnen, legen wir das Glossar
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfligung.

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar

(2) Sie nutzen das Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Glossar
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CuBalLibra-Interaktiv

Diese CuBaLibra-Einheit gehort zu einer Serie von Beispielen, die interaktive
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra:

Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen.

Gleichung nach der einzigen Unbekannten v |salw(ws‘f130‘0.v‘30°lv)
aufgelost werden solve(wurf(130,0,v,30°),v) v=-38.3678 orv=38.3678
Der gefundene Wert wird als Vagable v I
gespeichert. Beachte, dass der Wy i zum de/m rsps el 38.3678
eingegeben wird, da die Grundeinstellung fur

Wenn Sie mit Inrem Rechner online sind, kénnen Sie die grauen Stellen mit der
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link fuhrt Sie z. B. zu diesem Hinweis:

Variable (@)

aufrufen

Calculator
Variable eingeben und [] driicken. Eine Liste aller Variablen erhalt man durch Driicken von [].

verkniipfen

Graphs, Geometry

Den Zeiger auf eine Koordinate oder ein anderes geeignetes variables Zahlenobjekt (z. B. die
gemessene Lange einer Strecke) bewegen. Mit [] wird das Variablen Menii aufgerufen. Hier
kiinnen Sie Zahlenobjekte mit unter Variablennamen gespeicherten [MSHER verkniipfen (3
Verknupfen mit); die Variablennamen werden angezeigt und kénnen dann ausgewsahlt werden. Verandert
sich die Variable, so verandert sich auch das verkniipfte Zahlenobjekt und umgekehrt.

Lists & Spreadsheet

Ahnlich wie in Graphs und Geomatry. Hier sind die Zahlenobjekte jedoch die Inhalte von ESIER.

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Interaktiv
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Zufallsvariablen: Verteilung der Augensumme beim Wirfeln
Hansruedi Schneider

[]SekI[X Sekll X TI-Nspire™ [X] TI-Nspire™ CAS (ab Version 3.0)

Schlagworte: Simulation, Statistik, Zufallsgrof3e, Verteilung,
Normalverteilung, Wahrscheinlichkeit

Schulermaterial:

%g; ...................................................................................................
Verteilung der Augensumme beim Werfen mehrerer Wiirfel

Aufgabe 1: 5 Wurfel, 1000 Wurfe

Funf ideale, sechsseitige Wrfel werden miteinander geworfen und deren
Augensumme X ermittelt. Die Zufallsvariable X kann die Werte 5,6,7 usw. bis
30 annehmen. Bestimme angenahert die Verteilung von X, indem du das
Experiment 1000 mal auf deinem Rechner simulierst und die Zufallssummen in
einer Liste speicherst. Stelle nun die relativen Haufigkeiten fur das Auftreten
aller Werte von X in Data & Statistics graphisch dar. Wahle dabei den Plot-Typ
,Histogramm'.

Lege nun mithilfe von (mens),(4),9: ,Normal PDF anzeigen' die zugehdrige
Normalverteilungskurve tUber das Histogramm und tberzeuge dich, dass X mit
guter Naherung normalverteilt ist.

Berechne ohne Statistiktools den Mittelwert und die Streuung deiner
Stichprobenliste. Stimmen die Werte deiner Berechnung mit den beiden
Parametern der Normalverteilung Uberein? Wie lasst sich ein allfalliger
Unterschied erklaren?

Aufgabe 2: a Wurfel, n Wirfe

Verallgemeinerung: Untersuche die Verteilung allgemein fir a ideale 6-seitige
Warfel, indem du n Experimente simulierst. (In Teil 1 ist also a=5 und n=1000.)
Stelle die Verteilung wiederum in Data & Statistics als Histogramm dar und
lass die zugehorige Normalverteilung anzeigen.

Da die betrachtete Zufallsgrosse die Summe von a voneinander unabh&ngigen
gleichen Zufallsgréssen ist, kann man den Mittelwert m und die Streuung s
exakt berechnen. Berechne m und s und zeichne den Graphen der
Normalverteilung fir m und s ebenfalls in das Diagramm.

Flge je einen Schieberegler fur die Anzahl Stichproben n und die Anzahl Wirfel
a ein. Experimentiere mit verschiedenen Werten von n und a und notiere deine
Beobachtungen.
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Vorschlag zur Umsetzung:

Aufgabe 1:

In der Applikation Notes definieren wir zuerst
eine Funktion, welche die Augensumme von 5
zufalligen Wirfelzahlen zurtickgibt:
randint(a,b,c) erzeugt eine Liste mit c ganzen
Zufallszahlen aus {a,a+1,...,b}. Also simuliert
randint(1,6,5) das Werfen von 5 idealen
Warfeln. Wir speichern die Augensumme
eines solchen Zufallswurfs als (parameterlose)
Funktion ,as()“ ab (Funktionen speichern).

Wir teilen eine neue Seite horizontal (Seite
teilen) und wahlen im unteren Teil die
Applikation Notes. In dieser erzeugen mit Hilfe
der Funktion ,seq"“ eine Liste von 1000
Stichproben, welche wir in die Variable ,spl*
(Stichprobenliste) abspeichern (Listen
erzeugen).

Graphische Darstellung der Stichproben:
Flge im oberen Teil eine Applikation Data &
Statistics ein und zeichne die gespeicherte
Stichprobenliste (Listen graphisch darstellen).
Es werden automatisch die absoluten Haufig-
keiten der Listenelemente dargestellt.

Zur Darstellung der Verteilung in Form eines
Histogramms gehen wir folgendermalf3en vor:
-Wéhle (meny),(1), 3: ,Histogramm

- Wéhle (men),(2),(2),(1), 3: ,Dichte’

- Wahle ,,(mew),(2),(2), 2: ,Sauleneinstellungen’
und setze in der Dialogbox die Balkenbreite
auf 1 und die Ausrichtung auf -0.5. Damit
wird der Summenwert in der Mitte des
Balkens angezeigt.

Normalverteilung
Die durch Simulation erhaltene Verteilung
kann nun ,per Knopfdruck® d. h. mit
(menw),(4), 9: ,Normal PDF anzeigen' durch die
zugehdrige Normalverteilung approximiert
werden. Dabei wird automatisch der Mittelwert
m (hier 17.505) und die Streuung s (hier
3.80979) der Stichprobenliste berechnet und
der Graph der Dichtefunktion gezeichnet:
(x=m)?
e 2.52

d(x):normPDF(x,m,s):\/z_
s

Erzeugen von 5 Zufallszahlen zw.1 und 6:
randInt(1,6,5) » {41255}

Augensumme "as" der 5 Wiirfe:
as[]:=sum(rand[nt(1,6,5)) » Ferti

as() » 17

Sfize die Schreibmarke in ein Formelfeld und

erzeuge einen neuen Zufallsversuch {refresh)

T a1l

menu drilcken

spl=seqlas().% 1,1000)

oggeﬂggu

ééﬁﬁﬁmqmﬂﬁﬁﬁﬁ
sp

E 0.0 Elreite|1 |
é Ausrichtung |_05 |

0.0

0.00

4 8 12 18 l20 24 28 32
sp

U124 nomPdflx, 17.505,3.80979)
2 0.08] N
o ]
B 0.04]

0.001

6 8 101214 16 1820 2224 26 2830

—

;
spl
Pl o

119,17,1
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Bemerkung: Setzt man die Schreibmarke in
die Formel von as(), dann kann mit ,enter*
eine neue Stichprobenliste erzeugt werden.
Die Grafik wird damit ebenfalls angepasst.

Zur Kontrolle rechnen wir Mittelwert und
Streuung in einer neuen Applikation Notes
indem wir die bekannten Formeln

1000 1000
=1 ds= |— (x—m)?
m= 1000'2)(" unds= 1000’2 =M
k=1 k=1

in Listenoperationen ubersetzen.

Dabei stellt man bei den beiden Mittelwerten
Ubereinstimmung, bei den Streuungen aber
einen kleinen Unterschied fest!

Ursache: Bei statistischen Daten wird die
sogenannte empirische Streuung berechnet.

Bemerkung: Die Normalverteilung ist nicht die
exakte Verteilung von X, scheint aber unser
Wirfelexperiment ziemlich gut zu
approximieren.

Aufgabe 2

Wir definieren in der Applikation Notes jetzt
abhangig vom Parameter a (Anzahl Wiirfel)
die Funktion as(a) zur Erzeugung einer
Stichprobe.

Wir belegen die Variablen n fir die Anzahl der
Experimente und a fur die Anzahl der Wiirfel
mit Anfangswerten n=1000 (Handheld n:=500)
und a=5.

Die Stichprobenliste ,spl* generieren wir nun
wie oben im unteren Teil des Fensters in der
Applikation Notes, abhéangig von den
Variablen n und a. Im oberen Teil lassen wir
wie oben beschrieben in einer der Applikation
Data & Statistics das Histogramm und die
zugehorige Normalverteilung zeichnen.

Andert man im Notes-Fenster den Wert von n
oder a, so wird automatisch ,spl“ neu
berechnet und die graphische Darstellung den
neuen Gegebenheiten angepasst. Allenfalls
muss der Ausschnitt des Koordinatensystems
angepasst werden. (Koordinatenachsen
automatisch anpassen)

© Texas Instruments 2011

Berechnung Mittelwert und Streuung:
sum(spl)
1000.

SCN

el

» 17.505

Augensumme "as{a)" beim Wiirfeln mit a
Wiirfeln:

as(a]:=sum(rand Int( L6, a))

as(S-] r 19

n Yersuche mit Werfen von a Wiirfeln:
Anzahl Experimente: n:=500

Anzahl 6-seitige Wuarfel a » =

T

normPdflx, 17.576,3.85304)
0.08 ]

Dichte

0.04 ]

0.001

spl=seq|asla) Ln] =
¥ { 11,17,17,16,22,20,10,17,21,20,24,17,20,% g
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CuBalibra

Je grésser die Anzahl Wirfel, umso
aufwandiger ist es die exakte Verteilung von X
durch systematisches Zahlen zu erhalten.
Beispiel: a=4, Summe 7
7=1+1+1+4; 7=1+1+4+1; 7=1+4+1+1,
7=4+1+1+1; 7=1+1+2+3; 7=1+1+3+2;
7=1+42+1+3; 7=1+3+1+2; 7=2+1+1+3;
7=3+1+1+2; 7=2+1+3+1; 7=1+2+3+1,
7=1+3+2+1; 7=3+1+2+1; 7=2+3+1+1,
7=3+2+1+1; 7=1+2+2+2; 7=2+1+2+2;
T=2+42+1+42; 7=2+2+2+1;
=> 20 Mdglichkeiten fir die Summe 7.
Die Beispiele a=4, Summe 13 oder gar a=10,
Summe 31 waren mit Auszahlen wohl kaum
mehr zu bewaltigen.
Mittelwert und Streuung der Zufallsvariablen X
lassen sich aber exakt berechnen! Man
bendtigt dazu die Linearitat von Erwartungs-
wert und Varianz einer Zufallsgrofie:
Fur alle Zufallsvariablen X und Y gilt:

E(X+Y) = E(X) + E(Y)
Fur zueinander unabhéngige Zufallsvariablen
Xund gilt:

V(X-Y) = V(X) - V(Y)

Da die Augensumme von a Wirfeln als Mittelwert und Streuung von X (exakt):
Summe von a unabhangigen, durch den w={123456}

jeweiligen Wurfel gegebenen Zufallsvariablen sura(w)

mit gleichem Erwartungswert und gleicher ml=— "

Varianz aufgefasst werden kann, gilt deshalb (( . 1)2)

E(X)=a-E(W) und V(X)=a-V(W) wobei W die  [v1-=2"0000 0 ooy ]
durch einen Wiirfel gegebene Zufallsvariable ®

bedeutet (siehe Bildschirm rechts). WS 7.5 E=a - 381851
Nun kdnnen wir zuséatzlich zur Normalvertei- Tz

lungskurve der Stichprobenliste mit . 091 —:K
(men),(4),9: ,Normal PDF anzeigen' o ] R

auch die Normalverteilung passend zur 5 0.06.] i \
exakten Verteilung von X dazu zeichnen: ® ] 75

(Funktionen zeichnen), f1(x)=normPDF(x,m,s). | %%

Der Unterschied der beiden Kurven ist (bei 0.00.] M_
a=5 und n=500) Uberraschenderweise kaum 6 8 101214 16 13 20 22 24 26 28
auszumachen. i
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Definiere wie abgebildet einen Schieberegler
fur die Anzahl Warfel a. Je grésser a, umso
besser wird die Verteilung von X durch die
Normalverteilung approximiert. Passe die ]
Achsen jeweils an die neue Verteilung an 0.034
(Koordinatenachsen automatisch anpassen). ]

A% |
IN|

0.06

Dichte

0.00

18 22 26 30 34 38 42 45

Bemerkung: Mit einem zweiten Schieberegler spl

fur die Anzahl der Experimente n kann das

Gesetz der grof3en Zahlen wiederum expe-

rimentell bestatigt werden (siehe Kommentar): ]
Je grosser n umso regelmafiger wird die Ver- 0.06 4
teilung von X und die Vermutung, dass die ]
exakte Verteilung von X fir grol3e a mit grof3er 0.03
Genauigkeit normalverteilt ist, wird bestatigt. 1
Bemerkung: Beim Arbeiten mit dem Handheld 0.00.

n=3€e3

Dichte

sollte die obere Grenze nicht grosser als 1500 15 20 25 30 35 14b 45 50 55
‘. S
gewahlt werden. i

Erweiterungsmaoglichkeit:

Verallgemeinere das Experiment auf ideale ,Wurfel* mit b Seiten. Untersuche
die Verteilung speziell fur b=2 (Binomialverteilung). Vergleiche die Verteilungen
von Experimenten mit unterschiedlichen Werten von a und b, aber annéhernd
gleich groRem Wertebereich der Zufallsvariablen.

Didaktischer Kommentar:

Das Berechnen der ungeféahren Verteilung einer Zufallsgré3e durch Simulation
ist ein Vorgehen, welches auch mit wenig Statistikkenntnissen tberraschende
Einsichten gewéhren kann. Dieses Beispiel liefert die Vermutung, dass je
grosser die Anzahl Wirfel ist, umso besser die Verteilung der Augensumme
durch die passende Normalverteilung approximiert werden kann. Diese
Vermutung folgt direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz (Lindeberg-Levy):
Eine Zufallsgrol3e ist anndhernd normalverteilt, wenn sie als Summe einer
grol3en Anzahl von unabhangigen Zufallsgrof3en mit gleichem Erwartungswert
und gleicher Standardabweichung aufgefasst werden kann.

Die exakte Berechnung der Verteilung der Augensumme ist fur 1, 2 oder 3
Waiirfel durch Auszéahlen der Anzahl verschiedener Summen zu jedem
moglichen Wert mit zunehmender FleiRarbeit moglich. Allgemein lassen sich
diese Anzahlen iterativ wie die Binomialkoeffizienten mit einer
Verallgemeinerung des Pascalschen Dreiecks berechnen. Ob eine
geschlossene Formel existiert, ist mir nicht bekannt.

Methodischer Kommentar:

Diese Beispiele kbnnen eingesetzt werden um die wesentlichen Grundbegriffe
der beschreibenden Statistik zu vertiefen (Zufallsvariable, Verteilung,
Erwartungswert, Varianz, Streuung, Normalverteilung). Die Lernenden kdnnen
dann weitgehend selbstandig die Aufgaben bearbeiten.

Andererseits kann die Lerneinheit verwendet werden um den Lernenden
exemplarisch die Grundbegriffe der Statistik vorzustellen und sie dann
nachtraglich allgemein einzufihren.
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