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Rationale Haken und Matrizen
Untersuche rationale Haken, das sind grafische
Anordnungen von positiven Bruchzahlen. Du 113[3]1 3

erhaltst z.B. den rationalen Haken fur % SO:

Du darfst (beim Fullen des Schemas) nur

nach rechts oder nach oben gehen.

- Starte links unten mit dem Nenner 3 (nach rechts gehend).

- Trage ihn so oft auf, wie er im Z&hler enthalten ist. Wenn er nicht mehr
enthalten ist, trage den Rest 2 auf. Die Summe deiner Eintragungen (in einer
Zeile) ergibt den Zahler.

- Gehe dann einen Schritt nach oben. Erganze so, dass die Spaltensumme
2+? gleich dem Nenner wird. Wiederhole das Verfahren bis der Rest 0 wird.

Es ergibt sich eine Anordnung in der fur jede Zeilen- bzw. Spaltensumme gilt:

\ Zeilensumme = Zahler z und Spaltensumme = Nenner n

Aufgabe 1
Betrachte anfangs nur positive rationale Zahlen Z mitz>n!
n

a) Zeichne die rationalen Haken fur % % und1’.

b) Uberprife, dass rationale Zahlen mit Nenner 1 nur aus einer Zeile
bestehen.

c) Uberprife, dass erweiterte Briiche auf die gleiche Gestalt fiihren.

d) Uberprife an zwei Beispielen, dass jeder rationale Haken eine
symmetrische Gestalt besitzt.

e) Stelle den rationalen Haken in Form einer Matrix dar. Wie grof3 ist die
Zeilen- und Spaltenlange?

Aufgabe 2

Betrachte nun Briche mit z < n!

- Starte links unten mit dem Z&ahler (nach oben gehend).

- Trage ihn sooft auf, wie er im Nenner enthalten ist. Wenn er nicht mehr
enthalten ist, trage den Rest auf. Die Summe deiner Eintragungen (in einer
Spalte) ergibt den Nenner.

- Gehe dann einen Schritt nach rechts. Erganze so, dass die Zeilensumme
gleich dem Z&hler wird.

a) Zeige an einem Beispiel: Vertauscht man z und n (inverser Haken), so
stellt sich die Anordnung hochkant (gespiegelte oder transponierte
Matrix).

b) Uberpriife welche Eigenschaften die Matrix besitzt, die sich aus der
Multiplikation eines rationalen Hakens mit ihrem inversen Haken ergibt.
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CuBaLibra-Glossar

Um die Texte von CuBalLibra kurz und tbersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelméafRig gepflegt wird.

Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie
z. B. Geraden). Hier der zugehorige Bedienhinweis:

Geraden
zeichnen Graphs, Geometry
= il [, (7), | @=),7), 4. Gerade] Eine Gerade wird durch zwei
I Pt @ bunkte definiert. Wahlen Sie den Meniipunkt Gerade aus und
j anschlielRend zwei Punkte (die Punkie missen nicht notwendig
o W . | vorher definiert sein), um die Gerade zu zeichnen.

Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kdénnen, legen wir das Glossar
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfligung.

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar

(2) Sie nutzen das Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Glossar
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CuBalLibra-Interaktiv

Diese CuBaLibra-Einheit gehort zu einer Serie von Beispielen, die interaktive
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra:

Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen.

Gleichung nach der einzigen Unbekannten v |salw(ws‘f130‘0.v‘30°lv)
aufgelost werden solve(wurf(130,0,v,30°),v) v=-38.3678 orv=38.3678
Der gefundene Wert wird als Vagable v I
gespeichert. Beachte, dass der Wy i zum de/m rsps el 38.3678
eingegeben wird, da die Grundeinstellung fur

Wenn Sie mit Inrem Rechner online sind, kénnen Sie die grauen Stellen mit der
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link fuhrt Sie z. B. zu diesem Hinweis:

Variable (@)

aufrufen

Calculator
Variable eingeben und [] driicken. Eine Liste aller Variablen erhalt man durch Driicken von [].

verkniipfen

Graphs, Geometry

Den Zeiger auf eine Koordinate oder ein anderes geeignetes variables Zahlenobjekt (z. B. die
gemessene Lange einer Strecke) bewegen. Mit [] wird das Variablen Menii aufgerufen. Hier
kiinnen Sie Zahlenobjekte mit unter Variablennamen gespeicherten [MSHER verkniipfen (3
Verknupfen mit); die Variablennamen werden angezeigt und kénnen dann ausgewsahlt werden. Verandert
sich die Variable, so verandert sich auch das verkniipfte Zahlenobjekt und umgekehrt.

Lists & Spreadsheet

Ahnlich wie in Graphs und Geomatry. Hier sind die Zahlenobjekte jedoch die Inhalte von ESIER.
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Rationale Haken
Josef Lechner

[ ]SekI[X Sekli DX TI-Nspire™ [X] TI-Nspire™ CAS (ab Version 2.0)

Schlagworte: Rationale Zahlen, Matrizen, Magisches Rechteck,
Darstellen, Entdecken, Algorithmisieren

Mit dieser Unterrichtseinheit kann die Lehrkraft eine ungewdhnliche Darstellung
rationaler Zahlen erarbeiten und dabei eine Brucke zur Matrizenrechnung
bauen.

Schulermaterial

}{; ............................................................

Rationale Haken und Matrizen NERE
Untersuche rationale Haken, das sind grafische

Anordnungen von positiven Bruchzahlen. Du 1]13]3]? 3
erhaltst z.B. den rationalen Haken fur % SO: 213 3

Du darfst (beim Fullen des Schemas) nur

nach rechts oder nach oben gehen.

- Starte links unten mit dem Nenner 3 (nach rechts gehend).

- Trage ihn so oft auf, wie er im Z&hler enthalten ist. Wenn er nicht mehr
enthalten ist, trage den Rest 2 auf. Die Summe deiner Eintragungen (in einer
Zeile) ergibt den Zahler.

- Gehe dann einen Schritt nach oben. Erganze so, dass die Spaltensumme
2+? gleich dem Nenner wird. Wiederhole das Verfahren bis der Rest 0 wird.

Es ergibt sich eine Anordnung in der fur jede Zeilen- bzw. Spaltensumme gilt:

\ Zeilensumme = Zahler z und Spaltensumme = Nenner n

Aufgabe 1
Betrachte anfangs nur positive rationale Zahlen Z mitz>n!
n

a) Zeichne die rationalen Haken fur % % und1’.

b) Uberprife, dass rationale Zahlen mit Nenner 1 nur aus einer Zeile
bestehen.

c) Uberprife, dass erweiterte Briiche auf die gleiche Gestalt fiihren.

d) Uberprife an zwei Beispielen, dass jeder rationale Haken eine
symmetrische Gestalt besitzt.

e) Stelle den rationalen Haken in Form einer Matrix dar. Wie grof3 ist die
Zeilen- und Spaltenlange?

Aufgabe 2

Betrachte nun Briche mit z < n!

- Starte links unten mit dem Z&ahler (nach oben gehend).

- Trage ihn sooft auf, wie er im Nenner enthalten ist. Wenn er nicht mehr
enthalten ist, trage den Rest auf. Die Summe deiner Eintragungen (in einer
Spalte) ergibt den Nenner.
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- Gehe dann einen Schritt nach rechts. Erganze so, dass die Zeilensumme

gleich dem Zahler wird.

a) Zeige an einem Beispiel: Vertauscht man z und n (inverser Haken), so
stellt sich die Anordnung hochkant (gespiegelte oder transponierte

Matrix).

b) Uberprife welche Eigenschaften die Matrix besitzt, die sich aus der
Multiplikation eines rationalen Hakens mit ihrem inversen Haken ergibt.

Vorschlag zur Umsetzung:

Nachdem die Schilerinnen und Schiler das
Erstellen rationaler Haken (Aufgabe 1) ohne
technisches Hilfsmittel versucht haben, kann
sich eine algorithmische Behandlung des
Darstellungsvorganges anschlief3en.
(Applikation Calculator)

Wir erstellen dazu eine Funktion die die Zeilen
des rationalen Hakens erstellt.

Bedeutung der Parameter

a ... Zahler z

b ... Nennern

c ... Ubertrag aus vorhergehender Zeile

Hinweis: der Befehl augment(liste1,liste2)
gestattet es, zwei Listen zu einer zu verbinden.

Die erstellte Funktion divlist(a,b,c) liefert eine
Liste mit der sukzessiven Subtraktion mit Rest,
was einer Division mit Rest entspricht.
Berucksichtigt wird dabei (mit dem dritten
Parameter) ein eventueller Ubertrag aus der
vorhergehenden Zeile.

Nun kommt die Funktion rh(z,n) ins Spiel. Sie
erzeugt eine Matrix, die den rationalen Haken
beinhaltet. Die restlichen Elemente werden
einfach mit Nullen aufgefullt.

Hinweis: Im Wesentlichen werden dazu die mit
der Funktion divlist(a,b,c) erstellten Listen
unter Beachtung der entsprechenden
Positionen in eine Matrix eingebettet, die zuvor
mit O initialisiert wurde.

Die Funktion rh(z,n) kann hier als Black Box
eingesetzt werden.

© Texas Instruments 2010

divlist

[USE!

Define divlist(a,b,c)=
Func
Local diist
{0} Sarist
If ¢>0 Then
o} —aiist
a-c—a
EndIf
While azb
augment(a‘fr’s!, { b } ] —dlist
a-b-a
End"While
If @=0 Then
augment(dir’st, { a } ] —dlist
EndIf
Return dliist

EndFunc ~
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Mit Hilfe der Funktion rh(z,n) kébnnen nun die

zuvor handschriftlich ausgefuhrten

in Matrixdarstellung durchgefiihrt werden.

Teilaufgaben a) — d) von Aufgabe 1 nochmals , [
0
0

Beispiele etwa fir b) und c) sind

nebenstehend abgebildet.

Im n&achsten Schritt (Aufgabe 2) wollen wir mit
rationalen Haken mitz>nund z<n

experimentieren:
Vertauscht du Zahler und Nenner deines

rationalen Hakens, so vertauschen sich Zeilen

und Spalten deiner Matrix (transponierte

Matrix rh(3,2)T= rh(2,3)), der rationale Haken
stellt sich hochkant.

Was geschieht, wenn wir unsere rationalen #(3.2)-74(2,3) [5 ] =
Haken multiplizieren? 15 ‘
Wir verwenden dazu die ganz gewohnliche rh(8,3)7h(3,8) 2 2 0
Matrizenmultiplikation. [g 220 222]
Die Zeilen- und Spaltensummen sind immer

gleich (vgl. magisches Quadrat).

Didaktischer Kommentar:

Die Aufgabenstellung soll die Schilerinnen und Schiler mit einer ungewohnten
Darstellung rationaler Zahlen vertraut machen. Gleichzeitig soll sie dazu
einladen, Zusammenhange zwischen rationalen Zahlen und Matrizen zu
entdecken und neue Aspekte rationaler Zahlen zu erschliel3en. Des Weiteren
soll das Beispiel dazu anregen Uber den Zusammenhang zwischen der Division
mit Rest und der Bruch- bzw. Matrizendarstellung nachzudenken. Die Divsion
mit Rest spielt ja beispielsweise auch bei der Kettenbruchdarstellung einer
rationalen Zahl eine Schlusselrolle.

Methodischer Kommentar:

Die technologische Umgebung wird hier als Experimentierumgebung genutzt.
Eine Einfuhrung in den Programmeditor findet man in der Cubalibra-Datei:
»Einfihrung in die Programmiersprache von TI-Nspire*

Inwieweit die verwendeten Funktionen wie divlist und rh als Blackbox
verwendet werden, bleibt dem Ermessen der Lehrenden tberlassen. Die
Funktion divlist(a,b,c) kann als Endergebnis eines algorithmischen Einschubs
im Unterricht angesehen werden. (Eine vereinfachte Version div liste(z,n), die
ohne Ubertrag arbeitet, ist im Dokument rh.tns enthalten.)

Erweiterungsmaglichkeiten:

Lasst sich auch eine Addition fur rationale Haken definieren? Betrachte dazu
z.B. die Addition von rh(2,3) mit rh(1,3) in der Form augment(rh(2,3), rh(1,3)).
Welche Eigenschaften hat die entstehende Matrix?

Inwiefern unterscheiden sich rationale Haken von magischen Quadraten?
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Inwiefern unterscheiden sich die Produkte von rationalen Haken mit ihren
inversen rationalen Haken von magischen Quadraten, was ist gemeinsam?
Eine vertiefte Aufgabenstellung unter dem Titel ,Rationale Zahlen und Figuren*®
(http://www.iaz.uni-stuttgart.de/LstAGeoAlg/Rump/study/haken.pdf ) findet man
auf der Seite von Wolfgang Rump. (Beitrag zum Jahr der Mathematik 2008).
Im Rahmen der Besprechung der Zahlenmengen in der 9. Klasse wird im
Schulbuch von C. Brand, A.Dorfmayr, J.Lechner u.a. (2009) Thema
Mathematik 5, Veritas Verlag, Wien, Linz (ISBN 978-3-7058-8367-3): S. 40
(Aufgaben zum Entdecken) auf rationale Haken eingegangen.
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