Von linearen zu kubischen Splines

Vorbemerkung

Schon seit ldangerem wird die Behandlung von Splines
im Unterricht der Kursstufe vorgeschlagen. Dies sind stlick-
weise definierte, meist kubische Polynome zur Interpolation
vorgegebener Datenpunkte. Insbesondere seit der breiten
Verfugbarkeit moderner Technologien findet man viele
Vorschldge zur unterrichtspraktischen Umsetzung. In
Niedersachsen ist die Modellierung von Biegelinien nun-
mehr im Kerncurriculum verbindlich vorgeschrieben, und
zwar auch fir das grundlegende Anforderungsniveau
(Grundkurse).

Im Folgenden soll ein Unterrichtsgang in einem Kurs mit
grundlegendem Anforderungsniveau vorgestellt werden,
bei dem sich Schilerinnen und Schiler ausgehend von
linearen Splines zentrale Aspekte der Interpolation mit
kubischen Splines erarbeitet haben. Im Kurs wurden im
Vorfeld klassische Interpolations-Probleme thematisiert
(z.B. als Steckbriefaufgaben zu ganzrationalen Funktio-
nen). Die Schilerinnen und Schiller haben dabei insbe-
sondere die Andersartigkeit der Ansatze zur Interpolation
bzw. Regression reflektiert. In der Auseinandersetzung mit
Trassierungsproblemen wurde ein kontextbezogenes Ver-
stdndnis von stetigen bzw. stetig differenzierbaren Uber-
gangen erarbeitet (knickfrei, krimmungsruckfrei).

Im Zentrum der Uberlegungen steht der klassische Kontext
Schiffsbau (vgl. [1]). Bei der Konstruktion eines Schiffs-
rumpfs sind Langsspanten vorgegeben, die (Quer-) Be-
plankung durch biegsame Latten (engl. Splines) soll model-
liert werden. Abbildung 1 zeigt den Querschnitt, aus Sym-
metriegrinden werden nachfolgend die Datenpunkte aus
Abbildung 2 betrachtet (Zahlenwerten nach [2]).
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Erste Modellierungsansiétze

Fir die Schilerinnen und Schiiler ist aus dem Unterrichts-
zusammenhang naheliegend, bei der Modellierung von
einem Interpolationspolynom dritten Grades auszugehen.
Das Ergebnis ist unbefriedigend, wie in Abbildung 4 zu
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Im Datenpot in Abbildung 1 wurde fiir die Datenpunkte mit
x 20 die Einstellung xyLine gewahlt, bei dem die dar-
gestellten Punkte (gerade) verbunden werden. Sichtbar
sind 3 lineare Funktionen (lineare Splines) s1, s und sa.
Fir diese lassen sich folgende Bedingungen angeben:

s1(0) =-3 und s4(6) =0 flur s¢(x) =a1 -x + by

s2(6) =0 und s2(8) =3 flir sy(x)=az-x + b (1)

s3(8) =3 wund s3(9) =9 fir s3(x) =as-x+bs

Aus den Bedingungen ergeben sich drei Gleichungssyste-
me mit jeweils zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte. Fir
die Schilerinnen und Schiler stellt die Berechung der
gesuchten Koeffizienten eine (einfache) wiederholende
Ubung dar, die ggf. arbeitsteilig auf die Ldsung fiihrt:

s1(x)=0,5 x—3 *)
s2(x)=1,5x-9
s1(x) =6 -x—45

Die Gleichungssysteme konnen (und sollten) héandisch
gelést werden. Dennoch greifen einige Schilerinnen und
Schiiler auf Lésungsroutinen des Rechners zuriick und
ermitteln oder prifen dabei ihre Losungen der linearen
Gleichungssysteme. Statt drei Gleichungssysteme getrennt
einzugeben, kdénnte man die Losung auch in einem einzi-
gen Schritt ermitteln! Dazu ist ein Perspektiv-Wechsel
noétig: Eigentlich suchen wir 6 Unbekannte zu 6 Gleichun-
gen. Das Gleichungssystem hat folgende Gestalt:

a1 | b1 a2 | ba| a3 | bs

0 |1 0 0 |0 |O -3
6 |1 0 0 |0 |O 0
0 |0 6 1 /0 |0 0
0 |0 8 1 /0 |0 3
0 |0 0 0 |8 |1 3
0 |0 0 0 |9 |1 9

Tabelle 1

Abbildung 5 zeigt die zugehdrige Koeffizientenmatrix A, in
der reduzierten Zeilen-Stufenform lasst sich die Lésung
bzw. lassen sich die gesuchten Koeffizienten direkt able-
sen.
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Wir haben zwei unbefriedigende Modellierungs-Ansatze:
Die Interpolation durch eine ganzrationale Funktion dritten
Grades liefert kein geeignetes Modell fiir die Beplankung
(weil mit dem Krimmungswechsel des Graphen auch Ex-
trempunkte auftreten). Auch die Idee, (andere) Regressi-
onsmodule des Rechners zu nutzen, muss in der Diskussi-
on verworfen werden. Bei der Interpolation durch lineare
Splines sind die Ubergénge stetig, aber die Steigungen der
Splines stimmen in den Ubergangsstellen nicht iiberein.

Quadratische Splines

Es wére sinnvoll, zusatzlich auch identische Steigungen
der Teilfunktionen in den Ubergangstellen zu fordern. Ein
Schiiler schlagt vor, Parabeln zu nutzen. Formuliert mit der
neuen Begrifflichkeit versuchen wir nun, Koeffizienten fir
drei quadratische Splines

S1(X) =ai -X2 + by-X + C1

Sz(X) =az -X2 + by X + C2

Ss(X) =as -X2 + b3-X + C3
zu bestimmen.

Von welchen Steigungsbedingungen wollen wir ausgehen?
Dem Vorschlag einer Schilerin (Suheda) folgend, soll die
Steigung des linearen Splines s4'(6)=0,5 erhalten bleiben,
die Steigungen von s; bzw. s3 sollen im dritten Datenpunkt
Ubereinstimmen. Zusatzlich zu den Interpolationsbedin-
gungen in (1) fordern wir nun:

s1(6) = 0,5 = s7'(6) (2)

s2'(8) = ? =s3'(8)

Wir haben neben den sechs Interpolationsbedingungen
nun fir den ersten und zweiten Teilspline je einen Stei-
gungswert vorgegeben. Da die Steigung des dritten
Teilsplines von der unbekannten Steigung s2’(8) abhangt,
kénnen wir nicht arbeitsteilig weiterarbeiten, um die Teil-
funktionen zu ermitteln. In der Diskussion wird zudem deut-
lich: An den Ubergangsstellen ergeben sich also zwei Be-
dingungen, s1'(6) =s2'(6) und s2'(8) =s3'(8), wir miissen
aber mindestens einen Steigungswert vorgeben und haben
dabei offenbar mehrere Mdglichkeiten. Die Schiilerinnen
und Schiler wahlen verschiedene Ansatze und gehen
unterschiedlich vor, einige Resultate sind in Abb.7 bis
Abb.10 dargestellt.
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Der Ansatz von Suheda flihrt (Uberraschenderweise) zu
einem linearen Spline s1(x) gemaf (*), dabei ist es gleich-
glltig, ob s¢(0)=0,5 oder s1(6) =s2(6) = 0,5 vorgegeben
wird (Abb.10). Eine andere Schilergruppe hat zu der Be-
dingung s3'(9) = 6 ebenfalls einen linearen Teilspline s3(x)
erhalten (vgl. Abb.9), zudem sind die ersten beiden Teil-
funktionen ungeeignet im Sinne des Modellierungskontex-
tes. Offenbar ergibt es keinen Sinn, die Steigung des linea-
ren Splines zwischen den beiden Interpolationspunkten auf
den quadratischen Spline (im Ubergangspunkt) zu iibertra-
gen.

Die Lbésung aus Abbildung 7 folgt aus dem Ansatz
s1(0)=0 wund geht dabei von einem waagerechten
Rumpfboden aus. Eine weitere Schilerin (Jennifer) geht
von der Forderung s¢(6) =0 aus und erhélt eine Lésung
geman Abb. 8.

Es ist hier mdglich, die gesuchten Koeffizienten der Teil-
funktionen schrittweise zu ermitteln — nicht alle Schdlerin-
nen und Schiler wahlen einen Ansatz gemaly Tabelle 1.
Jennifer hat fir den ersten bzw. zweiten Teilspline jeweils
zwei Interpolations- und eine Steigungsbedingung:

$1(0) = -3, s¢(6) =0, s(6)=0

:>s1(x)=—%x2+x—3

52(6) = 0, s2(8) =3, s2(6) =0

:>sz(x)=%x2—9x+27

Bevor wir den dritten Teilspline bestimmen kénnen, mus-
sen wir sp'(8) ermitteln, dann ergibt sich fir die Koeffizien-
ten des dritten Teilsplines ein Gleichungssystem aus:

s5(8) =3, 53(9) = 9, s5'(8) = 3 =5,(8)
= s,(x)=3x" —45x +171

Bei dieser Vorgehensweise missen wir nacheinander drei
Gleichungssysteme I6sen. Eine Gruppe von Schiilerinnen
und Schilern versucht, fur die neun unbekannten Parame-
ter ein ,gemeinsames® Gleichungssystem aufzustellen.
Dabei bereitet insbesondere die letzte Zeile einige Schwie-
rigkeiten (die mit Hinweisen gemeistert wird).

a1 b1 lc1 a2 b2 c2 a3 bz [c3

0 0 1 0 0 0 0 0 0 -3
36 |6 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 36 |6 1 0 0 0 0
0 0 0 64 8 1 0 0 0 3
0 0 0 0 0 0 64 8 1 3
0 0 0 0 0 0 81 9 1 9
12 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 12 1 0 0 0 0 0
0 0 0 16 |1 0 16 1 [0 0
Tabelle 2

Wir halten fest: Wieder wird erweist sich diese Vorgehend-
weise als Alternative zur Losung in Teilschritten. Das resul-
tierende Gleichungssystem ist komplex und erfordert Kon-
zentration bei der Eingabe. Dafir ist aber ein zwischenzeit-
liches Ausrechnen der Steigung nicht erforderlich. Im Un-
terschied zur Tabelle 1 sind die Gleichungen zu den drei
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Teilsplines dabei nicht mehr unabhangig voneinander (vgl.
letzte Zeile)!

Mit der Vorgabe unterschiedlicher Steigungswerte kommt
man zu verschiedenen, aber nicht zwangslaufig sinnvollen
Lésungen (ungeeigneter Verlauf des Modellgraphen) oder
Uberraschenden Lésungen (keine quadratischen Splines).
Um zu entscheiden, welche der Ansatze auf eine passen-
den Modellierung fiihrt, brauchen wir Kriterien. Nachteilig
bei der Interpolation mit quadratischen Splines ist in allen
Lésungsvorschlagen, dass in  den Ubergangsstellen
Kriimmungsspriinge vorliegen.

Kubische Splines

Anknupfend an den Unterrichtszusammenhang (Trassie-
rung) gehen wir an eine Optimierung unserer Modellierung.
Dabei ist klar: Kriimmungssprungfreie Ubergénge erhalten
wir, wenn zusatzlich zur ersten Ableitung auch die zweite
Ableitung der Teilsplines in den Ubergangspunkten iiber-
einstimmen.

Formuliert mit der neuen Begrifflichkeit versuchen wir nun,
Koeffizienten fir drei kubischen Splines

S1(X) =ai -X3 + b1-X2+ Cc1-X + dq
Sz(X) =az -X3 + bz-X2 + Co-X + do2
Ss(X) =as -X3 + b3'X2 + C3-X + ds

zu ermitteln. Wir haben neben den sechs Interpolationsbe-
dingungen (1) und den zwei Steigungsbedingungen (2)
nunmehr die Bedingungen

51”(6) = 52”(6) (3)
s27(8) = s3”(8)

zu erflllen, dies sind 10 Gleichungen fir 12 Unbekannte.
Diese Situation kennen die Schiilerinnen und Schiler im
Prinzip schon — wir missen zwei weitere Bedingungen
angeben. Diese ergeben sich hier aus dem Kontext: Da wir
urspringlich von biegsamen Latten (Schiffsbau) ausge-
gangen sind, wird man fir den ersten und letzten Daten-
punkt einen krimmungsfreien Auslauf erwarten, also
s1’(0)=0 (4)
s3”(0)=0
ansetzen. Lassen sich die Koeffizienten der drei Teilfunk-
tionen wieder schrittweise bestimmen? Fr keinen Teilspli-
ne (4 gesuchte Koeffizienten) kdnnen wir geniigend unab-
hangige Gleichungen angeben, immer missen wir Bedin-
gungen fir andere Teilsplines beriicksichtigen. Dies ist
auch im Gleichungssystem fiir alle 12 Koeffizienten sicht-
bar, wie die nachfolgende Tabelle zeigt.

@1 b1 jc1 |di jaz b2 |c2 |d2 a3 b3z |c3 |ds3

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 -3
216 36 |6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 216 36 |6 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 512 64 [8 1 0 0 0 0 3
0 0 0 0 0 0 0 0 512 64 [8 1 3
0 0 0 0 0 0 0 0 729 81 9 1 9
108 12 (1 0 -108-12 1 [0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 192 16 1 0 -192 16 |1 0 0
36 2 0 0 -36 2 [0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 48 2 0 0 -48 2 [0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 54 |2 0 0 0

Tabelle 3

Als Losung erhéalt man die in Abbildung 11 graphisch dar-
gestellte Spline-Funktion, die Koeffizienten der Teilsplines
ergeben sich, wenn wieder (vgl. Abb.5 bzw. Abb.6) mit
Hilfe des TI-84 die reduzierte Zeilen-Stufen-Form der Ma-
trix ermittelt wird. Die Teilsplines sind:

s,(X) —ﬁx3+£x—3
73 5, 333 , 1015 2067
$,(X)=—— X' - =X+ ———x-——
184 46 23 23

35 ; 945 , 4097 11565
X*+—=x* = X —

46 46 23 23

Wir sind letztlich wieder bei der Verwendung ganzrationaler
Funktionen angelangt, nutzen aber zur Interpolation der
vier Datenpunkte drei Teilfunktionen (12 unbekannte Koef-
fizienten).

Abb.11

So kénnen wir die sechs Interpolationsbedingungen (1) und
die zwei Steigungsbedingungen aus (2) erfiilllen sowie mit
den beiden Bedingungen in (3) kriimmungsruckfreie Uber-
gange realisieren (10 Gleichungen). Zwei weitere Glei-
chungen (4) folgen aus der Forderung, im ersten und letz-
ten Punkt einen krimmungsfreien, geraden Auslauf zu
realisieren, wie es der Kontext der biegsamen Latten erfor-
dert. Eine bloRe Interpolation liefert lediglich 6 Gleichungen
fir lineare Splines, bei der Interpolation mit quadratischen
Splines kénnen (mussen) wir zusatzlich zu knickfreien
Ubergéngen einen Steigungswert vorgeben.

Schlussbemerkung

Der vorgestellte Unterrichtsgang ergibt sich keinesfalls ,von
selbst“. An entscheidenden Stellen ist die Lehrkraft gefor-
dert, den Schilerinnen und Schilern Argumentations-
Strukturen anzubieten und Argumentationsebenen zu tren-
nen. Eine Balance zwischen Instruktion und Konstruktion
kann dennoch erreicht werden, da den Schilerinnen und
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Schiilern wichtige Erfahrungen in der selbststandigen Er-
probung der Ansatze erdffnet werden kénnen. Als beson-
deres Merkmal dieses Vorgehens ware hervorzuheben,
dass mit der tieferen Durchdringung im Unterricht die Kom-
plexitdt der Modellierung (etwa hinsichtlich des Glei-
chungssystems in Tabelle 3) schrittweise und fiur Schile-
rinnen und Schiler nachvollziehbar (mit-) wéchst. Als
nachteilig kdénnte man insbesondere dabei bemangeln,
dass sich die Modellierung mit quadratischen Splines vom
eigentlichen Modellierungskontext entfernt, diese folgt eher
einem didaktischen Interesse.
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