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  Siebverfahren für Primzahlen 
Hansruedi Schneider
Will man alle Primzahlen unterhalb einer vorgegebenen 
Schranke berechnen und in einer Tabelle festhalten, so ist 
das Sieb des Eratosthenes (ca. 300 v.Chr.) heute noch ein 
effizientes und gleichzeitig einfach zu durchschauendes 
Verfahren. Dass 2300 Jahre vergehen mussten, bis der 
Algorithmus von Sundaram, eine echte Alternative zu Era-
tosthenes, entdeckt wurde, ist erstaunlich. Die beiden Sieb-
verfahreneignen sich meines Erachtens sehr gut, um Schü-
lerinnen und Schülern (Sek.I oder II) einen ersten (oder 
zweiten) Einblick in die Welt der Algorithmik und des Pro-
grammierens zu gewähren.  


Das Vorgehen bei Siebverfahren unterscheidet sich grund-
sätzlich von Primzahltests: Statt jede Zahl auf Primalität zu 
testen und damit für jede Zahl einen hohen Rechenaufwand 
zu leisten, werden bei einem Siebverfahren die zusammen-
gesetzten Zahlen aus der Menge der Primzahlkandidaten 
systematisch entfernt (ausgesiebt). Nach endlich vielen 
Schritten ist man sicher, dass im Sieb nur noch Primzahlen 
"liegen". 


Lua-App zur Visualisierung 
Als Hilfsmittel zum besseren Erfassen der Siebverfahren 
steht ein Lua-App, welches den Zahlenbereich, aus dem die 
Primzahlen gesiebt werden sollen, als Zahlenrechteck (Ma-
trix) darstellt. Nachfolgend ist der Zahlenbereich 1, 2, 3, 4, 
..., 48 als 6x8-Zahlenrechteck abgebildet. Dabei sind alle 
zusammengesetzten Zahlen gestrichen. 
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Abb.1 


Aus Platzgründen werden bei größeren Zahlbereichen die 
Zellennummern bei der App nicht eingeschrieben. Zellen für 
durchgestrichene Zahlen (oder aus dem Sieb entfernte Zah-
len) werden hellgrau gezeichnet, Zellen für Zahlen, die sich 
im Sieb befinden, werden rot gezeichnet. Mit der Maus kann 
die Nummer einer Zelle abgefragt werden. 


 
Abb. 2 


 


Sieb des Eratosthenes 
Problemstellung: Finden Sie zu einer vorgegebenen natür-
lichen Zahl n alle Primzahlen p, für die p ≤ n gilt. 


Algorithmus des Eratosthenes:  
1. Notieren Sie die Zahlen 1, 2, 3, ..., n in einem Zahlen-


rechteck. 
2. Streichen Sie die 1 (die 1 ist keine Primzahl). 
3. Streichen Sie alle Vielfachen von 2, 3, 4, usw., bis keine 


Zahl mehr gestrichen wird. 
4. Die nicht durchgestrichenen Zahlen sind die gesuchten 


Primzahlen. 


Schritt 3 kann sofort verbessert werden: Es ist nicht nötig, 
die Vielfachen von 4, 6, 8, 9 usw. zu streichen, diese wurden 
bereits beim Streichen der Vielfachen von 2 bzw. 3 gestri-
chen. Also lautet Schritt 3 verbessert:  
3'. Streichen Sie alle Vielfachen der Primzahlen 2, 3, 5, 


usw., bis keine Zahl mehr gestrichen wird. 


"Halbautomatische" Lösung 
Diese erste Fassung des umgangssprachlich beschriebenen 
Algorithmus kann nun im tns-Dokument  eratos1  direkt 
umgesetzt werden: 


Schritt 1: Mithilfe der mit der App korrespondierenden TI-
NspireTM Variablen  sieb  (eine Liste für die Zahlen von 1 
bis n) sowie  anzx  und  anzy  (zwei natürliche Zahlen für 
die Dimension des Zahlenrechtecks) bereitstellen 


Schritt 2: Das erste Listenelement von  sieb  mit dem Wert 0 
versehen, die "Nichtprimzahl" 1 ist somit gestrichen 


 
Abb. 3 


Schritt 3: Das Streichen der Vielfachen von 2, 3, 5 und 7 
erfolgt je mit einer For-Anweisung. So müssen zum Bei-
spiel für 7 die Vielfachen 2·7, 3·7, 4·7, ..., 13·7 und 14·7 
gestrichen werden. Dies bedeutet, dass  k  von 2 bis 14 
zählen muss, deshalb: For k,2,14: sieb[7*k]:=0: EndFor 


For k,2,9: sieb[11*k]:=0: EndFor  ändert die Visualisierung 
nicht mehr. Nach den vier For-Anweisungen im Calculator 
befinden sich nur noch Primzahlen im Sieb. Ein Zählen der 
roten Zellen ergibt: Unter den ersten 100 natürlichen Zahlen 
befinden sich 25 Primzahlen. 
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Abb. 4 


Verbesserungen und Präzisierung 
Bei genauerer Betrachtung von For k,2,14: sieb[7*k]:=0: 
EndFor  fällt auf, dass das Streichen der Vielfachen 2·7, 3·7, 
4·7, 5·7 und 6·7 unnötig ist. Diese Vielfachen wurden bereits 
zu einem früheren Zeitpunkt gestrichen. Es genügt also, die 
Vielfachen ab dem Quadrat der Primzahl zu streichen. All-
gemein können wir deshalb das Streichen der Vielfachen 
von p bei einer Siebgröße n durch die folgende For-
Anweisung erledigen: 


For k,p,int(n/p): sieb[p*k]:=0: EndFor 
int(z) berechnet den ganzzahligen Anteil von z. Die zweite 
Verbesserung, ein Abbruchkriterium für den Algorithmus, 
erhalten wir bei Beantwortung der Frage: Ab welchem Wert 
von p hat  For k,p,int(n/p): sieb[p*k]:=0: EndFor  keine Wir-
kung mehr? Dies ist der Fall, wenn int(n/p)<p ist, has heißt: 
Die größte Primzahl p, für die wir die Vielfachen streichen 
müssen, erfüllt die Ungleichung  n/p ≥ int(n/p) ≥ p. Daraus 
folgt: 


p·p < n  oder  p ≤ int( n ) 


Für  n = 100  ergibt sich deshalb beim Streichen der Vielfa-
chen von 11 keine Änderung mehr. Bereits nach dem Strei-
chen der Vielfachen von 7 hat man nur noch Primzahlen im 
Sieb. Schritt 3 heißt jetzt in der weiter verbesserten Form: 


3''. Streichen Sie alle Vielfachen der Primzahlen  p = 2, 3, 5, 
…, int( n ). Beginnen Sie jeweils mit der ersten Strei-
chung bei p2. 


"Automatische" Lösung 
Für die Umsetzung des Algorithmus in ein Programm gilt es 
noch herauszufinden, wie in Schritt 3 lückenlos mit 2 begin-
nend die Primzahlen bis 


int( n ) 
durchlaufen werden können. Dies ist ein Schlüsselpunkt des 
Siebs des Eratosthenes! Angenommen wir hätten zuletzt die 
Vielfachen der Primzahl  pk  gestrichen. Die nächste Prim-
zahl  pk+1  ist die nächst größere Zahl, welche noch nicht 
gestrichen wurde. Die Information, ob eine Zahl in der Nähe 
von  pk  eine Primzahl ist, liegt zu diesem Zeitpunkt bereits 
im Sieb! Wir entwickeln unsere Lösung modular.  


Das Hauptprogramm  eratos(ax,ay)  führt das Siebverfahren 
für die Siebgrösse  n = ax·ay  durch. Es benutzt dazu die 
Unterprogramme  init(ax,ay)  und  streiche(p). 


 
Abb. 5 


init(ax,ay)  erledigt Schritt 1 und Schritt 2 des Algorithmus. 
streiche(p) entfernt die Vielfachen p·p, p·(p+1), ..., int(n/p) 
aus sieb und wird deshalb in eratos(ax,ay) innerhalb der 
For-Anweisung aufgerufen, aber nur wenn p selbst noch 
nicht gestrichen ist. 


 
Abb. 6 


Nach dem Aufruf  eratos(50,20)  enthält die Li-
ste  sieb  nebst vielen Nullen stellvertretend für die "Nicht-
primzahlen" alle Primzahlen kleiner als 1000. Die Funkti-
on  pzliste()  berechnet aus  sieb  die Liste, der 
in  sieb  verbliebenen Primzahlen (Entfernung der Nullen). 
Es gibt also 168 Primzahlen, die kleiner als 1000 sind. 


 
Abb. 7 


Es geht noch schneller! 
Beim Programmlauf von  eratos(50,20)  wird die Anwei-
sung  sieb[...]:=0  insgesamt 1412 mal aufgerufen. Von den 
1000-168=832 gestrichenen Zahlen gibt es mindestens eine, 
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die mehr als einmal gestrichen wurde! Optimal wären 832 
Streichungen. Diese letzte Verbesserung ist erreichbar, 
wenn im Unterprogramm  streiche(p)  das Vielfache k·p nur 
gestrichen wird, wenn  sieb[k] > 0  ist. Aber Vorsicht: Beim 
Streichen der Vielfachen von 3 würde 27=9⋅3 fälschlicher-
weise nicht gestrichen, weil  sieb[9]  ja bereits gleich 0 wäre! 
Dieser Fehler lässt sich vermeiden, indem die For-
Anweisung in  streiche(p)  von oben nach unten zählt: 
In  streiche(p)  muss die einfache "For-Anweisung" For 
k,p,int(n/p): sieb[k*p]:=0: EndFor  durch 


For k,int(n/p),p,-1 
 if sieb[k]=0 then: sieb[k*p]:=0: EndIf 
EndFor 


ersetzt werden. Zählt man jetzt die Anzahl Streichungen 
beim Aufruf von  eratos(50,20), so kommt man tatsächlich 
auf 832 Streichungen. Eine weitere Verbesserung ist damit 
nicht mehr möglich. Diese letzte Optimierung vermeidet 
jeweils eine Multiplikation und eine Wertzuweisung auf Ko-
sten eines zusätzlichen Vergleichs. Wermutstropfen unserer 
Optimierungsarbeit: Der Nutzen der Verbesserungen wird 
erst bei großem n (n=109) eindrücklich sichtbar. Wie bei den 
meisten Aufwandbetrachtungen gilt: Je größer die Eingabe-
daten, in unserem Problem bestimmt durch die Siebgröße n, 
umso eindrücklicher der Unterschied in den Laufzeiten! 


Primzahlsieb von Sundaram 
Dieses Verfahren, entdeckt 1934 vom indischen Studenten 
A.P. Sundaram, scheint auf den ersten Blick wenig mit dem 
Sieb des Eratosthenes gemeinsam zu haben:  


Algorithmus von A.P. Sundaram:  
1. Erzeugen der Liste  sieb  mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., n. 


(Notieren der Zahlen 1, 2, 3, ..., n in einem Zahlenrecht-
eck) 


2. Für alle i und j mit  1 ≤ i ≤ j  und  2·i·j + i + j ≤ n: 
sieb[2·i·j+i+j]:=0 (Streichen aller Zahlen der 
Form  2·i·j + i + j  im Sieb) 


3. Die nicht durchgestrichenen Zahlen verweisen auf Prim-
zahlen. 


Eine erste "Brute Force" – Implementation 
Schritt 2 kann mit zwei ineinander verschachtelten For-
Anweisungen in eine Zeile im Calculator eingegeben wer-
den. Der Übersichtlichkeit halber hier strukturiert auf mehre-
re Zeilen verteilt: 


For i,1,n: For j,1,n: 
 If 2*i*j+i+j ≤ n  Then: 
  sieb[2*i*j+i+j]:=0: 3 
 EndIf: 
EndFor: EndFor 


Die Berechnung ist nicht effizient. Für  n = 250  wird die 
Bedingung der if-Anweisung  250·250=62500  mal geprüft. 
Deshalb dauert die Berechnung mit dem TI-NspireTM schon 
einmal etwas länger. Vor Anwendung dieser Methode 
für  n = 2500  wird dringend abgeraten! 


 
Abb. 8 


Vergleicht man mit dem Sieb des Eratosthenes 
für  n = 25⋅10, so stellt man fest, dass wesentlich mehr Zah-
len im Sieb verbleiben. Zudem sind diese Zahlen, 1, 2, 3, 5, 
6, 8, 9, 11, ..., 249, keineswegs alle prim! Die Lösung des 
Rätsels: Im Sieb sind alle ungeraden Primzahlen kleiner 
oder gleich  2·n + 1 = 501  hängen geblieben. Ist  k  im Sieb, 
so ist  2k + 1  die zugehörige Primzahl. 


Korrektheit 
Dass der  Algorithmus von Sundaram das Gewünschte 
berechnet ist zu beweisen.  


Voraussetzung: In der Liste  sieb = {1, 2, 3, ..., n} sind alle 
Listenplätze mit Index  2·i·j + i + j  für  1 ≤ i ≤ j  mit 0 belegt 
(gestrichen). 
Behauptung: sieb[k]=0 ⇔ 2k+1 ist zusammengesetzt. 


Beweis: Wir zeigen beide Implikationen ⇒ und ⇐. 
⇒ Aus sieb[k]=0 folgt: Es gibt i und j, 1 ≤ i ≤ j mit 


k = 2·i·j+i+j. Wegen  
2k+1 = 2·(2·i·j+i+j)+1 = 4·i·j+2·i+2·j+1 = (2i+1)(2j+1) 
bedeutet dies, k ist zusammengesetzt. 


⇐ 2k+1 ist zusammengesetzt. Das heisst 2k+1 = a·b für 
1 < a ≤ b. Da 2k+1 ungerade ist, müssen auch a und b 
ungerade sein. Somit gilt: a=2i+1 und b=2j+1 mit 1 ≤ i ≤ j;  
2k+1 = (2i+1)(2j+1) ⇔ k=2·i·j+i+j, also sieb[k]=0 


Überraschung: 
Die Optimierungsschritte, die wir beim Sieb des Eratosthe-
nes vorgenommen haben, lassen sich praktisch 1:1 auf  das 
Sundaram-Verfahren übertragen. Der modulare Aufbau des 
Programms und die Bedeutung der Unterprogramme bleiben 
gleich. 


Beim Unterprogramm  init(ax,ay)  entfällt sieb[1]:=0. Die 
globale Variable  anzs  wird benötigt um die Anzahl Strei-
chungen zu zählen, deshalb hier ihre Initialisierung mit 0. 
Die Funktion  pzliste()  unterscheidet sich nur im Rückgabe-
wert  2·res + 1, damit wird aus der Liste der nicht gestriche-
nen Zahlen die Liste der Primzahlen erzeugt. 
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Abb. 9 


Die nachfolgende Notes-Seite zeigt die Berechnung der 
oberen Grenzen für die beiden Parameter i und j. 


 
Abb. 10 


Die Lösungen sind im Allgemeinen nicht ganzzahlig. Den 
jeweiligen Endwert bzw. Anfangswert für die For-Anweisung 
mit Zählvariable j in streiche(i) bzw. i in sundaram(ax,ay), 
erhält man mit der Ganzzahlfunktion int(). 


 
 Abb. 11 


 
Abb. 12 


 
Abb. 13 


Schließlich stellen wir für das Pro-
gramm  sundaram(ax,ay)  fest, dass es nicht mehr weiter 
optimiert werden kann; es gilt: Anzahl Streichun-
gen = Siebgröße-Anzahl im Sieb verbliebener Zahlen. Für 
jede Zahl, die aus dem Sieb entfernt werden muss, wird 
genau eine Streichung benötigt. Auch 
für  sundaram(ax,ay)  gilt: Besser geht's nicht. 


Vergleich 
Die beiden Siebverfahren sind bezüglich Effizienz gleichwer-
tig. Das Argument, mit Sundaram werde mit halber Siebgrö-
ße dieselbe Primzahltabelle wie bei Eratosthenes herge-
stellt, täuscht. Das Siebverfahren des Eratosthenes lässt 
sich leicht für ein Zahlenrechteck für die ersten n ungeraden 
Zahlen modifizieren mit demselben Effekt wie beim Sunda-
ram-Verfahren: Man erhält alle Primzahlen, welche kleiner 
oder gleich  2n+1  sind, außer der einzigen geraden Prim-
zahl 2. 


Materialien 
Die hier vorgestellten Programme, weitere Aufgaben mit 
Lösungshinweisen und deren vollständige Lösungen finden 
Sie unter  www.ti-unterrichtsmaterialien.net. 
In der kleinen Sammlung von Lua-Apps finden Sie auch eine 
App zum experimentellen Zugang zu den Primzahlsieben, 
die als Screenshot in Abb. 14 dargestellt. 
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 Abb. 14 


 


Quellen: 
  Vöcking, B. (et alt.): Taschenbuch der Algorithmen, 


Springer Verlag (Seiten 127-138) 
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