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Infos zu weiteren Biichern:

e

Andreas Pallack & Barbel Barzel (Hrsg.)
... aller Anfang ist leicht (Version 2.0)

Das Heft eignet sich bestens fur den Einstieg in die TI-Nspire™ Technologie (hier Version 2.0).
Nach einer kurzen Einfilhrung finden Sie in diesem knapp 100 Seiten starken Heft in einem
Basisteil Beitrage namhafter Autoren, die grundlegende Fragen im Umgang mit TI-Nspire™
sowie TI-Nspire™ CAS klaren: Im Artikelteil, der sich anschlief3t, finden Sie weitere Ausarbei-
tungen.

Andreas Pallack & Hubert Langlotz (Hrsg.)
Differenzialrechnung mit neuen Medien verstehensorientiert unterrichten

Der erste Band der kleinen Analysisreihe nimmt die Differenzialrechnung in den Blick. Vor-
gestellt wird ein didaktisches Rahmenmodell, das zur Reflexion des eigenen Unterrichts ge-
nutzt werden kann. In den Einzelbeitrdgen berichten Autorinnen und Autoren aus der Praxis
Uber ihre Erfahrungen zum Einsatz digitaler Werkzeuge im Mathematikunterricht der gymna-
sialen Oberstufe.

Zu weiteren Materialien finden Sie Informationen unter www.ti-unterrichtsmaterialien.net.
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Hinweise zum Buch
Integralrechnung mit neuen Medien verstehensorientiert unterrichten

Liebe Leserinnen und Leser,

bevor Sie starten, méchten wir Ihnen gerne einige Informationen tGber das Buch und nitzli-
che Hinweise zum Umgang mit ihm geben.

Die Reihe T3-Akzente

Das vorliegende Buch ist das zweite aus einer Reihe, die sich explizit mit Gegenstédnden der
gymnasialen Oberstufe auseinandersetzt. Ein markantes dufReres Kennzeichen dieser Reihe
ist das im Titel jeweils prominent platzierte Adjektiv verstehensorientiert. Tatsachlich arbei-
tet das bundesweite Netzwerk T° seit vielen Jahren daran, Lehrkraften zu helfen, dass ihre
Schulerinnen und Schuler die Inhalte und Denkweisen des Faches Mathematik besser ver-
stehen und sie nachhaltig produktiv nutzen kénnen. Wir tragen mit diesem Buch den Diskus-
sionsstand zur Integralrechnung zusammen. Die Vorschlage in diesem Buch sehen wir ent-
sprechend als einen Werkstattbericht, der zur Diskussion und Weiterentwicklung einladt.

Alle Biicher der T*-Akzente Reihe werden jeweils von zwei Lehrern begleitet. Sie entschei-
den mit bei der Auswahl der Manuskripte und unterziehen das gesamte Heft in jeder Phase
seiner Entstehung einer intensiven Prifung. Wir danken auf diesem Weg Barbara Hiiser
und Hubert Langlotz fiir ihre Arbeit als Heftbegleiter.

Hinweise zum Umgang mit dem Buch

Das Buch wurde fiir die Technologie TI-Nspire™ geschrieben. In den Artikeln finden Sie
jeweils Hinweise, ob diese nur fiir TI-Nspire™ CAS oder sowohl fiir TI-Nspire™ CAS wie
auch TI-Nspire™ (numerischer Graphikrechner ohne CAS) geeignet sind. Alle Aufgaben las-
sen sich auch mit der entsprechenden TI-Nspire™ Software oder TI-Nspire™ CAS Soft-
ware am Computer bearbeiten. Das Zeichen zeigt an, dass an dieser Stelle das CAS
bendétigt wird:

Erste Schritte = ‘n]

i‘(x;': 2 Fertig
z Feriig
ﬁ{z) = x2 dx
0
expand l:ﬁ(x +}r)) 3 3

h
L ipaen? e
3 3

2/99

Die erlduternden Bildschirmfotos im Heft stammen Gberwiegend von Handhelds mit der
Softwareversion 2.1. Kostenlose Softwareupgrades koénnen auf den TI-Webseiten
(education.ti.com/deutschland, education.ti.com/oesterreich, education.ti.com/schweiz ) ab-
gerufen werden — insbesondere finden Sie dort die jingst von Tl vorgestellte Version 3.0 der
TI-Nspire™ Technologie, zu denen jetzt auch Handhelds mit Farbdisplay angeboten werden.
Alle im Buch abgedruckten Befehle wurden mit der Version 3.0 von TI-Nspire™ CAS getes-
tet. Die Beispiele aus diesem Buch kann man entsprechend auch mit neueren Versionen
umsetzen.

© T° 2011 Anmerkungen 3



Zu Gunsten der Lesbarkeit des Textes wurden einige Bildschirmfotos montiert (z. B. vergré-
Rert), um eine bessere Ubersicht zu bieten. Diese sind mit einem Stern am oberen linken
Rand gekennzeichnet und &*on Originalbildschirmfotos zu unterscheiden.

m BOG AUTO REELL i
rand(5) =)
{.943597,.908319,.146688,.514702, 40581 }
o g {1,49,16,25}
randInt(1,2) 2
randlnt(l,2) 1
seq((-1)randint(1.2) ; 1 ¢} {-11-1,11}
{1,23}-{2,3,4} {2,612}
seql(-1)rnnt(1.2) ; 1 &) rana(s)
{-.006263,-.548986,.85558,.977084,-. 278>
Define #=100 Fertig

™
8/99

Wie auch in den ersten beiden Banden dieser Reihe greifen die Beitrdge auf ein Glossar mit
nitzlichen Bedienhinweisen zurlick. Glossarhinweise erkennen Sie daran, dass sie grau hin-
terlegt sind (z. B. Graphen einer Funktion zeichnen). Die entsprechende Passage finden Sie
dann auch im Glossar. Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kénnen, drucken wir
das Glossar nicht ab, sondern stellen es basierend auf der aktuellen Version des Betriebs-
systems online zur Verfligung.

Sie haben nun zwei Méglichkeiten, auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank herunter:
www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar’

(2) Sie nutzen unser Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

Das Glossar wird regelmalig aktualisiert. Sdmtliche Bedienhinweise in den Einheiten und
Artikeln sind so verfasst, dass sie mit allen zukiinftigen Glossars vertraglich sind.

In den Kopfzeilen der Artikel finden Sie eine Laufleiste:

Didaktischer

Zusatzmaterial
Kommentar

Titel der Einheit | Kopiervorlage | Loésungshinweise

Ihr kdnnen Sie entnehmen, in welchem Teil des Artikels Sie sich gerade befinden. Die Auf-
gabenstellungen finden Sie z. B. unter Kopiervorlage, Hinweise fiir den Unterricht in der Re-
gel unter Didaktischer Kommentar.

Ebenfalls auf der Materialdatenbank (www.ti-unterrichtsmaterialien.net) finden Sie viele der
in diesem Buch vorgestellten TI-Nspire™-Dateien.

Mdinster, im Mai 2011

Ursula Schmidt, Andreas Pallack (Herausgeber)
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Von Flachen, Summen und Bilanzen
Integralrechnung verstehensorientiert unterrichten

Ursula Schmidt, Kamen

Was verbinden Abiturienten zu Beginn ihres Studiums noch mit dem Begriff ,Integral-
rechnung“? Meist erhalt man Antworten wie ,Fldchenberechnung®, ,Stammfunktionen be-
stimmen®, ,Umkehrung der Differenzialrechnung®. Dass die Integralrechnung aber auch an-
dere Aspekte hat, wie z. B. aus einer Anderungsrate den Gesamtbestand zu rekonstruieren,
ist weniger vertraut. Liegt das daran, dass im Mathematikunterricht der Integralbegriff meis-
tens Uber das Problem der Berechnung von Flacheninhalten eingefiihrt wird? Schiilerinnen
und Schiler setzen haufig verkirzt und einseitig die Integralrechnung mit der Flachenin-
haltsberechnung gleich und kommen nur miihsam auf die Idee, sie auch in anderen Anwen-
dungskontexten zu nutzen.

Frither? — ein Blick in den Klassenraum

Ein Standardproblem zur Einflhrung in die Integralrechnung ist die Berechnung der GréRRe
der Flache, die der Graph der Funktion y = x2 mit der x-Achse und der Geraden x = 1 im
1. Quadranten einschlief3t.

Der Inhalt dieses Flachenstiicks wird eingeschachtelt durch die Berechnung einer Ober-
summe und einer Untersumme. Dazu wird das Intervall [0; b] in n gleich grof3e Teilintervalle
der Lange b/n zerlegt. Da die Funktion f monoton steigend ist, werden bei der Bildung der
Untersumme alle Funktionswerte auf einem Teilintervall durch den Funktionswert am linken
Rand des Teilintervalls abgeschatzt und fir die Obersumme entsprechend durch den Funk-
tionswert am rechten Rand des Intervalls. Dabei lautet z. B. der Term fir die Obersumme:

(b)Y b

Etwas einfacher ohne Summenzeichen:

S,(b)= b ~9~(12+22+32+...+n2): b} b n-(n+1)(2n+1)
° n) n n) n 6

Mit einigen Umformungen ergibt sich:

b® 1 1 . . b®
So(b):g- 1+E : 2+ﬁ . Fliir n — « folgt: So(b)—>§.

Die Untersumme wird analog berechnet. Ober- und Untersumme schachteln den gesuchten
Flacheninhalt ein und stimmen im Grenzwert n — « Uberein.

Dieser Zugang zum Integral ist algebraisch sehr aufwandig und fur die meisten Schilerinnen
und Schiler nur schwer nachzuvollziehen. Dazu kommt, dass dabei Formeln fir die Sum-
men von Quadratzahlen verwendet werden, die aus dem bisherigen Unterricht nicht bekannt
und sehr speziell sind, so dass die Herleitung des Terms fiir den Flacheninhalt haufig keine
vollstédndige Herleitung ist, sondern Zwischenergebnisse vom Himmel fallen.

Meist — so zumindest meine Erfahrung — wird die Berechnung eines Integrals ohne Kalkdl
nur an dieser einen exemplarischen Rechnung durchgefihrt; der Weg zum Rezept ist dann
kurz: Integralfunktion = Flacheninhalt Gber dem Intervall [0; x] = Stammfunktion an der obe-
ren Grenze.

© T° 2011 Von Flachen, Summen und Bilanzen 5



Die zu schnelle Formalisierung verhindert die Ausbildung angemessener Vorstellungen. In
der Folge bleibt die Begriffsbildung rudimentdr und es erfolgt aul’er auf der formal-
syntaktischen Ebene keine Vernetzung mit den Vorstellungen der Differenzialrechnung. Die-
se ist aber auch insbesondere dann schwer herzustellen, wenn die Ableitung nur geomet-
risch als Steigung einer Tangente an den Graphen eingefihrt wurde.

Verstehensorientierung in der Integralrechnung

Unterricht, der ein vertieftes und nachhaltiges Begriffsverstédndnis anstrebt, sollte deshalb
nicht die formale, algebraisch Uberfrachtete Theorie an den Anfang stellen, um sie anschlie-
Rend auf Beispiele anzuwenden, sondern umgekehrt vorgehen: Die Beispiele, die zu Beginn
durchgearbeitet werden, sollten eine tragfahige Basis bilden, auf der durch zunehmende
Abstraktionen das Theoriegebdude errichtet wird. Die Einflihrungsbeispiele sollten mdglichst
viele Aspekte des Begriffs erfassen und auch so angelegt sein, dass Fehlvorstellungen ver-
mieden werden.

Um mehr Sinn in einer neuen Begriffsbildung zu sehen, ist es fiir viele Schilerinnen und
Schiler motivierend, diese Begriffe in einem realen Bezug kennenzulernen. Das heif3t nicht
unbedingt, dass man in der Schule genauso rechnen muss wie in realen Anwendungssituati-
onen! Diese sind haufig so komplex, dass unter Beriicksichtigung aller Faktoren der Blick auf
die eigentlich grundlegenden Ideen verstellt wird. Die schulischen Kontexte kénnen reale
Anwendungen nur selten vollstandig umsetzen — sie kénnen sich aber an realen Anwendun-
gen orientieren und so den Begriffen Bedeutung geben. Realitatsorientierte Kontexte stecken
einen Rahmen ab, der die anschauliche Vorstellung der Lernenden unterstitzt.

In der Arbeit mit Kontexten lernen die Schilerinnen und Schiler Sachsituationen zu mathe-
matisieren und mathematische Ergebnisse wiederum im Kontext zu bewerten. Sie lernen
auch, wie sie unbekannte Situationen fir sich handhabbar machen, indem sie heuristische
Strategien anwenden. Die erworbenen mathematischen Kompetenzen im Modellieren und
Problemlésen tragen damit auch Uber die konkrete Aufgabe oder Unterrichtsreihe hinaus.
Aulerdem tragen Kontexte auch zur facheribergreifenden Bildung bei, da die Lernenden
inhaltlich etwas Uber den Kontext erfahren.

Neben der Realitétsorientierung ist flr einen nachhaltigen Kompetenzerwerb auch wichtig,
dass die Schillerinnen und Schiler sich die ldeen und Konzepte aktiv handelnd aneignen.
Der Unterricht sollte so angelegt sein, dass gentigend Raum bleibt zum Explorieren und Ex-
perimentieren und flr unterschiedliche Lésungswege. Der Austausch von Beobachtungen
und Vermutungen sowie die Prasentation von L&sungen schaffen Kommunikationsanlasse,
die zur Klarung des Versténdnisses beitragen. Unterstitzt wird dies durch kooperative Unter-
richtsformen und Phasen selbststandigen Arbeitens.

Kontexte zur Sinnstiftung in der Integralrechnung

Zu den grundlegenden Vorstellungen, die mit dem Integralbegriff verbunden sind, gehéren:
e Messen (Langen, Flacheninhalte, Volumina)

Rekonstruieren: von der Anderungsrate zum Bestand (Produktsummen)

Kumulieren und Bilanzieren (einen Bestand verwalten)

Mittelwertbildung (Erwartungswerte)

die ndherungsweise Berechnung diskreter Summen.

Bei der geometrischen Einflihrung Uber den Flacheninhalt fehlt z. B. der Bilanzaspekt, d. h.
man muss spater mihsam zuséatzlich erarbeiten, dass Integrale auch negativ werden koén-
nen.

Um viele Aspekte des Integralbegriffs zu erfassen, bieten sich fir eine Einfllhrung deshalb
eher Aufgabenstellungen an, bei denen ein Bestand (eine Funktion) aus der mittleren oder
momentanen Anderungsrate (der gegebenen Ableitungsfunktion) n&herungsweise oder
exakt rekonstruiert wird. Idealerweise wurde im vorhergehenden Unterricht der Ableitungs-

6 Von Flachen, Summen und Bilanzen © T3 2011



begriff als momentane Anderungsrate entwickelt, so dass nun bei der Einfilhrung des Integ-
rals der Zusammenhang der beiden Begriffe von Anfang an deutlich wird.

Hilfreich ist es, die Schilerinnen und Schiler in der EinflUhrungsphase relativ schnell mit ver-
schiedenen Kontexten bekannt zu machen und daraus die gemeinsame Grundidee zu extra-
hieren. Dazu bietet sich als Arbeitsform eine arbeitsteilige Gruppenarbeit an, gefolgt von ei-
ner anschlieBenden Prasentationsphase. Z. B. kénnen die einzelnen Gruppen Plakate erstel-
len, die dann in Form eines Museumsgangs prasentiert werden. Dieses Vorgehen wurde
unter anderem im Projekt SINUS-Transfer erprobt. [MSW NRW, 2007]

Beispiel fiir einen Einfilhrungskontext: Wassertank

Die grundlegenden ldeen lassen sich bereits an einem sehr einfachen Beispiel entwickeln.
Der folgende Aufgabentext kann als Vorstellungsiibung vorgelesen werden (oder suchen Sie
unter dem Schlagwort ,Wassertank” ein passendes Bild im Internet).

Stellen Sie sich einen Wassertank vor: Der Wassertank ist aus weiSem Kunst-
stoff. Er ist anndhernd quaderférmig, hat aber leicht abgerundete Ecken und
Kanten sowie zur Stabilisierung leichte Rillen an den Wénden. Er steht auf einer
Metallplatte. Er ist 1,20 lang, 1,00 m breit und 1,16 cm hoch.

Der Wassertank hat oben eine verschraubbare Offnung, durch die er befiillt
werden kann. An einer Seitenfliche hat er 15 cm liber seiner Bodenflache ei-
nen Auslass mit Hahn. Im Moment ist soviel Wasser im Tank, dass es 50 cm
hoch steht.

Der Hahn wird gedffnet. Es flieBen 10 Liter/min. ab. Nachdem der Wasserstand
im Tank die Hbéhe des Hahns erreicht hat, wird der Hahn geschlossen. Mit ei-
nem Schlauch wird der Tank sofort wieder von oben mit Wasser befiillt. Die Zu-
flussrate betrdgt 15 Liter/min. Der Fiillvorgang wird beendet, wenn das Wasser
im Tank 1,00 m hoch steht.

a) Stellen Sie die Hohe des Wasserstands in diesem Tank in Abhdngigkeit von
der Zeit dar.

b) Stellen Sie auch die Zufluss-/Abflussrate in Abh&ngigkeit von der Zeit dar.

c) Der Tank wurde vollstandig geleert und wird jetzt wieder befiillt. Die Zufluss-
rate wird dabei gleichméaBig erhéht von 0 Liter/min zu Beginn auf 20 Liter/min
nach 5 Minuten. Stellen Sie die Zuflussrate und die Wassermenge im Tank
wéhrend dieser 5 Minuten grafisch dar.

Lésungen und Hinweise

a) Hilfreich ist, zuerst zu Uberschlagen, wie lange der Abflussvorgang etwa dauert, um eine
geeignete Zeiteinheit zu finden. Danach kénnen die Schilerinnen und Schiler eine Werteta-
belle fir den Wasserstand erstellen und danach zeichnen. Die Aufgabe kann auf dem Rech-
ner geldst werden, erforderlich ist das aber nicht.

Grundflache: 1,20 m? =120 dm?; Volumen zu Beginn: 1,2 m? - 0,5 m = 0,6 m®, also 600 ..
Auf Héhe des Hahns sind noch 120 - 1,5 2 = 180 £ im Tank. Bei einer Abflussrate von
10 2/min ist der Tank nach 42 min bis zum Hahn geleert.

Die Screenshots zeigen einen experimentellen Zugang mit dem Rechner. Zuerst wurde im
Minutentakt gerechnet — spater im 5-Minutentakt.

© T2 2011 Von Flachen, Summen und Bilanzen 7



Teit .liter .hnehe .ahﬂuss . i Teit .liter .hnehe .ahfluss . @
0 600 S0 10 9 510 42 5 10
1 can| 49,1867 10 10 saa| 41 6867 50 I
z seo| 4%.3333 10 15 450 97 5 cn
3 570 47.5 10 20 400| 33,3333 0]
4 SED| 46 GEET 10 25 50| 201667 0]
=5 cso|  45.8333 10 | 20 200 o5 cn =
ot |10 KIE p11 |50 BE
.liter .hnehe .abﬂuss . ) 6(3'“!#
a0 300 5. 50
s 50| 20.8333 50
40 200 16.6667 10 I (et roche]
41 190| 15.8333 10 l J_aoo—m-x
42 180 15 10 T
43 170| 14,1667 10 = Y
- X,
B9 |=big-aiz [¢]» A 52

Die Wasserhéhe wird in der Abflussphase durch diesen Term beschrieben:

f1(x) = (600 - 10*x)/12.

Nach 42 min setzt der Zufluss von 15 £/min ein. Die Tabelle im Rechner kann weitergefihrt
werden oder es wird sofort ein Term notiert:

f2(x) = (180 +15*(x - 42))/12.

Teit .liter .hnehe .abﬂuss . @
41 1a0| 15.8333 10
42 150 15, 15
43 185 16.25 15 I
44 210 17.5 15
45 25 18.75 15
46 240 20, 15 L
B20 | =bio+dio E

Tizoy

(z.fz':‘,.‘zo.fh.fj
fl |1x]|

1a

a2l 180+15 - [x—42

_B00-10 x
12

1o

120

b) Die Zufluss-/Abflussrate wird erst anschlieRend gezeichnet, um im Zusammenhang mit
dem Graph der Wassermenge die Vorzeichen festzulegen: ,minus® fir Abfluss, ,plus® flr

Zufluss.

8 Von Flachen, Summen und Bilanzen
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Hinweis: Da der Begriff ,Zufluss® missverstandlich ist, weil man sich darunter sowohl die Zu-
flussrate als auch die Menge des zugeflossenen Wassers vorstellen kann, empfiehlt sich in
Aufgabenstellungen durchweg ,Zuflussrate fiir die Anderungsrate zu schreiben (manchmal
findet sich auch ,Zuflussgeschwindigkeit®).

c) Die Situation wirkt konstruiert, wenn man realistische Kontexte erwartet. Sie liefert aber
den Schlissel, wie die Schilerinnen und Schiiler mit dieser neuen Situation umgehen kén-
nen. Bei anderen Zuflussraten wéhlen sie aus ihrem Repertoire heuristischer Strategien die
Strategie ,Zurlickfiihren auf Bekanntes® und das heif3t hier: konstante Zuflussraten. Der ge-
samte Zeitraum von 5 Min. wird in viele kleinere Zeitintervalle (vielleicht zunachst 1 Min. oder
0,5 Min.) zerlegt, auf denen die Zuflussrate als konstant betrachtet wird. Die lineare Funktion
wird also ndherungsweise ersetzt durch eine Treppenfunktion.

Es bleibt nur noch zu diskutieren, wie die Treppen gebildet werden: nimmt man fiir die H6he
der Stufe auf einem Intervall den kleinsten Funktionswert (hier also den Funktionswert am
linken Rand) oder nimmt man den gréf3ten Funktionswert (hier also den Funktionswert am
rechten Rand). Schilerinnen und Schiler schlagen haufig vor, einen Mittelwert aus beiden
zu bilden.

Grafisch stellt sich das so dar:

247y f&l:x]=4-x minuten [Bwasser [Bzufluss Bhoch B =

=WaSSErt]

(mz'nu!fn,zuﬁuss)/f/ 0 0 0 0

'f/ 1 2 4| 0168867

'///J 2 2. 8| 0.BEEEET

’/f" 3 18. 12 13

- 4 32 16| 2.66667

1 '/J = > 50, 200 416867
By N 82 |=b1+0 5-(ci+c2) Kk

Manchmal ist ein Lehrerimpuls nétig, manchmal kommen die Schilerinnen und Schiiler aber
auch ganz allein auf eine geometrische Deutung des Sachverhalts: Mit den MalRzahlen aus
dem Produkt Zuflussrate * Zeitintervall berechnen sie die Malizahl des Inhalts der Rechteck-
flache Uber einem Teilintervall. Die Produktsumme steht fiir die Gesamtmenge des zugeflos-
senen Wassers.

Je nach Variante der Ann&herung ergeben sich so Untersummen, Obersummen oder Mittel-
summen. Letztere lassen sich aber leicht umdeuten als Summe der Fladcheninhalte von Tra-
pezen, was insgesamt bedeutet: der Flacheninhalt unter dem Graphen der (linearen) Zu-
flussfunktion wird bestimmt.

© T° 2011 Von Flachen, Summen und Bilanzen 9



Mit Hilfe der Dreiecksformel aus der Sekundarstufe | Idsst sich das Ergebnis Uberprifen:
0,5 x4x = 2x°

Der Graph dieser Funktion lauft genau durch die Punkte des Streuplots, der die Wasser-
menge in Abhangigkeit von der Minutenzahl zeigt.

g0ty

e
=5 2 . 5

Wenn diese Zusammenhange geklért sind, kann man sich noch einmal dem Problem des
Abflusses von Wasser zuwenden. Das kann an dem Ausgangsbeispiel a), b) diskutiert wer-
den. Solange Wasser ablauft, muss diese Menge subtrahiert werden; geometrisch gedeutet
hei’t das: Hier muss ein Flacheninhalt mit (negativem) Vorzeichen addiert werden.

In der Gesamtbilanz bis zu einem Zeitpunkt x werden oberhalb der Zeitachse liegende Fla-
cheninhalte positiv und unterhalb der Zeitachse liegende Flacheninhalte negativ gezéhlt. Das
Volumen im Wassertank ist dann eine Summe vorzeichenbehafteter Flacheninhalte (orien-
tierter Flacheninhalte).

Die Orientierung bzw. das Vorzeichen kann auch folgendermalien definiert werden: Man
l&uft auf der Zeitachse vom linken Rand des Teilintervalls zum rechten Rand und umrundet
dann weiter die Flache: geschieht dies im mathematisch negativen Sinne, ist die Flache ne-
gativ orientiert, sonst positiv.

Fazit: Anders als bei einem Einstieg Uber Flachenberechnungen steht bei diesem Beispiel
die Idee der Bilanzierung im Vordergrund. Damit ist es leicht, den Unterschied zwischen ei-
ner Integralfunktion (hier: als Bilanzsumme) und einer Flacheninhaltsfunktion zu erkennen.
Fur letztere hatte man eben alle Flacheninhalte positiv addiert. Damit lassen sich mit diesem
vom Kontext her sehr einfachen Beispiel schon wesentliche Grundvorstellungen zu Integral-
funktionen aufbauen.

Die Idee, aus der lokalen Anderungsrate die Bestandsfunktion selbst zu rekonstruieren, funk-
tioniert natirlich nicht nur im Kontext ,Wassertank®, sondern auch im Grof3en (z. B. Steue-
rung der Zu- und Abflisse an einem Pumpspeicherkraftwerk, [Schmidt, 2007]). Man kénnte
diesen Kontext im Anschluss an die Aufgabe ,Wassertank® ansprechen, um den Schilerin-
nen und Schilern zu zeigen, wo die Mathematik, die sie eben gelernt haben, in der Umwelt
vorkommt.

Auf dem Weg zum Integralbegriff

Wo stehen wir? Bisher kdnnen die Schilerinnen und Schiiler Integrale von Treppenfunktio-
nen und von linearen Funktionen bestimmen.

Die hierbei erworbenen Rechentechniken reichen aus, jedes Kumulationsproblem zu Iésen,
bei dem die Anderungsraten durch Messungen gewonnen werden und in Form von diskreten
Messwerten in einer Tabelle vorliegen. In einer grafischen Darstellung lassen sich benach-
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barte Messpunkte geradlinig verbinden. Man berechnet dann, genau wie vorher, die orien-
tierten Flacheninhalte der Trapeze und bildet anschliel’end deren Summe.

So lassen sich aus Aufzeichnungen der Geschwindigkeit zurlickgelegte Wege rekonstruie-
ren, aus Messungen der Beschleunigung gewinnt man wiederum Aussagen Uber die Ge-
schwindigkeit. In dem Artikel , Trdgheitsnavigation® von Wolfgang Beer wird erldutert, in wel-
chem realen Kontext man tatséchlich so vorgeht und am Beispiel der Fahrt mit einem Tretrol-
ler lernen die Schilerinnen und Schiler, wie diese Rekonstruktionsschritte im Einzelnen ge-
staltet werden.

Bei anderen Messdaten ist nicht so deutlich, dass die gegebene Funktion eine Anderungsra-
te ist. Hier liegt der Fokus eher auf dem Aspekt Kumulation einer Grélie zu einem Gesamt-
bestand.

Zum Beispiel wird im Artikel ,Die Schweinegrippe — mathematisch gesehen® von Robert
Stark und Tobias Kaatze im Kontext der Ausbreitung einer Epidemie aus der fortgesetzten
Summierung der Anzahl der Neuerkrankungen auf die Gesamtzahl aller Infizierten geschlos-
sen.

Eine vergleichbare Sachlage hat man z. B. bei Messdaten zur Ansammlung von Schadstof-
fen (in der Luft, im Koérper).

Die Deutung der Teilprodukte als (orientierte) Flacheninhalte ist eine spezielle Darstellung,
die als Interpretationshilfe dienen kann oder eine heuristische Funktion hat. Sie hat den Vor-
teil, dass mit dem Begriff ,Flache“ eine vertikale Vernetzung Ulber die gesamte Schulzeit
maoglich ist. Wird sie aber Gberbetont, kann dies zu Fehlvorstellungen der Schiilerinnen und
Schiler fuhren.

Eine Verbindung zu dem Flachenkonzept der Sek. |, aber auch zu Fillproblemen wird von
Hubert Langlotz in seinem Artikel ,Von Fldchen und Fiillh6hen* hergestellt.

Eine mogliche horizontale Vernetzung lasst sich zwischen Integralrechnung und Wahr-
scheinlichkeitsrechnung herstellen: Z. B. lasst sich die Berechnung einer kumulierten Bino-
mialverteilung auf die Berechnung des Integrals der Gaul3-Funktion zuriickfihren.

Diese Anwendungsbeispiele legen aber auch nahe, dass es nitzlich wére, ein Verfahren zu
finden, mit dem man Integrale zu anderen als konstanten und linearen Funktionen bestim-
men kann. Auch hier trédgt wieder die Problemlésestrategie ,Zurlickfuhren auf Bekanntes®,
indem die neue Aufgabe auf die Situation mit den gegebenen Messwerten zuriickgefiihrt
wird: Es wird eine Wertetabelle der Funktion erstellt, die Punkte werden zu einem Strecken-
zug verbunden und die Flache unter der Kurve wird durch (orientierte) Trapezfldchen (oder
Rechtecke) angenéhert.

Die Berechnungen lassen sich aber erheblich vereinfachen, wenn man nicht immer wieder
diskretisieren muss, sondern in einem stetigen Modell verbleiben und auf die dort zur Verfi-
gung stehende, leistungsfahige Theorie zurlickgreifen kann.

Ubergang von einer diskreten Problemstellung zu einem stetigen Modell

Voraussetzung ist, dass die Schilerinnen und Schiler verinnerlicht haben, wie man nahe-
rungsweise durch Aufsummieren von Fldcheninhalten von Rechtecken oder Trapezen zu
(bestimmten) Integralen gelangt. Man kann dann dazu Ubergehen, bei fester unterer Grenze
die obere Grenze zu variieren und damit den funktionalen Aspekt zu betonen. In dieser Pha-
se wird dekontextualisiert, d. h. die Lernenden arbeiten ab jetzt innermathematisch weiter
und konzentrieren sich auf die Zusammenhé&nge der Randfunktion f und der Integralfunktion.
Die Existenz der Integralfunktion wird an dieser Stelle nicht problematisiert.
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Als Integralfunktion I, zu einer Funktion f: [a;b] — IR definiert man die Funktion,
die jedem x e [a;b] den orientierten Inhalt der Fldche zuordnet, die f mit der
Rechtsachse zwischen a und x einschlie3t. f nennen wir hier auch Randfunk-
tion.

Beispiel: fi(x) = x®— 7x?+ 10x

Berechnen Sie mit einem numerischen Verfahren eine Wertetabelle der Integ-
ralfunktion I, von O bis zu der Obergrenze x und stellen Sie die Ergebnisse in
einem Streuplot dar.

Nehmen Sie zur Vereinfachung an, dass I,(0) = 0 (d. h. der Bestand ist zu Be-
ginn = 0).

Welche Beziehungen erkennen Sie zwischen den Graphen von f; und 1,?

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse noch auf einem anderen Weg.

Kommentierte Losungsskizze
(Flachenberechnung in der Tabellenkalkulation)

Bei der Bearbeitung der Anwendungsaufgaben haben die Schilerinnen und Schiler alle
Techniken erworben, um diese Aufgabe selbstandig in Partnerarbeit oder Kleingruppen zu
I6sen.

Die Wertetabelle wird in Lists & Spreadsheet angelegt. Fir den ersten Versuch kénnte der
Abstand der Stltzstellen z. B. 0,4 betragen. In den Anwendungsaufgaben ist die untere
Grenze haufig 0, diese wird hier Gbernommen.

Im néachsten Schritt werden die Integrale
Uber den Teilintervallen durch (orientierte)
Trapezflachen angenahert. Eines davon ist Ly
exemplarisch eingezeichnet. 1 (x)=x (x-2) (5]

Die Wertetabelle der Integralfunktion ent-
steht dann durch sukzessives Aufaddieren ;
der (orientierten) Teiltrapeze. - A E

il

Um eine Vorstellung vom Verlauf der Integ-
ralfunktion zu erhalten, wird ein Streuplot
zusammen mit dem Graphen der Randfunk- &
tion f in ein Koordinatensystem gezeichnet. : i b

xkyk)
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Beobachtungen

e Das Punktediagramm hat ein Maximum an der Nullstelle von f;.

e Wenn x grofRer ist als diese Nullstelle, ist der Graph der Integralfunktion zunachst
streng monoton fallend und f;(x) nimmt negative Werte an.

e Wenn fy(x) positive Werte annimmt, ist der Graph der Integralfunktion streng monoton
steigend.

Vermutung: f; ist die erste Ableitung der Integralfunktion I.

Uberprifen Iasst sich dies, indem man einen Term findet, der abgeleitet mit fi(x) Uberein-
stimmt,

z.B. f,(x) = 1/4 x* = 7/3 x* + 5x>.  [Probe: f,'(x) = x° - 7x* + 10xX]
Das sollten Schiilerinnen und Schiler auch noch im Kopf rechnen kénnen, aber sie kédnnen
es spater Uberprifen, indem sie im Calculator das Integral berechnen lassen. Zunachst

einmal bietet sich aber ein grafischer Test an: Neben den Streuplot von |, wird der Graph der
Funktion f, gezeichnet.

i CAS -
! s 7 5. o b bz-(B-bz—ZB-.HﬁO)
f2(x)=0.25-x —;-x +5x (xj—?-x2+10-x)dx 12
]
=
9

&

-
\ ewmd(bz-(3-52—28-b+60)JbJ

4
{ 12
12

s

-2

:
¥ 7
pt o7t
-
4 3
f (xk,z'{?)

!

»

Die Ubereinstimmung ist selbst in dieser noch relativ groben Néherung schon erstaunlich.
Wie gut sie ist, sieht man besser, wenn man sich die Funktionswerte von f,(x) in Lists &
Spreadsheet ansieht:
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.yk B B E il Um die Naherung zu verbessern, missen
=F1 (%K) = curnulatiy=f2(xk) die Schilerinnen und Schiler den Abstand
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Zusammenfassung

Kern des beschriebenen Zugangs ist, dass man eine Wertetabelle der Integralfunktion auf-
stellt. Dazu wird ein numerisches Verfahren genutzt, was im Zusammenhang mit Anwendun-
gen, in denen Messwerte vorliegen, entwickelt wird.

Die Wertetabelle wird als Streuplot zusammen mit dem Graphen der Randfunktion visuali-
siert, anschlieRend werden Zusammenhange hergestellt.

Hinweis: Die Lehrkrafte missen darauf achten, dass die Schilerinnen und Schiler nicht nur
die charakteristischen Punkte betrachten, sondern auch Monotonie- und Vorzeichenlber-
legungen einbeziehen.

Um die Vermutung an weiteren Beispielen zu testen, reicht es, die Randfunktion f;(x) auszu-
tauschen und Tabelle und Graph noch einmal zu aktualisieren. Die Schilerinnen und Schu-
ler kbnnen damit das Beobachtete verallgemeinern und sich immer wieder Uber den Zu-
sammenhang vergewissern.

In den Kontexten, in denen aus der Anderungsrate der Bestand rekonstruiert wurde, er-
scheint die Tatsache, dass die Anderungsrate des Bestandes die urspriinglich gegebene
Anderungsrate ist, nicht wirklich Uberraschend. Hier wird aber sichergestellt, dass dieser Zu-
sammenhang auch fir alle Formen von Kumulation gilt, insbesondere auch in der Deutung
des kumulierten (orientierten) Flacheninhalts.

Das beschriebene Vorgehen fuhrt direkt von den anschaulichen Anwendungsbeispielen zum
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Schiilerinnen und Schiler, die in der Diffe-
renzialrechnung mit Anderungsraten gearbeitet haben, kénnen ihre Kenntnisse reaktivieren
und nutzen, um die Zusammenhange von Anderungsrate und Bestand anhand der Graphen
und der Tabelle zu erldutern — eine gute Ubung im mathematischen Argumentieren! Die Ver-
netzung mit der Differenzialrechnung dirfte in beiden Bereichen zu einem weiter vertieften
Verstandnis der Begriffe flihren.

Zu den Standardaufgaben in der Differenzialrechnung gehort es, Graphen von Ableitungs-
funktionen zu skizzieren und auch umgekehrt zum Graphen einer Ableitungsfunktion den
Funktionsgraphen zuzuordnen oder zu rekonstruieren. Wenn mit den Funktionstermen ent-
sprechend verfahren wird, kennen die Lernenden bereits vor der Einfihrung in die Integral-
rechnung den Begriff Stammfunktion (als ,Aufleitung®) und kénnen die Beobachtung auch so
formulieren:

Vermutung: Die Integralfunktion |y ist eine Stammfunktion der Randfunktion f.

Es soll hier aber noch einmal betont werden, dass man durch dieses Verfahren auch dann
Graphen von Integralfunktionen erhélt, wenn (noch) gar kein Term fir die Stammfunktion
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bekannt ist. ,Integrierbar sein“ heil3t also nicht dasselbe wie ,eine Stammfunktion haben®.
Dies ist ein wichtiger Punkt, der im Unterricht bei einem kalkilorientierten Ansatz haufig nicht
so klar herausgearbeitet wird.

Wenn aber eine Stammfunktion F der Randfunktion f bekannt ist, lassen sich die Integral-
funktionen einfach ermitteln durch

la(x) = F(x) — F(a), x € [a;b].

Alternative L6sungswege

Um die Wertetabelle der Integralfunktion aufzustellen, kann man alternativ zu der numeri-
schen Berechnung der Teilflachen und anschlielender Summation in Lists & Spreadsheet
auch die Méglichkeiten nutzen, die Rechner dariiber hinaus bieten.

Direkter numerischer Zugang

Man kann ganz schlicht Notes oder den Calculator nutzen, um zu einer gegebenen Rand-
funktion schnell mehrere Integrale mit gleicher unterer, aber unterschiedlichen oberen Gren-
zen zu berechnen, die oberen Grenzen und Ergebnisse in zwei Listen schreiben bzw. in eine
Tabellenkalkulation eintragen und davon einen Streuplot der Integralfunktion erzeugen.

Geometrisches Integrieren

i 10ty In Graphs kann man die Flache unter einem

krummlinig begrenzten Graphen vom Rech-
ner ,messen“ (bzw. berechnen) lassen.
Durch Variation der oberen Grenze kann
man ebenfalls eine Wertetabelle erstellen.
Auf TI-Nspire™ kann man sich das Eintippen
der Werte sparen, wenn man Data Capture
verwendet.

1.27 Y

-2 3.2 [2.15,0) 7

_ In dem Artikel ,Von Flachen und Fullhéhen®
» i i )= (x—2) (5] von Hubert Langlotz wird dieses Verfahren
genutzt.

Bei dem geometrischen Weg kann man noch eleganter zu dem Graphen der Integralfunktion
A gelangen, wenn man sich das Erstellen der Wertetabelle einspart und den Punkt (x]A(x))
mit einer geometrischen Konstruktion gewinnt. Wie man dabei mit Hilfe von MaRlibertragung
und Geometriespur vorgeht, zeigen Karl-Heinz Keunecke und Angelika Reil3 in ihrem Artikel
~Stammfunktionen zu 1/x“. Sie bieten dort auch eine genaue Anleitung zur Gewinnung einer
Integralfunktion zur Randfunktion f(x) = x2 zum Download an.

Und weiter?

Geschafft! Der Hauptsatz ist erarbeitet. Nun lassen sich eine ganze Reihe von Anwendungs-
problemen mit diesem Kalkil 16sen. Die Schilerinnen und Schiler denken deshalb haufig,
dass sie damit ein universelles Rezept gefunden haben. Daher sollten ihnen im folgenden
Unterricht immer wieder einmal Aufgaben gestellt werden, wo genau dieses Rezept nicht
funktioniert und sie wieder (zunachst einmal) numerisch oder graphisch integrieren missen.

Ein Beispiel fur diesen Fall kann das Auffinden der Stammfunktion zu f(x) = 1/x sein. Hier
kann man wieder numerisch vorgehen oder den geometrischen Weg wahlen, den Keunecke/
Reil3 in ihrem Artikel beschreiben.

© T° 2011 Von Flachen, Summen und Bilanzen 15



Betont man den Aspekt ,Integrale zum Messen®, so liegen den Schilerinnen und Schiilern
auch bei der Berechnung einer Bogenldnge oder eines Rotationsvolumens zunachst noch
keine Formeln vor. Hier kann man im Unterricht systematisch die Problemlésestrategie ,Zu-
rickfihren auf Bekanntes betonen: Die Bestimmung des Inhalts einer krummlinig begrenz-
ten Flache wird zurlickgefuhrt auf die ndherungsweise Berechnung von Rechteckflachen, die
Ermittlung eines Rotationsvolumens wird zurtickgefiihrt auf die Berechnung von Zylindervo-
lumina und die Berechnung einer Bogenlange wird zurlickgefiihrt auf den Abstand zwischen
zwei Punkten. Michael Schwarz und Franz Schléglhofer stellen in ihren Artikeln ,,Die Chipstii-
te* und ,Die Bogenlédnge eines Funktionsgraphen® dar, wie man dabei im Einzelnen vorgeht.

Eine weitere Anwendung der Integralrechnung ist die Bestimmung von Mittelwerten,
wodurch sich noch einmal eine horizontale Vernetzung zur Stochastik ergibt.
Ausgehend von der Definition des arithmetischen Mittels

|
i
N
O'

Geometrisch bedeutet dies, die Flache unter einer krummllnlg begrenzten Kurve in ein fla-
chengleiches Rechteck zu verwandeln.

Andreas Pallack geht auf den Aspekt des Mittelns mit einem Integral in seinem Artikel ,Be-
rechnung der mittleren Sonnenscheindauer ein.

Die Rolle des Rechners in der Integralrechnung

Der Rechner hilft hier beim Aufbau von Grundvorstellungen, einerseits durch dynamische
Visualisierungen, andererseits durch heuristisch-experimentelles Arbeiten beim Problem-
I6sen. Rickblickend kann man feststellen, dass der Rechner ermdéglicht, relativ elementar
aus den Anderungsraten die Bestandsfunktion graphisch zu rekonstruieren. Dazu braucht
man nur die Tabellenkalkulation und/oder man nutzt die Grafikmdéglichkeiten des Rechners.
Die Zusammenhange, die in dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ausge-
driickt werden, lassen sich Uber die Graphen gut visualisieren.

Anwendungsprobleme lassen sich mit einem numerischen Verfahren ndherungsweise hin-
reichend gut bearbeiten. Der Rechner kann aber auch genutzt werden, um Stammfunktionen
zu komplexeren Termen zu bestimmen (im Sinne einer Black Box).

Und man kann mit Schilerinnen und Schiilern, die bereits einen verstdndnisorientierten In-
tegralbegriff aufgebaut haben, den klassischen formalen Zugang rechnerunterstiitzt nach-
vollziehen. Der Rechner entlastet dabei von algebraischen Umformungen und liefert die
Summenformeln sowie die Grenzwerte. Fir die Potenzfunktionen f(x) = x°, f(x) = x* und f(x) =
x° wird das hier exemplarisch gezeigt:

CAS CAS

300

iyt bs'(n+1:| (6 T et
(_) ° (55-(n+1]2-(2-n2+2-n—1))

! | ! i
2

A i
el RS Xl
E n . (ﬁ] N B [n+1)? 2n+2n1
b 1
i=1 2 "
=1
N
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i i
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So wird das ganze Spannungsfeld zwischen anschaulichem, anwendungsbezogenem Arbei-
ten und symbolisch formalem Denken abgesteckt. Flir die Beantwortung einer Frage auf der
Anwendungsebene wird eine ndherungsweise Berechnung in der Regel ausreichend sein, so
dass man dort dann auch mit Graphen und Tabellen auskommt. Ein vertieftes Begriffsver-
standnis ist aber erst zu erlangen, wenn auch die Betrachtung von Grenzwerten hinzu-
kommt. Nur so erkennt man tiefere Zusammenhange und gewinnt letztlich einen leistungsfa-
higen Kalkll. Aber: dieser Kalkil sollte im Unterricht nicht ohne anschauliche Grundvorstel-
lungen aufgebaut werden.

Die folgende ,Navigationskarte” soll eine Anregung sein, wahrend der Unterrichtsreihe zur
Integralrechnung immer mal wieder darliber nachzudenken, an welcher Position zwischen

diesen gegensatzlichen Polen man sich gerade befindet und was man als néchstes ansteu-
ern méchte.

Navigationskarte

Exaktheit

A O

Idee und < O Kalkdl und

Bedeutung > formale Strenge

v :
Naherungsweises Arbeiten
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Titel der Einheit Kopiervorlage | Lésungshinweise Didaktischer Zusatzmaterial
Kommentar

Tragheitsnavigation
Wolfgang Beer, Rutheneum seit 1608, Gera

Steckbrief der Aufgabe
Sekundarstufe Il (Analysis oder Mechanik)
Dauer: 2 Unterrichtsstunden

AT o Notwendige Voraussetzungen:
10.07.10; 15:35 Schulerinnen und Schiler
“ bk o verfligen Gber einen Beschleunigungs-
sensor und zugehérige Bedienkenntnisse
e konnen die Grundgesetze der geradlini-
Film-Nr. V200-x%-3.1-LabPro-30-BTA gen Bewegung anwenden
e konnen die Begriffe ,Ableitung” und ,In-

tegral im Sachzusammenhang anwen-
Kann man die zuriickgelegte den

Strecke ohne MaRBband Prozessbezogene Kompetenzen, die mit
bestimmen? dieser Einheit geférdert werden kdnnen:
Schulerinnen und Schuler
i e analysieren Bewegungsvorgange
’x,‘(:{f'_,,.'ﬁ-;:\u..__.m, Roller w el] %] e vertiefen ihre Fahigkeiten im Umgang mit

elektronischen Rechen- und Messmitteln

a5

Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese

@ 301 Einheit verfolgt:
15] Schulerinnen und Schuler
0 [N e wenden die Integralrechnung an einem
—— 11— praktischen Beispiel an
0 2 4 81 e erarbeiten sich die Bedeutung des Be-

griffs , Tragheitsnavigation®

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ mit Touchpad, Tl — Nspire™ CAS mit Touchpad)
e Messen

e Visualisieren

e Rechnen mit einer Tabellenkalkulation (Lists & Spreadsheet)

Mégliche Zugange, die von der Technologie unterstiitzt werden:

e Graphisch: Interpretation der vom Datenerfassungssystem eingelesenen Diagramme,
Anpassung der Diagramme durch Intervall-Auswahl

e Numerisch: Datenerfassung/Messwerterfassung, Erstellung von Zahlenlisten und Mess-
werttabellen, Berechnen von Flachensummen aus grolen Datenmengen

e Physikalisch: Verwenden der Technologie zum Messen physikalischer Gréf3en

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:

e Partnerarbeit (mit Unterstitzung durch die Lehrkraft)

e Arbeit am anderen Ort* — Unterricht im Freien

e Préasentation mit Plakaten

e Aufnahme von analogen Messreihen mit dem Fahrrad oder einem Fahrstuhl
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Titel der Einheit Kopiervorlage | Losungshinweise Didaktischer Zusatzmaterial
Kommentar

Tragheitsnavigation

Eine der groten Herausforderungen beim Fiihren eines U-Bootes ist die Orientierung im
Meer. Es gibt keine Fenster, durch welche man sich an Fixpunkten orientieren kénnte und
klassische GPS-Gerate versagen ebenfalls ihren Dienst. Es ist aber méglich, durch die per-
manente Analyse der auf das Boot einwirkenden Kréfte (und damit der Beschleunigungen)
auf Richtungsanderungen und Geschwindigkeiten zu schlielen. Die Genauigkeit der Bewe-
gungsanalyse hangt dabei stark von der Abtastrate der Beschleunigungssensoren, deren
eigener Genauigkeit und Anzahl (3 Achsen) ab.

Prinzipiell stellt die U-Boot-Navigation bis heute hohe Anspriiche an die Messtechnik und
kann keinesfalls allein auf Tragheitsnavigation basieren. Aktuell verwendet man Bojen, die
ihre GPS-Positionen per Funk an die Boote senden. Daraus wird dann die genaue Position
berechnet. Kiinftig werden U-Boote und Taucher wohl mit dem 2007 in den USA patentierten
Unterwasser-GPS navigieren kénnen.

a

Im Unterricht steht zwar kein U-Boot zur Verfiigung, aber das Prinzip
der Tragheitsnavigation kénnen Sie auch mit einem anderen Fahr-
zeug untersuchen. Als Fahrzeug steht Ihnen hier ein Roller zur Ver-
fiigung und auRerdem ein Sensor, mit dem Sie Beschleunigungen
messen kdénnen.

Aufgabe
Bestimmen Sie aus der Messung der Beschleunigung die Strecke,
die Sie mit dem Roller zurtickgelegt haben.

Hinweise zur Versuchsdurchfiihrung

Sie kénnen diesen Versuch prinzipiell mit jedem aus der Ruhe heraus geradlinig beschleuni-
genden System durchfiihren. Jedoch muss — unter Beachtung der Rechenleistung und der
Speicherkapazitat der Technologie — die Lange der Teststrecke unter 100 m liegen (die
Obergrenze fir die Datenerfassung liegt bei insgesamt 2500 Wertepaaren).

Die in x-Richtung wirkende Beschleunigung im Ruhezustand muss vor Beginn der Messung
unbedingt auf Null (zero) gesetzt werden und die Neigung des Sensors darf sich beim Fah-
ren nicht verdndern. Besonderen Wert sollten Sie auf die Befestigung legen: Fixieren Sie den
Beschleunigungssensor LGA-BTA sorgféltig mit Gummi- oder Klettb&dndern horizontal am
Roller. Stérende Vibrationen lassen sich durch eine diinne Filzunterlage dadmpfen.

Hinweise zur Auswertung

Der zuruckgelegte Weg ergibt sich durch zweimalige Integration der Beschleunigungsdaten
Uber die Zeit. Diese Integration kann vom TI-Nspire™ CAS nicht direkt ausgefiihrt werden.
Erfassen Sie die Messdaten in Lists & Spreadsheet, um dort anschlieliend die weitere nu-
merische Auswertung vornehmen zu kénnen (durch zweifache numerische Integration). Stel-
len Sie anschlieRend das Geschwindigkeits — Zeit — Diagramm und das Weg — Zeit — Dia-
gramm dar.

Erlauterung von Begriffen

In der Physik versteht man unter

— Geschwindigkeit: die erste Ableitung des Weges nach der Zeit

— Beschleunigung: die erste Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit bzw.
die zweite Ableitung des Weges nach der Zeit
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Wer sich mit den verfiigbaren Sensoren bereits auskennt, wird geneigt sein, den Motion-
Detector (Go!Motion, TI-CBR2) anzuwenden. Dies ist die einfachste Variante, bei der sich —
eine sehr kurze Teststrecke von bis zu 8 m vorausgesetzt — ein sauberes Weg-Zeit-
Diagramm ergeben kann. Die gerateinterne Software erzeugt durch Differenzieren die Listen
der Momentangeschwindigkeit und Momentanbeschleunigung.

Bei der Tragheitsnavigation geht es aber um die Umkehrung: gemessen wird nicht die Dis-
tanz, sondern die Momentanbeschleunigung. Zur Auswertung missen die Messdaten Gber
die Zeit integriert werden, um zunéachst die Geschwindigkeit und anschlielRend die Strecke zu
erhalten.

Falls die Schilerinnen und Schiler mit der Verwendung von Sensoren und EasyLink bereits

vertraut sind, kbnnen sie probieren, die Versuchsplanung selbst zu entwickeln.

Beim TI-Nspire sind fiir diesen Versuch keine Programmierkenntnisse notwendig. Durch die

Verwendung der Tabellenkalkulation gelangen die Schilerinnen und Schiler zu den gesuch-
ten Daten fiir die Diagramme.

Geriate

1. CAS - Rechner

Fur den Versuch ist der TI-Nspire™ CAS optimal geeignet, weil ein fachlibergreifendes Ar-
beiten in Physik und Mathematik méglich ist. Die Datenerfassungs-Software ist bereits vorin-
stalliert.

2. Sensor und Erfassungssystem

/

e

~
-

Beschleunigungssensor LGA-BTA Vernier EasyLink™

Reihenfolge beim Versuchsaufbau:
- neues Dokument auf dem TI-Nspire™CAS erzeugen
- Vernier EasyLink™ via USB verbinden
- Vernier LGA-BTA an das EasyLink™ anstecken

3. Fahrzeug

An Stelle des Rollers kann natirlich auch ein Fahrrad, ein Moped oder ein Auto verwendet
werden. Mit dem Roller |asst sich der Versuch in einem grofden Unterrichtsraum oder einem
langen Gang des Schulhauses durchflihren, was die Organisation erleichtert.

Bedingt durch die eher ,untypische® Art der Weg-Zeit-Analyse Uber die Messung der Be-
schleunigung und zur Minimierung des mathematischen Aufwandes sollte die Bewegung
mdoglichst perfekt linear erfolgen und die Fahrbahn eben sein.

Von Mirco Tewes (Berlin) wurde eine Kurzanleitung veréffentlicht, in der eine solche Daten-
erfassung in einem Fahrstuhl gezeigt wird:
http://wiki.zum.de/GTR und TC mit CAS in_Physik/Aufgaben/Fahrstuhl
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Der kleine Beschleunigungssensor (27 x 45 x 20mm) ist mit einem sehr flexiblen Anschluss-
kabel (2,40m) versehen. Er sollte auf der Lenkerachse oder unter dem Trittbrett des Rollers
mit Gummibandern oder Klettband befestigt werden. Dabei ist der direkte Kontakt zu vermei
den, es wird eine diinne Filzunterlage, wie sie z. B. fir Stuhlbeine verwendet wird, empfoh-
len. Das bringt die notwendige Stabilitat, hinterlasst an den Geréaten keine unschénen Spu-
ren und dampft Quer- und Vertikalbeschleunigungen. AuRerdem kann man auf diese Weise
den Sensor fiir die Verwendung justieren.

Befestigen Sie den Sensor so, dass die positive x-Achse méglichst exakt in Fahrtrichtung
zeigt und die Auflageebene des Sensors parallel zur Fahrbahn ist. Der Aufdruck auf dem
Sensorgehause ist dabei selbsterklarend.

Nun ist es an der Zeit, eine Probefahrt durchzufihren. Wéahlen Sie eine hinreichend freie
Strecke, auf der Sie aus der Ruhe heraus in mehreren Schiiben beschleunigen und an-
schlieBend bis auf Null wieder abbremsen kénnen. Messen Sie mit einer Stoppuhr oder
durch Zahlen die dafiir erforderliche Zeit. Je nach freier Wegstrecke ergeben sich 5 bis 10
Sekunden. Stellen Sie eine Méglichkeit her, wahrend der Rollerfahrt sowohl das EasyLink als
auch den Rechner gefahrlos mitzunehmen. Achten Sie auch auf das Anschlusskabel.

Easylink angeschlossen. Die Abfrage nach der Ver-
wendung des Sensors ist mit Lists & Spreadsheet zu
beantworten. Im Anschluss daran wird der perfekte Sitz
des Sensors kontrolliert und das Fahrzeug in Startposi-
tion gebracht. Im nachsten Schritt erfolgt das Nullset-
zen. Wenn das Sensor-Fenster aktiv ist, kann man mit
den Sensoreinstellungen den Startwert der Beschleu-
nigung auf Null setzen. Klicken Sie dazu am TI-
Nspire™MCAS Touchpad auf den aktuellen Messwert.
Das Nullsetzen erklart sich hier von selbst.

Zuerst wird ein neues Dokument gedffnet, danach das B8 dcot 1. @dcma_”’g 2] i~

Im n&chsten Schritt werden im Meni der Datenerfassung bei [1: Experiment] die Abtastrate
und die Dauer der Erfassung eingestellt. Als Abtastrate haben sich im vorliegenden Fall
dt = 0,1 s oder dt = 0,2 s bewéhrt.

Durchfiihrung des Versuchs
Stellen Sie oder lhr Assistent sich in Startposition.
Alle Geréte fest? Erfassungsfenster im Display aktiv (dicker Rahmen)?

Starten Sie die Messung von Hand. Fahren Sie sofort 6] o o,

los und versuchen Sie erst kurz vor Beenden der Mes- | 0y %00

sung den Stillstand zu erreichen. Am Ende werden die f%%%? ® o .
Tabellenspalten A [dc01.time] und B [dcO1.accell] mit & © °¢,6°°—go 80 8:5; °
Daten gefillt sein. Haben Sie einen Fehler bemerkt 1 ° % °o°°§ o
oder wollen aus einem anderen Grund die Messung 5 00 o ®e
wiederholen, so driicken Sie einfach erneut die Enter- ] o [N
Taste oder klicken das Touchpad an und beantworten 8 3 4 & & 1
die Nachfrage zum Umgang mit den alten Daten mit time

[Verwerfen]. Stellen Sie die Messwerte in der Applika-
tion Data & Statistics dar (Listen graphisch darstellen).

Versuchsauswertung

Wegen v = ds/dt und a = dv/dt=d?s/dt? erhalt man aus den Messwerten der Beschleunigung
ay durch einmalige Integration die Geschwindigkeit v in Abh&ngigkeit von t und durch zwei-
malige Integration den Weg s in Abhangigkeit von t. Leider haben wir aber keinen Term flr
die Beschleunigungsfunktion, sondern nichts anderes als eine gigantische Wertetabelle.
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Messwerte liber Lists & Spreadsheets verarbeiten

Das Ermitteln des Integrals ist in unserem Fall nichts anderes als die graphische Darstellung
der Betrége von Flacheninhalten schmaler Rechtecke und deren Summierung. Daflr eignet
sich Lists & Spreadsheet:

- Unsere Zeitintervalle zwischen zwei Messungen haben die gleiche Lange, z. B. dt=0,1 s.
- Wir bilden die mittlere Beschleunigung aus dem linksseitigen und rechtsseitigen Mess-

wert am Intervall. Um die Geschwindigkeit in dem Moo Bace  [Bel Py I~
Intervall zu nahern, multiplizieren wir die mittlere
Beschleunigung mit dem Zeitintervall 0,1. Der Zelle
c1 wird der Wert 0 zugeordnet — die Geschwindig-
keit zum Zeitpunkt t=0. Der Inhalt von Zelle c2 ist
eine Formel (siehe Abbildung rechts). Diese lasst
sich interpretieren als Berechnung des Flachenin- 03| 294343 1.13948| 0.165432
halts eines Rechtecks (bzw. Trapezes).

- So verfahren wir mit jedem Teilintervall, wobei das 2 |=c1+ 0.1 <]
vorherige Ergebnis immer mit addiert wird.

Tragen Sie demnach in Zelle c2 die Formel =c1+(b1+b2)/2-0.1 ein. Damit gehért zu je-
dem Intervall ein bestimmter Flacheninhalt.

- Kopieren Sie die Formeln nach unten. Der Spalte ¢ geben Sie z. B. den Namen
»vel(ocity)”.

- Flgen Sie eine neue Seite mit der Applikation Data
& Statistic in das Dokument ein. 1. Achse: time; 2.
Achse: velocity. Das urspriingliche scheinbare
Chaos der Datenpunkte veréndert sich — eine Ord-
nung wird sichtbar: Nach etwa 10 s wurde der Still-
stand wieder erreicht. Wenn sich deutliche Unstim-
migkeiten zeigen — z. B. negative Geschwindigkei-
ten am Ende trotz eindeutigem Stillstand —, muss
der Sensor neu justiert werden. 5 :

- Analog zum Berechnen der Geschwindigkeiten tra- 45 ]
gen Sie nun in Spalte d die gefahrene Strecke in ]
Abhangigkeit von der Zeit ein. Der Startort ist Null,
weswegen in Zelle d1 eine 0 eingetragen wird. In 15 ]
Zelle d2 tragen Sie die Formel =d1+(c1+c2)/2-0.1 ]
ein und kopieren sie nach unten. Spalte d wurde 0
hier der Name ,(str)ecke“ zugeordnet. Nach dem '0 2 4 6 8 10
Einflgen einer (weiteren) neuen Seite mit der Ap- tUme
plikation Data & Statistic wird die Strecke in Ab-
hangigkeit von der verstrichenen Zeit angetragen.

0.| 2.75466 0 0
0.1] 3.81822| 0.328R44| 0.016432
0.2| 4.72754| 0.755932| 0.070661

<

bI+b2

]

vel

str

30]

Versuchsabschluss

Gerade die Weg-Zeit-Kurve sagt viel Uber die Qualitat der aufgezeichneten Daten aus.
Wahrscheinlich werden die Schiler mehrere Durchlaufe des Versuchs machen miissen, be-
vor die Grafik auch zu Versuchsschluss einen echten Stillstand zeigt. Achten Sie darauf, bei
neuen Messwerten ggf. das Koordinatensystem anzupassen.

Ergebnis
Im hier beschriebenen Fall wurde ein Luftroller von einem Jugendlichen gefahren.
Maximalgeschwindigkeit: 7,5 m/s = 27 km/h (aus dem v-t-Diagramm)

Gesamtstrecke: 53 m (aus dem s-t-Diagramm)
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Physikalische Experimente dieser Art dienen der Festigung des Wissens und der Anwen-
dung erlernter Verfahren. Wenn Schilerinnen und Schiler in ihrer eigenen Erfahrungswelt
experimentieren und ohne allzu strenge Vorgaben ihre Ideen umsetzen kénnen, wird sich ein
bedeutend héherer Lerneffekt einstellen als bei der Vorfiihrung eines Lehrerversuchs.

Die TI-Nspire™-Technologie hilft — technisches Equipment in ausreichendem Male voraus-
gesetzt —, den Schiilerinnen und Schilern ihr eigenes Lernen im Fach Mathematik und in
den naturwissenschaftlichen Fachern individuell zu gestalten.

Der Versuch stellt fiir die Integralrechnung den Aspekt ,Rekonstruktion einer Gréke” aus
ihrer Anderungsrate in den Fokus. Da die Lernenden hier méglichst selbststandig arbeiten
sollen, ist es sinnvoll, wenn sie die mathematischen Grundlagen zur Auswertung schon vor-
her an einem einfacheren Beispiel erworben haben.

Im Unterricht sollte der Effekt des Glattens durch das Integrieren (also der Effekt, dass die
Summe kleiner schwankender Werte eine Folge relativ gesehen weniger streuender Werte
ergibt) thematisiert werden.

Der Versuch eignet sich fiir Einzel- oder Partnerarbeit. In jedem Fall sollte der Versuch von
den Schiilern sorgfaltig dokumentiert werden.

Literatur/Quellenangaben

Fotos und Screenshots: Wolfgang Beer

Internetquellen (Stand 01.04.2011)

http://patft.uspto.gov/

http://www.pte.at/news/070316023/unterwasser-gps-soll-u-boot-navigation-revolutionieren/
http://wiki.zum.de/GTR_und_TC_mit_CAS_in_Physik/Aufgaben/Fahrstuhl
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Die Schweinegrippe — mathematisch gesehen

Robert Stark, Biinde
Tobias Kaatze, Lemgo

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il (Analysis, Stochastik)
Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schuler

e beherrschen die Grundlagen der Integ-
ralrechnung sowie den Umgang mit Ex-
ponentialfunktionen

e kennen normalverteilte Zufallsvariablen

Bild: Claus Rebler

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit

. dieser Einheit geférdert werden kdnnen:
Wie kann man den Verlauf | schilerinnen und Schiiler

einer Pandemie modellieren? | ¢ modeliieren reale Daten ,
e (bertragen mathematische Ergebnisse

auf die Realitat

21524y o 0 ©© e argumentieren und kommunizieren bei
{kow, mrw_sum) , ° der Problemlésung
Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese
o Einheit verfolgt:
Schulerinnen und Schuler
. e nutzen unterschiedliche Darstellungen
. (rew, mrw) der Daten (T_abelle, Graph) .
. s e wenden zwei Wege zur graphischen
e 0.0.0.0.8 . I TR Darstellung des Integrals an
P 551 | ¢ konnen ihre Ergebnisse vor realem Hin-

tergrund diskutieren und bewerten

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ mit Touchpad / TI-Nspire™ CAS mit Touchpad):
e Visualisieren von Daten
e Berechnen/Auswerten

Mégliche Zugéange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Visualisieren von Daten

o Numerisch: Naherungsweises Integrieren durch Aufsummieren

e Algebraisch: Berechnen von Integralen

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:

o Kooperatives Lernen: Die Arbeitsschritte werden erst in Einzelarbeit durchgefihrt, an-
schlieBend in Partnerarbeit oder in kleinen Gruppen verglichen und dann dem Klassen-
verband prasentiert.

e Komplexere Transferschritte — wie zum Beispiel das Herstellen von Zusammenhangen
zwischen Aufgabenteilen — sollten im Klassenverband diskutiert werden.
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Die Schweinegrippe in Nordrhein-Westfalen

Die Anfang des Jahres 2009 in Mexiko aufgetretene Influenza (Schweingrippe) ist nach kur-
zer Zeit auch in Deutschland ausgebrochen. Wahrend der Sommerferien gab es einen star-
ken Anstieg der Neuinfizierten, was die zuvor noch relativ unbekannte Krankheit in den Rang
einer Pandemie erhob. Ein méglicher Grund fiir diesen plétzlichen Anstieg kénnte das Rei-
severhalten der Deutschen sein. Uberfiillte Touristikzentren bieten der Krankheit einen opti-
malen Lebensraum, um sich auszubreiten. Mit steigendem Bekanntheitsgrad der Krankheit
wuchs auch die Vorsicht der Deutschen und die Zahl der Neuinfizierten wurde wieder ruck-
laufig.

Nach Angaben der WHO war der H6hepunkt der Pandemie auf der Nordhalbkugel im De-
zember 2009 bzw. Januar 2010 Uberschritten. Am 10. August 2010 erklart die WHO die Pan-
demie fir beendet. Mittlerweile (Stand Mitte 2011) gibt es in Deutschland erneut Infizierte
und auch Tote.

1. Stellen Sie flr den Zeitraum der Pandemie in einer groben Skizze auf Papier — ohne
Ruckgriff auf Zahlen — den Verlauf fir die Anzahl der
e wdchentlich neu Infizierten und
e der insgesamt Infizierten

in Abhangigkeit von der Zeit dar.

Im Folgenden sollen die Daten der Pandemie mathematisch untersucht werden. Die unten
abgebildete Tabelle zeigt die Anzahl der Neuinfizierten im Jahr 2009 im Bundesland NRW
pro Kalenderwoche.

Neuinfizierte 85|120|148|192|385|698| 2996 | 6922|3405 | 1997|1197 | 762|399 |83 |85

2. Stellen Sie auf Ihrem Rechner die Zahlen der Neuinfizierten und die der Gesamtinfizierten
fur NRW in Abhangigkeit von der Zeit graphisch dar. Beschreiben Sie die Entwicklungen
mit eigenen Worten. Entspricht der Verlauf ungefahr dem lhrer Skizze?

3. Modellieren Sie den Verlauf der Daten mit Hilfe einer Glockenkurve und beurteilen Sie die
Passung Ihres Modells. Wenn Sie diesen Funktionstyp noch nicht kennen, bearbeiten Sie
statt dieser Aufgabe die Zusatzaufgabe unten — hier wird der Umgang mit diesem Funkti-
onstyp erlautert.

Zusatzaufgabe P
Wir betrachten nun die Funktion f(x)=-1-e , die Dichtefunktion der Standardnormalvertei-

lung. V2r

a) Summieren Sie die Funktionswerte fir x = -4, -3, ..., 3, 4 sukzessive auf.

b) Bestimmen Sie das Integral von -« bis zu einer Zahl z = -4, -3, ..., 3, 4.

c) Bestimmen Sie das Integral von -~ bis zu einer Zahl z = -3.5, -2.5, ..., 2.5, 4.5.

d) Vergleichen Sie die ermittelten Zahlenwerte (aus den Teilaufgaben a)-c)) miteinander.
Was féllt auf? Erklaren Sie lhre Beobachtung mit Hilfe einer Skizze.

e) Modellieren Sie den Verlauf der Daten mit Hilfe einer Glockenkurve und beurteilen Sie die
Qualitat Ihres Modells.
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Aufgabe 1
Eine mdgliche Skizze kdnnte so aussehen:
/ ) , gl / <
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Charakteristisch sind das Maximum bei der Anzahl der Neuerkrankungen und die Wachs-
tumsobergrenze bei der Gesamtzahl der Erkrankten. Zusatzinformationen (wie Zeitangaben)
kédnnen — missen aber nicht mit verarbeitet werden.

Aufgabe 2

Die Daten werden in der Applikation Lists &
Spreadsheet eingegeben. Die Spaltennamen
der nebenstehenden Abbildung bedeuten:

kw: Kalenderwoche, nrw: Anzahl der Neuinfi-
zierten pro Woche in NRW, nrw_sum: Gesamt-
zahl der Infizierten in einer bestimmten Kalen-
derwoche.

Die Zahl der Gesamtinfizierten in NRW erhalt
man mit dem cumulativesum-Befehl, womit die
Werte sukzessiv aufsummiert werden (Listen,
verarbeiten). Insgesamt erkrankten in den be-
trachteten Wochen 19.543 Menschen.

Auf einer neuen Seite starten Sie die Applikati-
on Graphs. Hier kénnen die Daten der Spalten
als Streudiagramm dargestellt werden (Graph,
zoomen, um das Fenster einzustellen).

f\’ kv B C"nrw_sum 2] =
. =cumulativ4 I
1 39 85 85

2 40 120 205

g 41 148 353

4 ) 192 545

5 43 385 930 <
& nrw_sum:=cumulativesum(nrw) W

21524y

=}
L ]
o
onoﬂ?'

(kw, nrw_szm:r:l &

o o

o @

o

o

" (kw rzrw)

® e B

>>

55

Die Schulerinnen und Schiler wurden vorab aufgefordert, den Verlauf qualitativ zu skizzieren
(siehe oben). Nun kann diskutiert werden, ob die Zeichnung anhand der Daten ihren ur-
spriinglichen Vorstellungen entspricht. Nimmt die Anzahl der Neuinfizierten pro Woche ab,
so muss auch der Graph der die Zahl der Gesamtinfizierten darstellt weniger stark steigen,
aber er steigt nach wie vor an. Gegen Ende der Pandemie geht die Anzahl der Neuinfizierten
gegen 0, die Anzahl der insgesamt Infizierten gegen eine feste Zahl.

Zusatzaufgabe (die L6sung zu Aufgabe 3 ist identisch mit Teil e) dieser Aufgabe)

a) Offnen Sie die Applikation Calculator auf

einer neuen Seite. Hier definieren Sie die Funk-

tion f(x) wie vorgegeben.

—f) 52
S‘E 0.5x

r{x); =[2 'Tli) -0

Feriig
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Offnen Sie eine neue Applikation Lists & N, Fauig a 2] A
Spreadsheet im gleichen Dokument. Geben : =f(’xx}_
Sie in der ersten Spalte die Zahlen von -4 bis 4
ein (siehe auch Listen, erzeugen). -4| 0.000134
= 0 OaAASD
Zur besseren Orientierung wurden die Variablen
in den folgenden Spalten nach den Aufgaben I8, Masiga s aufg a E~
benannt. In Spalte B wurden mit Hilfe einer = SN e I
Spaltenformel die zu xx gehdrenden Funktions- ‘|
werte berechnet. | =41 0.000134| 0000134 A
B -3 0.004432| 0.004566
Als ndchstes werden die einzelnen Funktions- v o e o
werte mit dem cumulativesum-Befehl sukzessiv. [ < D055991| 0058557
aufsummiert (Listen, verarbeiten) und unter ei- E; -1| 0.241971| 0.300527
ner neuen Listenvariable (hier: s_aufg_a) ge- ...| ol 0.298042| 0.69947 U

speichert.

b) In der bereits vorhandenen Applikation Lists
& Spreadsheet wird nun in einer neuen Spalte
das Integral berechnet. Um das Integral nur
einmal eingeben zu mussen, wird die obere
Grenze mit den Werten in Spalte A (Variable xx)
verknipft. Die Spalte benennen wir anschlie-
Rend mit s_aufg_b.

c) In einer weiteren Spalte kann das Integral bis
-3.5, -2.5 ... berechnet werden, indem man die
obere Grenze durch A1+0.5 ersetzt.

Insgesamt ergibt sich die folgende Tabelle:

d) Die aus den Aufgabenteilen a) und b) erhal-
tenen Daten kénnen anschlieend als Streudia-
gramm in Data & Statistics angezeigt werden.
Die x-Koordinate ist jedes Mal die selbsterzeug-
te Folge xx, fur die y-Koordinaten wéahlt man die
Bezeichnungen der drei Spalten s_aufg_a,
s_aufg_b und s_aufg_c.

Es zeigt sich, dass die Verwendung des Integ-
rals ohne Korrektur (s_aufg_b) die sukzessive
aufsummierten Funktionswerte faktisch schlecht
anndhert. Der zusatzlich eingefiigte Korrektur-
summand 0.5 (s_aufg_c) erzeugt hingegen gut
passende Werte.

c I s_aufg_a =cum ulativesuru[luf g__l) < | >

ifa e =5 _aufg_a [® E =
* %) =cumulative « . o xo I
000134 0.000124
@ 004432 0.004566
¥ 053991| 0.058557
E: 241971| 0.200527

|2ama40| 069047

D -integml{ﬁi‘]..l‘, e ¢ 5

<[>

aufg aIE s_aufg_b E s_aufg_c

>

al+0.5
0.000032] = (¢l atx
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8000134 n
RBlnnaceal 0 antee
F:S—a”Tg—am s_aufg_b E s_aufg_c &
=cumulativ
0.058557| 0.02275| 0.066807
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Was hat nun die Summe Uber Funktionswerte mit dem Integral zu tun? Ohne eine sachliche
Klarung macht die Verwendung des Integrals wenig Sinn, da die Zusammenhénge in den
innermathematisch gestellten Aufgaben a)-c) auch Zufall sein kénnten.

Zur Erklarung fihre man sich vor Augen, dass man die Aufsummierung von Funktionswerten
auch durch ein Integral Uber eine Treppenfunktion angeben kann:

n

> f()= J:n;t(x)dx.

Das Integral summiert dann Flacheninhalte von Rechtecken. Ein Funktionswert f(x) aus der
Summe wird im Integral berticksichtigt durch ein Flachenstiick der Breite 1 und der Héhe
f(x). Graphisch l&sst sich dies durch nebeneinander liegende Saulen darstellen. Die x-Achse
wird dazu in Intervalle der Breite 1 zerlegt. Die Intervallgrenzen kann man unterschiedlich
legen: z. B. kénnte die linke Grenze jeweils mit dem x_ Wert der Funktion Gbereinstimmen:

Man kdnnte aber auch z. B. das Intervall symmetrisch um den x-Wert der Funktion legen:
t(x) =1 f(-2),x [-2,5-15[

Das Integral summiert hier Flacheninhalte von Rechtecken. Um mit Hilfe eines Integrals ei-
nen Funktionswert f(x) zu erhalten, bendétigt man ein Flachenstlick der Breite 1 und der H6he
f(x). Da bei der betrachteten Funktion die Werte unter -3 faktisch 0 sind, konnten in den Be-
rechnungen kleinere Funktionswerte vernachlassigt werden. Beim Integral kdnnen wir ent-
sprechend vom uneigentlichen Integral (j ) ausgehen, das zur Berechnung der kumulier-
ten Normalverteilung tblicherweise verwendet wird.

Bei der Approximation einer Treppenfunktion mit einer Normalverteilungsdichtefunktion sollte
man beachten, dass nicht die Funktionswerte, sondern vielmehr die aufsummierte Flache
mdglichst gut approximiert wird. Das erreichen wir hier durch das Verschieben der oberen
Grenze um 0,5.

Die folgende Abbildung fasst das Gesagte anhand eines Beispiels zusammen:

0.5“}'
SN
0308 £2(xc)=flx)
0.29
(-0.5,0) .
= -0.063 5.2 35

Abgebildet sind die Graphen der Treppenfunktlon t, wie obenstenend definiert — und von f.
Dargestellt sind die Integrale t(x)dx 2 f(i) = 0.29 und f(x)dx = 0.31. Man sieht,
dass die Glockenkurve jeweils oberhalb der Treppenfunktlon liegt. Entsprechend darf Giber
f(x) nicht ,ganz so weit integriert werden.
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Anhand dieser graphischen Darstellung kann man plausibel machen, dass die aufsummier-
ten Funktionswerte der Glockenkurve und das abschnittsweise berechnete Integral (mit ver-
schobener oberer Grenze) nahezu Uibereinstimmen.

Aufgabe 3 und Teil e)
Die Glockenkurve wurde hier von Hand angepasst, indem man die Daten in der Applikation
Data & Statistics darstellt und einen weiteren Graphen ergénzt. Die Funktion f wurde durch

Transformation und systematisches Probieren angepasst, bis Graph und Funktionswerte gut
Ubereinstimmten.

6000 13(x) -= 18000-fx-46.2

nna

2000 4

e

| 4 ] T 1 1] T L] T ] 1 ] 1
323436 3240 42 44 46 48 S0 52 &4
ko

Berechnet man nun das Integral (mit Korrektursummand — siehe Zusatzaufgabe), erhélt man
eine gute Anpassung an die gegeben Daten:

hrw ci_‘a:_Jf-"l_ 1 P s_aufg_e F 1
. = cumulativ
o fow 11616 111224 I
® za0s|  1s021| 162576
|1|'_'| 1997 17018 17807, &
i 1197 18215| 179913 v

ali+0 5
D10 |- (r3lx))ax
) <3

Im Unterricht sollte man mit den Lernenden reflektieren, inwiefern die Auswahl der
Glockenkurve zur Modellierung der Daten tatsachlich Sinn macht — der Rickbezug zu
Aufgabe 1 sollte entsprechend erfolgen — hieraus ergibt sich dann auch die Betrachtung der
summierten Werte (zur Abschatzung der Passung) und die Verbindung zum Integral.
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Ausgehend von einer intuitiven Annahme Uber den Verlauf einer Grippewelle wird ein ma-
thematisches Modell (Normalverteilung) behandelt und innermathematisch untersucht. Die
Lernenden erhalten so die Chance, ihren ersten Zugang in einer mathematischen Theorie
wieder zu finden.

Wie beim Umgang mit Daten Ublich, muss man im ersten Schritt ein Gefiihl dafiir entwickeln,
wie man die Daten beschreiben kdnnte. Der eigentliche Wert der Modellbetrachtung liegt nun
darin, dass man mit Hilfe nur weniger Modellparameter (mit zwei Parametern lasst sich die
normierte Glockenkurve vollstandig festlegen) die Entwicklung von Pandemien beschreiben
kann. Das gilt allerdings nur fiir typische Verldufe. Das Wiederaufleben der Grippe zu Beginn
des Jahres 2011 werden die gangigen Modelle kaum beschreiben kénnen. Deswegen ist die
Reflexion der Modellierung hier besonders wichtig.

Mit Hilfe der Normalverteilung werden in der Regel stochastische Verteilungen beschrieben.
Im vorgestellten Fall geht es jedoch um den Verlauf einer Pandemie, was mit einer stochas-
tischen Verteilung nichts zu tun hat. Im Unterricht gilt es deswegen Ahnlichkeiten wie auch
zentrale Unterschiede herauszustellen.

Literatur/Quellenangaben
Robert Koch Institut: http://influenza.rki.de
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Von Flachen und Fiillh6hen
Hubert Langlotz, Elisabeth-Gymnasium Eisenach
Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il (Integralrechnung)
Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schuler kénnen

e Flacheninhalte geradlinig begrenzter Fi-
guren berechnen.

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit
dieser Einheit geférdert werden kdnnen:
Schulerinnen und Schiler

e wenden ihre Kenntnisse zu Anderungs-

Wie hiangt die GroRe der ratenan )
. N e erfassen funktionale Zusammenhénge
gefarbten Flache von X ab? und kénnen diese verbal beschreiben

e argumentieren und begriinden innerhalb

o ( :l des innermathematischen Kontextes
-6,5

Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese

Einheit verfolgt:

Schilerinnen und Schiiler

e bestimmen kumulierte Gréfien

(-8,1)x (-2,1)

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ mit Touchpad, TI-Nspire™ CAS mit Touchpad):
e Visualisieren
e Berechnen

Mégliche Zugange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Berechnung der Flacheninhalte beliebiger Polygone
e grafische Darstellung der funktionalen Zusammenhange

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:

e es ist sowohl als Einzel- als auch als Gruppenarbeit denkbar

e binnendifferenzierendes Arbeiten bietet sich an, da die Aufgabe auf verschiedenen Ni-
veaus gel6st werden kann.
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Dreiecksflache

Die im Bild grau unterlegte Teilflache des
Dreiecks verandert ihre GréRe, wenn der
Punkt X auf der Grundseite des Dreiecks
bewegt wird.

a) Beschreiben Sie in Worten, wie sich die
Flache verandert, wenn der Punkt X von
A nach B verschoben wird.

b) Erlautern Sie, dass nur eine der rechts
dargestellten drei Losungsvarianten den
Zusammenhang zwischen grau unterleg-
ter Flache und Position des Punktes X
beschreiben kann.

7os Ty

(-6,5)

(-8,1)% (-2,1) o5

Fix)

Fix) Fix)

c) Bestimmen Sie durch Berechnung mehrerer dieser grauen Teilflachen einen mdglichen
Zusammenhang zwischen Flache und Lage des Punktes X.

d) Uberpriifen Sie den Zusammenhang aus c) mit Hilfe von TI-Nspire™,

In Anlehnung an:

Schléglhofer, Franz (2000) Vom Foto-Graph zum Funktions-Graph, Mathematik lehren, Heft

103, Friedrich Verlag, Seelze. S. 16-17.
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a) Bewegt sich der Punkt X von A in Richtung B, so nimmt zun&chst die Ande_z_rungsrate der
grau unterlegten Flache zu, bis X senkrecht unter C liegt, dann nimmt die Anderungsrate
wieder ab. Insgesamt erfolgt jedoch eine stetige VergréRerung der grau unterlegten Fla-
che.

b) Das erste und das dritte Bild kénnen den gegebenen Zusammenhang nicht beschreiben,
da in beiden Darstellungen die Flache nicht durchgangig zunimmt.

c) Man kann an diese Aufgabe elementargeometrisch (-6,5) 4
herangehen, indem man z. B. das Fiinfeck zerlegt '
in ein Dreieck und ein Trapez. Bis x = 2 (x ist die
Strecke AS) besteht der gefarbte Anteil tatsachlich
nur aus einem Dreieck (AASC flirx =2);abx =2
kommt noch eine Trapezflache (SXX'C) hinzu. Die
Trapezflache lasst sich z. B. berechnen durch Be-
trachtung des Dreiecks ABX’X und ABCS, da die
Differenz der Flacheninhalte dieser Dreiecke dem
Flacheninhalt des Trapezes entspricht.

. e e . . . X rBt:ll‘<=:ie<:|< ctrapez Dsumme ]
Die Flachen kénnen Schilerinnen und Schiler fur |3 {
<

5
-2,

L ) (-2.1)

1
1
1
1
1
1
1
i
1
]

=drejeck+
bestimmte x von Hand berechnen (z. B. fir ganz- o
zahlige). Die Ergebnisse kann man in einer Tabelle
sammeln — hier wurde die Applikation Lists &
Spreadsheets verwendet.

0 1
0 4
A0 7.5
6 10

berechnete Flache anschlieBend gegen x angetra- oL 4 750 115

gen. Man erhélt das nebenstehende Diagramm D |summe-dreieckitrapez_ x  [¢]>
(Applikation Data & Statistics). .

L o ©

k

Bl =

1
2
3
4

Zur Visualisierung des Kurvenverlaufs wurde die

=

Von dieser Stelle aus kann man nun in zwei Rich- ] o
tungen weiterarbeiten: Entweder man geht argu-
mentierend vor und schliel3t so auf Terme, die die-
se Kurve beschreiben — oder man verdichtet die
Anzahl der Punkte. Der zweite Weg findet sich in ]
der Lésung von Aufgabe d). Argumente, mit denen 0l o o
man auf die Funktionen schlief3en kann, finden Sie r—f———————r——r————
. . ; 0.0 1.0 20 30 40 50 6.0
im didaktischen Kommentar. %

summe
Lo}
1

Teilaufgabe d)
Offnen Sie die Applikation Graphs. Zeichnen Sie dazu (-6,5)4C 557y
ein Dreieck (Linien, besondere). Anschliel3end lassen \\
Sie sich die Koordinaten der Punkte anzeigen. Die ein- 5
zelnen Koordinaten konnen Sie so verdndern, dass die
Punkte genau die vorgegebenen Werte einnehmen.

Passen Sie anschliellend das Koordinatensystem an. A/

b
~

Konstruieren Sie wie dargestellt einen frei beweglichen (-6,5) 5 !
Punkt auf der Grundseite und die Senkrechte (Linien,
besondere) zur Grundseite durch diesen Punkt sowie
den zugehdérigen Schnittpunkt mit der gegenliberlie-
genden Dreiecksseite. Ziehen Sie den Punkt auf der N
Grundseite dann nach links Gber den Punkt C hinweg Ad F
und bestimmen Sie nochmals den Schnittpunkt mit (-8,1) 2,1) =
dem Dreieck. 2 !
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Erstellen Sie nun ein Dreieck (Linien, besondere), wie (-6.5)C 5.5y
rechts im Bild gezeigt. Dieses kénnen Sie Uber das
Kontextmen grau farben.
A/@‘ 3
(-8,1) ¥ (-2,1) .
=9 i
Ziehen Sie den Punkt nun nach rechts Giber den Punkt (-6,5)aC 55Ty
C hinaus. Konstruieren Sie ein Polygon (Linien, beson- 8.633
dere). S
k
A 5
(-8,1) X (-2,1) .
=9 i
Nun missen die Flacheninhalte der gerade konstruier- (-6,5)C 55y
ten Figuren sowie die Lénge X, die identisch mit der AZ=5.20a ¢
Strecke AX ist, gemessen werden. Auch hier benétigt Xx=3.25u
man zwei Anlaufe: Erst wird die Fldche des Dreiecks,
dann die Flache des Polygons gemessen. Speichern
Sie die gemessenen Werte (Variable). Hier wurden die A 5
Variablennamen a1, a2 sowie xx gewahlt. (-8,1) K (-2,1) gl
-9 i
Mit dem jetzigen Dokument kénnen Sie bereits eine B Fyw w2 g
Wertetabelle erstellen lassen und die Messwerte in # =capture(|=capture('al,1,{'al,'a2)) [=captur r

einem Diagramm antragen. Die n&chsten Schritte de-
monstrieren, wie sie die Messwerte auch automatisch
erfassen kénnen. Offnen Sie dazu eine neue Seite mit
der Applikation Lists & Spreadsheets. Geben Sie hier
in die zweite Zeile (das ist die mit dem €—-Symbol) die
rechtsstehenden capture-Befehle ein (Werte sammeln);
in der ersten Spalte werden die Werte der Variable xx
gesammelt. Der Zusatz {a1,a2} bewirkt, dass die Werte
der Variable auch aufgezeichnet werden, wenn sie sich
selbst nicht verandert. In diesem Beispiel ist entweder
a1l oder a2 nicht definiert. Wenn Sie auf die Seite mit
dem Dreieck zurtickgehen und den Punkt X verschie-
ben — auch Uber den Punkt C hinaus — werden in der
Tabelle Messwerte gesammelt. Liegt der x-Wert unter-
halb von 2, ist a2 nicht definiert. Liegt der Wert Uber 2,
ist a1 nicht definiert. In jeder Zeile wird jedoch mindes-
tens ein Wert gespeichert.

Um die Ergebnisse nun auch graphisch darstellen zu
kénnen, speichern Sie die einzelnen Spalten unter Lis-
tennamen (hier wurden xw, yw1 und yw2 gewahlt, sie-
he auch Listen eingeben). Nun kénnen Sie die Listen
graphisch darstellen. Offnen Sie eine neue Seite mit
der Applikation Data & Statistics und ordnen Sie die
Variablen den Achsen zu. Achten Sie darauf, dass ein
»-humerisches y*“ erzwungen wird, damit die nicht defi-
nierten Werte nicht angezeigt werden.

Didaktischer Kommentar

1 324528 #UNDEF
>

3
4
5

8.20577 |‘

ol

c |yw2:=cap!z:re('a2, 1,{':11,'@2}] Y < | ?

A [E

A~

X 'l WA2
+ =capture(xx,1,{'al,'a2})|\=capture =capture(H
El 223899 #UNDEF | 4.92742
10f 2.01887[#UNDEF ) 4.07529
" 1.99742| 2.94984[#UNDEF
12 192453 3.70381[#UNDEF
13 1.83019| 3.34959[#UNDEF 4

AIQ l =2.0188679245283

(€[]

QO yw

yw a2

25 35 45 55
i
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Die Problemstellung kann als ein Einstieg in das Themengebiet der Integralrechnung genutzt
werden, wobei hier der Schwerpunkt auf der Idee der Kumulation liegt. Wesentlich fiir den
Einstieg ist, dass zunéchst auf jegliche algebraische Beschreibung verzichtet wird. Ziel ist es,
ein inhaltliches Verstandnis fur das Kumulieren zu entwickeln.

Je nach Vorkenntnissen kann die TI-Nspire-Datei durch den Lehrer bereitgestellt oder von
einzelnen Lernenden erstellt werden. Es bietet sich nicht an, die Datei von jedem Lernenden
selbst anfertigen zu lassen.

Das Aufnehmen von Messwerten in einer Tabelle wird in der Regel recht haufig eingesetzt,
so dass es auch eine Uberlegung wert ist, den Schilerinnen und Schilern eine Datei mit der
Konstruktion zu geben, sie die Messwerte aufnehmen und anschlieRend auswerten zu las-
sen.

Das Bestimmen einer konkreten Funktion, die den Fla-
cheninhalt in Abhangigkeit von x beschreibt, kann eine
lohnende Zusatzaufgabe sein. Dabei sollten in erster
Linie inhaltliche Uberlegungen zusammengetragen
werden. Glnstig scheint es, wenn man den Flachenin-
halt zuerst durch ein Dreieck und anschlieflend — wenn
das nicht mehr méglich ist — durch die Differenz des
Flacheninhalts zweier Dreiecke betrachtet (der Fla-
cheninhalt des grof3en abziglich des Flacheninhalt des

kleinen Dreiecks). Es ergibt sich fiir unseren Fall un-

tenstehende Funktion und nebenstehendes Dia- 12 Oyz;
gramm, das die Ergebnisse zusammenfasst. o 82 g

= 7]

% 4]

A(x) = y , e
12-05:-(6-x)" ,x<€]26] —|12-0.5 (s-xJ2 246

05 1.5 25 35 45 55
pAy

Vorschlage fiir weiterfilhrende Aufgaben

Aufgabe 1

Ein Glaskolben, wie dargestellt, wird bis zum oberen Rand mit Wasser
gefillt. Ein Diagramm soll die eingefiilite Wassermenge V in Abhangigkeit
von der Fillhéhe h darstellen.

a) Skizzieren Sie ein passendes Diagramm.
b) Beschreiben Sie den Fillvorgang mit einer Funktion V(h).

Aufgabe 2
Ein kegelférmiges Gefall (H6he 5 cm, Radius 4 cm) wird mit einer konstanten Zuflussrate
gefillt (2 cm?¥/s). Stellen Sie die Anderung der Pegelhéhe in Abhangigkeit von der Zeit t dar.
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Die Bogenldnge eines Funktionsgraphen
Franz Schléglhofer, Universitdt und Padagogische Hochschule Linz

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il (Integralrechnung)
Dauer: 2-4 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:
5 | Schilerinnen und Schiler kbnnen
e Ableitungen bestimmen

e Integrale berechnen

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit
dieser Einheit geférdert werden kdnnen:
Schulerinnen und Schiler

Wle bereChnet man dle e wenden bei der Einfihrung des Begriffs

Lénge ei nes .Bogenlange” die Strategie ,Zurlickfiihren
auf Bekanntes® an

Funktionsgraphen? e berechnen die Lange einer Kurve néhe-

Ay rungsweise durch die Lange eines Poly-
gonzugs
Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese
Einheit verfolgt:
Schulerinnen und Schiiler
e berechnen ndherungsweise Polygonziige
rd 5 5 5 5 (ermitteln z. B. Wegléngen aus Landkar-
5| £ R ten)
D ROl <2 5 R e berechnen Bogenlangen mit Hilfe von
i Integralen

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ mit Touchpad, TI-Nspire™ CAS mit Touchpad):
e Abstande von Punkten bzw. Lange von Polygonzlige berechnen

(in der Tabellenkalkulation oder in der Summenschreibweise)
e Stammfunktionen und Integrale bestimmen

Mégliche Zugéange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Umfangreiche, immer gleiche Berechnungen (Polygonzug mit Tabellenkalkulation)
e Algebraische Berechnung von Integralen und Stammfunktionen

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
e Lehrervortrag, Unterrichtsgesprach
e Bearbeitung von Aufgaben durch Schiilerinnen und Schiler

Hinweis:

Das Aufgabenmaterial besteht aus Aufgaben und Hilfetipps. Den Schiilerinnen und Schilern
sollte mitgeteilt werden, dass sie auf diese Tipps zuriickgreifen kdnnen. Zu Beginn sollte je-
doch nur die Aufgabenstellung ausgeteilt werden, um den Lernenden Gelegenheit zu geben,
das Problem méglichst selbsténdig zu I6sen.
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1 Die Lange eines Wanderweges berechnen
Die Skizze zeigt den Umriss eines Sees. Rund um den  “ s%v
See verlauft ein Wanderweg (Mafde in km). Weg | ver- /"ﬁ"“\
lduft von A nach B am oben gezeichneten Ufer, Weg Il 7 \
ebenfalls von A nach B am unteren Ufer. aflo3) - S )
e " M 10;3)
1a) Berechnen Sie ndherungsweise die Lange des hY /
Weges |. (Ermitteln Sie dazu z. B. ndherungsweise N 4
Koordinaten von Punkten.) £ ~ 7 x
=L bs 12

1b) Eine Schulklasse soll von A nach B laufen. Der Weg am unten gezeichneten Ufer (Weg
II) fuhrt an einer Sehenswurdigkeit vorbei. Die Schilerinnen und Schuler fragen, wie viel
l&nger dieser Weg gegeniiber dem Weg am oberen Ufer ist. Berechnen Sie dazu nahe-
rungsweise analog zu Aufgabe 1a) die L&nge des Weges Il.

1c¢) Ermitteln Sie die Lange der beiden Wege mdéglichst genau.

}éi‘ """""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
Tipp 1: i i Gitter
5 ——

Sie kénnen die Weglange ndherungsweise ermitteln, F1 PN
indem Sie einige Punkte festlegen, geradlinig verbinden P . ‘,‘:}M
und die Lange dieses Polygonzugs berechnen. (ob] “\P T {/mj

. 4

o, 51 5 10

%{ ....................................................................................................
Tipp 2:

Weg I: Punkte P0= A, P1, Pz, P3, P4, P5, P5=B

Koordinaten ndherungsweise aus der Skizze:
Po(0[3), P+(1,1]4,6), P2(2,4|4,9), P3(3,9|3,7), P4(5,9]2,65), P5(7,6]2,54), Ps(10]3).

PP =y(1,1-0)°+(4,6-3) ~194

Abstdnde mit dem Betrag eines Vektors: Z.B.: %=

Die einzelnen Entfernungen und deren Summe kdnnen in Lists & Spreadsheet ermittelt
werden.

ST mm e ieeieeesssssseeeaaaee
Tipp 3: I ™ E o} =
% (Formel fur @ im Feld c2) 0 3 ol 11.6020
In c1 wird O eingetragen. 1.1 46| 194185
2.4 a8 133417
Die Summe der einzelnen Abstande wird hier z. B. 29 37| 1.92004
durch die Formel =sum(c[]) in d1 berechnet. cg > 65| 225887 L
c2 | - la2-a1)2+(b2-51)? [¢]
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2 Herleitung einer allgemeinen Formel
Studieren Sie die folgende Herleitung und wenden Sie das vorgestellte Verfahren anschlie-
Rend in Aufgabe 3 an.

Gesucht ist die Lange des Graphen von f(x) = \/; im Intervall [0;1] (linkes Bild):

— A —
1y lem y P4 lcm
| 1
P
K P
fllx)=
(x)=tix) ¢ Al
P
Ax2
0.1 0.1
X %
0.1 1 o PO 1

Die-l;énge der Strecke P4 zwischen P, ist
PP, :\/(xz—x1 C+(f(x, (—f(x, (¢ mit Ax,=x,—-x, und Ay, =f(x,(—f(x,(.
Bei n Teilintervallen (Zerlegung {xo, X1, X2, ... , Xn}) ergibt sich fiir die Ladnge des Polygonzugs

im Intervall [Xo;Xx]:
L, =) /A +Ay?.
i=1

Je gréRRer n gewahlt wird, desto genauer erhalt man durch die Lange des Polygonzugs die
Lange des Funktionsgraphen. Mit n — « ergibt sich genau die Lange des Funktionsgraphen
im ausgewahlten Intervall. Die Formel fiir die Lange des Funktionsgraphen ist entsprechend:

n n Av?2 n i
Ln:Z,/AxHAy? =2 1+§-Axi= )Y 1+(%)2 L AX,
i= i=1 i i=1 i

Die Lange des Polygonzugs L, ist damit eine Summe von (verallgemeinerten) Produkten.

Im Grenzfall n — e bzw. Ax; — 0 und ’f_ir)--f: v

Ay, dy .. : ) .

A, - ™ =f’(x) (Ableitung der Funktion f an der ! ‘ ,
Xi X a il .1'2 ..."

Stelle x) erhalten wir die Ladnge des Graphen durch (_q 1*(;“{,1)}‘ dx

b Jo
das IntegrallL(a,b) = L J1+(F(x))%dx . IO reny

Die Abbildung zeigt die Berechnung fiir unser Bei- ke
spiel.

3 Ubungsaufgaben
3a) Berechnen Sie die Lange des Umfangs eines Kreises mit dem Radius r = 1 ndherungs-
weise und mit Hilfe eines Integrals.

3b) Berechnen Sie ndherungsweise und mit Hilfe eines Integrals die L&nge des Funktions-
graphen fir f(x) = x? (Intervall [0;3]).

3c) Berechnen Sie die Wegldngen der beiden Wanderwege aus Aufgabe 1) exakt mit Hilfe
eines Integrals, wenn die folgenden Funktionen gegeben sind:

Weg I: fa(x(:—%(x—2(2+5((ogxs3( , fb(x(:%(x—7)2+g))3st8) ,

1 3 11
fe(x(=——x*+=x——((8<x<10
(x( 2 2 8(( (

Weg II: fd(x):—%x-(x—3(2+3((0st5(, fe(x(:2—7ox2—5x+18((5SXs10(
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1b) und c): L&nge des Weges I: | = 11,74 km; Lange des Weges Il: | = 12,54 km. Der Weg

ist 800 m langer. Die Integrale sind in den Lésungen der Aufgabe 3c enthalten.

3a) Zur lllustration der Herleitung aus Aufgabe 2 kann
es nltzlich sein, nochmalig eine Berechnung mit Hilfe
von Polygonziigen durchzuflihren. Der Einheitskreis
(Radius 1) ist durch die Gleichung x?+y®=1 gegeben
(Graph einer Funktion zeichnen). Daraus erhélt man
durch Umformen nach y den Viertelkreis im Intervall
[0;1]. Wir kbnnen wieder durch einen Polygonzug an-
nahern mit den Punkten Py(0|f(0)), P4+=(0,2|f(0,2)), ...

Ahnlich wie in Aufgabe 1 kann die Berechnung in Lists
& Spreadsheet erfolgen: Die Folge kx der ersten Ko-
ordinaten der Punkte ist gegeben durch:

=seq(0.2%, i, 0, 5).

In Spalte B werden durch =f(a[]) die zugehdrigen Funk-
tionswerte der vorher festgelegten Funktion berechnet.
In Spalte C werden die Abstande der Punkte bestimmt
und in d1 der Naherungswert fir den Polygonzug.

Nach Festlegung der Anzahl der Teilintervalle n wird
die Summe von 1 bis n berechnet.

Nun kann auch n gedndert werden, z. B. auf 100 oder
auf 1000, wodurch sich ein besserer Naherungswert
ergibt.

Das Integral erhalt man durch die Betrachtung des
Grenzwertes flr n—.

In der Abbildung wird ein Naherungswert durch Sum-
menbildung ermittelt.

Die direkte Eingabe des Integrals fihrt zum Nahe-
rungswert 1,5708 fir die Bogenlange des Viertelkrei-
ses.

3b) Die naherungsweise Berechnung der Lange erfolgt
mit dem Summenterm. Die exakte Berechnung kann
mit Hilfe des Integrals durchgeflihrt werden (integrieren
algebraisch). Das Ergebnis unterscheidet sich kaum
vom N&herungswert.

A

[ >:>‘

I Iﬂky |& |2 =
=gseq(0.2%|=f(a[]D

0. 1. 0lSumme:
0.2| 0.979796) 0.201018| 1.55755
0.4]| 0.916515| 0.209772|n/2:

0.6 0.8 0.231464| 1.5708
0.8 0.6] 0282843 i
c2 |=J(a2—a1]2+[b2—b132 <[>
n:=100 » 100
n 2
> (T
n n n
i=1
Jn =1000 »
n 2
> (e
n n n
i=1
f(x]:=\lll—x2 Fertig
1 15708
1+(i(f{x] )Jz dx
0
0
f(x):=x
n:=100 » 10C
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3c) Lange des Weges I:

Zur Berechnung geben Sie in der Applikation Notes die
zugehdrigen Formeln in ein Mathefenster ((«],(m)) ein.

Alternativ kdnnen die Ausdriicke auch in der Appli-
kation Calculator eingegeben werden. Die anderen
Berechnungen erfolgen analog.

Weg Il ist etwas langer als Weg I. Hier kann die Ge-
nauigkeit der Berechnung mit dem Polygonzug vergli-

chen werden.

W A
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Das Arbeitsmaterial gliedert sich in drei Teile:

1) Berechnung eines Polygonzugs, der durch eine Folge von Punkten gegeben ist. Begon-
nen wird mit einer eingekleideten Aufgabe (Ladnge eines Wanderweges). Die Schilerin-
nen und Schiiler sollen entdecken, dass man durch Zerlegen in einzelne Strecken einen
(krummlinigen) Weg naherungsweise berechnen kann. Die Berechnungen werden in der
Tabellenkalkulation bzw. mit der Summenformel durchgefiihrt. Naherungsweise werden
Punkte z. B. aus einer Skizze mit ihren Koordinaten tbernommen und die Abstande mit
der Abstandsformel berechnet.

2) Im zweiten Teil erfolgt die Einfihrung der Integralformel fir die Bogenlénge.

3) Im dritten Teil wird die Lange von Funktionsgraphen ndherungsweise in der Tabellenkal-
kulation und auch exakt berechnet, wobei die Funktionen durch ihre Terme gegeben
sind.

Der erste Teil bleibt auf der Ebene der Abstandsberechnung von Punkten und damit einer
dem Computer angepassten ndherungsweisen Berechnung der Bogenlange. Fir viele An-
wendungen wird diese Art der Berechnung auch ausreichend sein und die Vermittlung derar-
tiger Darstellungen und Berechnungen sollte auch durchaus ein Anliegen von Schule sein.

Als Erganzung findet man weitere Méglichkeiten fir den Einsatz der Tabellenkalkulation zur
Berechnung der Lange eines Funktionsgraphen in Aufgabe 3a.

Ohne Rechner scheiterte friiher in den meisten Féllen die Berechnung der Bogenlange mit
dem Integral, da es allgemein schwierig ist, eine geeignete Stammfunktion des Wurzelaus-
drucks in der Formel zu berechnen. Der Vorteil des Rechners liegt in der Berechnung von
“schwierigen“ Stammfunktionen und ndherungsweisen Berechnungen von Integralen.

Das Problem der Berechnung der Bogenladnge reduziert sich daher mit geeigneter Technolo-
gie auf das Erkennen einer geeigneten Funktion und das richtige Eingeben und Interpretie-
ren des Integrals.

Die Herleitungen sind angelehnt an Ideen aus den folgenden Schulbiichern:

Malle G., u.a.; Mathematik verstehen 8; Verlag 6bvhpt, Wien 2007
Gotz, S; Reichel H., u.a.; Mathematik Lehrbuch 8, Verlag 6bvhpt, Wien 2007
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Volumina scheibchenweise berechnen
Michael Schwarz, Hans-Bdckler-Berufskolleg Miinster

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il (Integralrechnung)
Dauer: 2 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schiler

e konnen Integrale einschliefl3lich Volumina
von Rotationskdrpern berechnen

e haben Grundkenntnisse in der Bedienung
einer Tabellenkalkulation

e kennen die Flachenformel fiir Ellipsen
(siehe didaktischer Kommentar)

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit
dieser Einheit gefordert werden kénnen:
Schulerinnen und Schiler

Wie Viel paSSt in e (bersetzen eine Realsituation in ein ma-
eine Ch|pstute’) thematisches Modell

e begrinden die Wahl ihres Modells, reflek-
- tieren Messprobleme und schatzen
b4 Messfehler ab

T — Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese

f2(x:l=1.04E—5-x4+-5.14E~4‘x3+0.012~x2+ Einheit verfolgt:

Schulerinnen und Schiiler

f1(x)=—5.685—5‘x4+0.003-x3+—0.08-x2+0. o ermitteln geeignete Funktionen aus Wer-
tepaaren per Regression

e (bertragen Kenntnisse aus der Integral-
rechnung zur Bestimmung des Volumens

ir 34 eines realen Koérpers

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ CAS mit Touchpad):
¢ Visualisieren von Messwerten und Graphen
e Berechnen der Regressionsfunktionen und des Volumens per Integralrechnung

Mégliche Zugange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Anpassen von Graphen an gemessene Wertepaare
e Algebraisch: Variieren der Funktionsterme zur Fehleranalyse

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
e moglicher Abschluss der Integralrechnung
e Arbeit in Gruppenarbeit (Leistungskurs) oder Kleingruppen
e Versuch (Wasserverdrangung) mdglichst als Kontrolle vorbereiten;
ggf. im Plenum vorab mégliche Funktionsklassen fiir die Regression besprechen
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Wie groB ist das Volumen einer Chipstiite?

Das Volumen einer Verpackung ist oft angegeben. Bei Konser-
vendosen, Flaschen usw. steht dies meist auf dem Etikett.

Bei Chipstlten ist das jedoch nicht der Fall. Dort wird lediglich
der Inhalt in Gramm angegeben.

Die Chipstite wird hier als Beispiel fiir sogenannte ,Schlauch-
verpackungen® gewabhilt.

Bestimmen Sie das Volumen der (geschlossenen) Tlte.

Die Idee:

Eine Chipstite ist am oberen und unteren Rand verschweif3t. Dazwischen wird die Tlte bau-
chig. Schneidet man eine Tlte gedanklich parallel zu den Schweillrandern durch (siehe Ab-
bildung unten), so lasst sich diese Schnittflache nédherungsweise durch eine Ellipse be-
schreiben (= Draufsicht).

Fur die Beschreibung der Vorgehensweise sind folgende Bezeichnungen hilfreich:

Frontalansicht Seitenansicht Draufsicht
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Weiterfiihrende Hinweise fiir eine moégliche Lésung

Legen Sie die x-Achse senkrecht mittig durch die Chipstiite (von der Mitte einer Schweillnaht
zur anderen; siehe Hilfspfeile in den oben gezeichneten Ansichten).

Messen Sie an mehreren Stellen die Breite und die Dicke der Chipstiite (siehe Hilfslinien).

Breite Hilfslinien (Ra&nder)
,Randfunktionen”
i d(x) und b(x)

< > Dicke

Zu einem bestimmten Abstand x gehért in der Draufsicht eine Ellipse mit den Halbachsen
d(x) und b(x); d entspricht der halben Dicke der Chipstiite und b der halben Breite an der
Stelle x:

Ermitteln Sie zwei ,Randfunktionen d(x)
und b(x).

.

-
PLEA iy

Berechnen Sie das Volumen der Chipstu-
te mit Hilfe der Integralrechnung. Dabei
bendétigt man die Flacheninhaltsformel
einer Ellipse:

A =r-ef.

Hilfslinien (Ré&nder)

/ }f\ "Randfunktionen"
& _-’i/ d(x) und b(x)

Uberprifen Sie Ihr Ergebnis fiir das Volumen durch Wasserverdrangung. Vergleichen Sie die
Ergebnisse der beiden Methoden.
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Das Prinzip der Volumenmessung lasst sich auch mit Milchtiten durchfiihren. Diese sind
allerdings nur noch selten im Handel zu finden. Die Chipstiite hat den Vorteil, dass sich die
Form der Tute beim Hinlegen nur wenig dndert und man durch vorsichtiges Driicken die gré-
Reren Chips zerbréseln kann. Dadurch erhélt die Tite eine gewisse Stabilitat.

Zur Ermittlung der (halben) Titenbreite und der (halben) Tutendicke (obere/untere Punktrei-
he in der folgenden Abbildung) bietet es sich an, die Tite auf ein kariertes DIN-A3-Blatt zu
legen — einmal auf die Auflenkante (siehe Bild) und einmal auf die Vorderseite — und von
oben misst bzw. erst einige Stellen markiert. Die Tite soll dabei symmetrisch zur x-Achse
liegen, da der Radius und nicht der Durchmesser ermittelt werden soll.

Hier wurde die oben gezeigte Chipstite vermessen. Alternativ kann man auch Fotos einer
Chipstite von mehreren Seiten verwenden.

Wir erhielten die folgenden Messwerten (in cm):
1. Randfunktion d(x)/halbe Tutendicke

X 0 3,0 6,9 10,8 14,5 16,7 (21,5 26,0 28,2 (29,0

y 0 2,0 2,5 2,6 2,7 2,6 2,2 1,3 0,7 0

Randfunktion b(x)/halbe Tutenbreite

2.
X 0 1,5 |35 |56 |85 |[11,013,4 16,3 18,56 21,0 23,0 25,0 [27,3 (29,0
y 95 |93 |90 |89 |87 |85 |85 |85 |85 [85 [85 |89 |92 |95

Tragen Sie die x- und y-Koordinaten fiir die erste W&, 5 [E, 5 [E B 2
Randfunktion in die Applikation Lists & Spread-
sheet ein — fir die zweite Randfunktion wird spa-
ter eine zweite Bildschirmseite verwendet (siehe
unten).
(%]

B W N = e
)
N

10.8 2.6

Fuhren Sie eine geeignete Regression durch.

d \
Hier wurde wegen der Form der Tute ein Poly- A ~| =
nom vierten Grades genommen. = x-tste: | a v W

N | v-Liste: | 1] <| |l
a und b bezeichnen hier die Spalten. Alternativ 1 | RegEgn speichem unter:
kénnen auch Variablen fur die Spalten eingefihrt 5 E <]
werden (siehe Screenshot) und hier ausgewahlt s -
werden. Haufigkeitsliste: | 1 vl

4 | Kategorietiste: | vl
Speichern Sie — falls nicht bereits vorab einge- 5 i

— i i OK| |Abbruch Vi

stellt — das Ergebnis als Funktion f1(x) ab. = I_’
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Verfahren Sie nun entsprechend fur die zweite B, p [F B E 2
Funktion b(x) und speichern Sie das Ergebnis = =QuartRe(I
unter f2(x). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit 1 , |
bietet sich eine zweite Seite mit der Applikation ) 9.5 Titel Regress..
Lists & Spreadsheet an. & 9.3 RegEqn  |a*x"d+b*..
3; g, a 0.00001
4 8.9 b ~0.0005...
5; 8.7 c 0.011959 ¢
£7 | ="Regression vierter Ordnung" l L4 I >
Zeichnen Sie die beiden Funktionen f1(x) und
f2(x), die die Radien der Ellipsen beschreiben, in ! -
ein Koordinatensystem. s f1(x)=-5 68e-5x*+m

Hinweis: beide Funktionen sind bereits eingetra-
gen und missen nur noch einmal mit der Enter-
Taste bestatigt werden.

Passen Sie das Koordinatensystem so an, dass
der entscheidende Bereich der Graphen zu se-
hen ist.

Die graphische Uberpriifung ergibt, dass die Tite
nicht ganz symmetrisch gelegen hat bzw. dass
die Chips in der Tlte nicht gleichmaRig genug
verteilt waren.

Herleitung der Integralformel

@ F2bd=104322890943086-5 x4 +-5 12 [3]

12Ty

f1(x)=-5 68e-5%2+0.003 %> +-0.08 x%+0.]

b--‘-\_‘_——h__‘—-—
20x)=1.046-5x? +-5 14E-4x>+0.012:%+

4]

/

Fur die Flache einer Ellipse gilt A = m-e-f. Im vorliegenden Fall sind die beiden Hauptachsen
der Ellipse veranderliche Grofen, die durch d(x) und b(x) beschrieben werden. Daher lautet

die Flacheninhaltsformel fiir die Stelle x: A(x) = ©t - d(x) - b(x).

Nun wird entlang der x-Achse integriert. Damit I&sst sich das Volumen des entstandenen

Korpers durch V = rcf: d(x)-b(x) dx berechnen.

Das Volumen wird in der Applikation Calculator
errechnet.

Aufgrund der méglichen Messfehler sollte das
Ergebnis angemessen gerundet werden, z. B.
,Das Volumen liegt zwischen 1,6 und 1,7 Litern.”

™
1654.56
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Im Rahmen der Differentialrechnung werden unter dem Stichwort ,Extremwertaufgaben® oft
auch Verpackungen analysiert und optimiert. Ein (meist nicht mehr obligatorisches) weiter-
fuhrendes Thema innerhalb der Integralrechnung greift das Thema ,Verpackungen® wieder
auf: die Rotationskérper. Diese beschrénken sich jedoch auf Behaltnisse mit einem kreisfér-
migen Querschnitt, etwa Konservendosen, Sektglaser usw. Mit Hilfe der Integralrechnung
lassen sich aber auch die Volumina anderer Kérper berechnen.

Das Beispiel Chipstite ist so gewahlt, dass es die Integralrechnung abschliel’en kann. Es
stellt eine Vertiefung der Volumenberechnung von Rotationskérpern dar. Beim Aufstellen der
Volumenformel wird noch einmal die Idee der Herleitung des Integrals tGber unendliche
Summen benutzt.

Das Volumen l&sst sich durch einen kleinen Wasserverdrangungsversuch experimentell
recht exakt ermitteln — das Volumen der Chipstiite verkleinert sich beim Eintauchen nur mi-
nimal. Alternativ kann man das Volumen durch einen Quader abschéatzen, um zumindest die
GréRenordnung des berechneten Volumens zu prifen. Das zeigt, dass der eigentliche inhalt-
liche Schwerpunkt der Aufgabe in einem anderen Bereich liegt: Die Idee des scheibchenwei-
sen Aufaddierens wird hier sehr deutlich und liefert eine gute Voraussetzung, um auch kom-
plexere Integrale verstehen zu kénnen.

Obwohl die Bestimmung der Randfunktionen leider nur mit Messfehlern bzw. Ungenauigkei-
ten mdoglich ist (schlieBlich rutschen die Chips beim Drehen der Tite immer nach unten),
lagen die ermittelten Ergebnisse verschiedener Schillergruppen — so zumindest meine Er-
fahrung — meist recht nah beieinander und stimmten mit dem experimentell ermittelten Wert
gut Uberein. Das kann jedoch daran liegen, dass alle Schiler beim Messen vergleichbare
Fehler machten. Umso wichtiger ist deswegen die Fehlerdiskussion:

Da die Tute meist etwas eingeknickt ist, sind die Werte mit gréfieren Messfehlern belastet.
Die Regression glattet die Ergebnisse dann ein wenig. Man sollte die per Regression ermit-
telten Funktionen vollstandig Gbernehmen und die Koeffizienten des Polynoms nicht zu sehr
abrunden — ggf. muss man das den Lernenden mitteilen, da die Betrachtung des Wachstums
von Potenzfunktionen unterrichtlich bereits einige Zeit zurlickliegt. Die Wahl des Funktions-
typs ist abhangig vom vorhergehenden Unterricht, ggf. reichen auch schon Funktionen zwei-
ten Grades.

Literatur

Volumenbestimmung einer Zahnpastatube:
http://matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/article.php?sid=748
(Stand: 01.05.2011)
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Berechnung der mittleren Sonnenscheindauer
Andreas Pallack, Soest

Steckbrief der Aufgabe
; Sekundarstufe Il (Analysis)
u Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schiler

e konnen den Verlauf der Graphen von
Sinusfunktionen beschreiben und Trans-
lationen durchfiihren

e verfligen Uber grundlegende Kenntnisse
der Integralrechnung

-
© julien tromeur (Fotolia)

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit

Wie Iange SChien dieser Einheit gefordert werden kénnen:
in diesem Jahr die Sonne Schilerinnen und Schiler

e modellieren die Sonnenscheindauer mit

bis heute im Schnitt? Hilfe von Funktionen

20y f2(x]=4.?4-sin(0.9863'(x—861)+12-26 Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese
Einheit verfolgt:

Schilerinnen und Schiler

e bestimmen Mittelwerte mit Hilfe von In-

(86,12.26 ) tegralen
L3

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ mit Touchpad, TI-Nspire™ CAS mit Touchpad):
e Berechnen
e Visualisieren

Mégliche Zugéange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Die Bedeutung von Parametern in Funktionstermen erkennen
¢ Numerisch: Werte im Kontext interpretieren

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:

Dieses Beispiel verfolgt im Kern, dass die Lernenden die Méglichkeit Mittelwerte mit Integra-
len zu berechnen, weitgehend selbst erkennen. Diese Phase sollte deswegen besonders
schuileraktiv gestaltet werden.
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Der Wettervorhersage darf man leider nicht vollends
vertrauen. Auch wenn Sonne angesagt ist, kann es
passieren, dass ein Schauer den Sommerspaziergang
vermiest. Das Wetter an einem bestimmten Tag ist im
Voraus kaum berechenbar.

Im Gegensatz dazu kann man die astronomische Son-
nenscheindauer sehr genau berechnen. Als astronomi-
sche Sonnenscheindauer bezeichnet man die Zeit von
Sonnenaufgang bis Sonnenuntergang. Ob die Sonne

dabei scheint oder nicht spielt keine Rolle: Die astrono-
mische Sonnenscheindauer gibt an, wie lange die Son-
ne pro Tag an einem festen Ort maximal zu sehen ist. © Klaus-Peter Adler - Fotolia.com

In LUineburg gilt fiir die astronomische Sonnenscheindauer f(x) (gemessen in Stunden) fir den
x-ten Tag des Jahres ndherungsweise:

f(x) = 4,74 - sin( 0,9863 - (x — 86) ) + 12,26

Auf den folgenden Seiten kann man Tabellen mit der Sonnenscheindauer beliebiger Orte er-
stellen (Quelle: http://www.fwiegleb.de/geo-I.htm fiir die Ldngen- und Breitengrade;
http://sun.exnatura.de/ fur die Sonnenscheindauertabellen). Unsere Daten wurden berechnet
fur die Stadt Lineburg in den Monaten November und Dezember des Jahres 2010.

Aufgabe 1:
Zeichnen Sie den Graphen von f und erldutern Sie die Formel im Sachzusammenhang (Wer-
tebereich, die Bedeutung der Zahlenangaben in der Funktion).

Aufgabe 2:
Beurteilen Sie die Stimmigkeit der Formel anhand der beigefligten Daten.

Aufgabe 3:
Berechnen Sie die mittlere astronomische Sonnenscheindauer in der ersten Novemberwoche
(01.-07. November; der 1. November ist Tag x = 305) mit Hilfe

e einer Wertetabelle der Funktion
e eines Integrals
e der Messdaten
Vergleichen Sie die berechneten und gegebenen Werte miteinander.

Aufgabe 4:
Berechnen Sie die mittlere Sonnenscheindauer in einem Kalenderjahr.

Aufgabe 5:
Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung, mit der man die mittlere Sonnenscheindauer bis zum
Tag x eines Jahres ndherungsweise berechnen kann.

Aufgabe 6:
Welche Bedeutung hat der 86. Tag in diesem Sachzusammenhang? Welche Bedeutung hat
das Maximum der Funktion aus Aufgabe 57?

52 Berechnung der mittleren Sonnenscheindauer 2/6 © T°2011



Titel der Einheit Kopiervorlage | Lésungshinweise Didaktischer Zusatzmaterial
Kommentar

Daten zum Sonnauf- und Sonnenuntergang sowie zur astronomischen Sonnenschein-
dauer in Liineburg in den Monaten November und Dezember des Jahres 2010

Sonnenauf- und Sonnenuntergang - November 2010

Sa . Seo Mo Di Mi Do Fr

1. A: 07:13 2. A:07:15 3. A:07:17 4.A:07:19 5.A:07:21

U: 16:47 U: 16:45 U: 16:43 U: 16:41 U: 16:39

S:09:33 S:09:29 S:09:25 S:09:21 S:09:18

6. A: 07:23 7.A:07:25 B.A:07:27 9.A:07:29 10.A:07:31 11.A:07:32 12.A: 07:34

U: 16:37 U: 16:35 U: 16:34 U: 16:32 U: 16:30 U: 16:29 U: 16:27

. S: 09:14 S:09:10 S:09:06 S:09:03 S:08:59 S:08:56 S:08:52

13. A: 07:36 14. A: 07:38 15. A: 07:40 16. A: 07:42 17.A: 07:44 18B. A: 07:45 19. A: 07:47

U: 16:25 U: 16:24 U: 16:22 U: 16:21 U: 16:19 U: 16:18 U: 16:17

' S: 08:49 S:08:45 S:08:42 S:08:39 S:08:35 S:08:32 S:08:29

20. A: 07:49 21. A: 07:51 22. A: 07:53 23. A: 07:54 24. A: 07:56 25. A: 07:58 26. A: 07:59

U: 16:15 U: 16:14 U: 16:13 U: 16:12 uU: 16:11 U: 16:10 U: 16:09

S:08:26 S: 08:23 S:08:20 S:08:17 S:08:14 S:08:11 S: 08:09
27.A:08:01 28. A: 08:03 29, A: 08:04 30. A: 08:06
U: 16:08 U: 16:07 U: 16:06 U: 16:05
S:08:06 ' S. 08:04 S:08:01 S:07:59

Erklarung: A: Sonnenaufgang, U: Sonnenuntergang, S: Sonnenlicht in Stunden
= Vollmond, . = letztes Viertel, . = Neumond, ' = erstes Viertel
Sonnenauf- und Sonnenuntergang - Dezember 2010
Sa . So Mo Di Mi Do Fr

1. A: 08:07 2. A:08:09 3. A:08:10

U: 16:04 U: 16:04 U: 16:03

S:07:56 S:07:54 S:07:52

4.A:08:12 5.A:08:13 6.A:08:15 7.A:08:16 8.A:08:17 9.A:08:18 10. A: 08:20

U: 16:02 U: 16:02 U: 16:01 U: 16:01 U: 16:00 U: 16:00 U: 16:00

S:07:50 @ s:07:48 S:/07:46 S:|07:44 S:/07:43 S:/07:41 S:/07:40

11. A: 08:21 12. A: 08:22 13. A: 08:23 14. A: 08:24 15. A: 08:25 16. A: 08:26 17. A: 08:27

U: 16:00 U: 16:00 U: 16:00 U: 16:00 U: 16:00 U: 16:00 U: 16:00

S:07:38 S:07:37 . S: 07:36 S:07:35 S:07:34 S:07:33 S:07:33

18. A: 08:28 19. A: 08:28 20. A: 08:29 21. A: 08:30 22. A: 08:30 23. A: 08:31 24. A: 08:31

U: 16:00 U: 16:01 U: 16:01 U: 16:01 U: 16:02 U: 16:02 U: 16:03

S:07:32 S:07:32 S:07:31 S. 07:31 S:07:31 S:07:31 S:07:31

25. A: 08:32 26. A: 08:32 27.A:08:32 28B. A: 08:33 29. A: 08:33 30.A:08:33 31. A:08:33

U: 16:04 U: 16:04 U: 16:05 U: 16:06 uU: 16:07 U: 16:08 U: 16:09

S:07:32 S:07:32 S:07:32 . S: 07:33 S:07:34 S:07:35 S:07:36

Erklarung: A: Sonnenaufgang, U: Sonnenuntergang, S: Sonnenlicht in Stunden
= Vollmond, ' = letztes Viertel, ‘ = Neumond, ‘ = erstes Viertel
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Aufgabe 1

Zum Zeichnen des Graphen 6ffnen Sie die Applikation
Graphs und geben den Funktionsterm ein (Graph einer
Funktion zeichnen). Achten Sie darauf, dass das Winkel-
maf auf Gradmal eingestellt ist. Passen Sie die Fenster-
einstellungen entsprechend an (Koordinatenachsen an-
passen) — in der Abbildung rechts wurde fiir die x-Achse
der Bereich [0;365] und fir die y-Achse [-2;20] gewahlt.

2lxc)=4 74 sin{0. 9863 [x-26))+12 26

e
20 ¥

J65

Der Wertebereich reicht von 7,52 bis 17. Bestimmen kann man ihn z. B. durch Abfahren des

Graphen (Punkt auf Objekt) oder auch rechnerisch (12,26 —
4,74 gibt die Streckung der Sinusfunktion in y-Richtung an.

4,74 bzw. 12,26 + 4,74). Die Zahl
Diese Zahl mit zwei multipliziert

ergibt die Differenz der Sonnenscheindauer zwischen dem langsten und dem kiirzesten Tag.
Der Faktor 0,9863 ergibt sich aus dem Quotienten 360/365. Die Sinusfunktion hat eine Perio-
denldnge von 360(°). So wird die Periodenlédnge auf 365 verlangert. Das Abziehen von 86
(ungefahr das Viertel eines Jahres) bewirkt, dass das Maximum der Sonnenscheindauer fast
(da der kiirzeste Tag ja nicht an Neujahr ist) in die Mitte des Jahres verschoben wird — es han-
delt sich also um eine Verschiebung der Kurve nach rechts. Die Sinusfunktion ohne weitere
Summanden oszilliert um die x-Achse. Durch die Addition von 12,26 wird der Graph nach oben
verschoben, so dass alle Werte deutlich oberhalb der x-Achse liegen.

Aufgabe 2

Erstellen Sie einen Punkt auf dem Graphen (Punkt auf
Objekt). Seine Koordinaten werden automatisch ausgege-
ben. Durch Abfahren des Graphen werden nun Wertepaa-
re der Funktion angezeigt. Um die Werte der Tabelle mit
denen der Funktion vergleichen zu kénnen, muss zu ei-
nem Datum die Zeit in Tagen seit dem 01. Januar berech-
net werden.

TI-Nspire™ verfligt dazu tber eine Funktion; ihre Funkti-
onsweise erlautert der Screenshot rechts.

Beim Vergleich ist darauf zu achten, dass die Angaben in
der Tabelle Stunden-Minuten-Angaben sind, wahrend es
sich bei den Funktionswerten um reine Stundenangaben
handelt. Am 16.11. betragt die Sonnenscheindauer z. B.

8 Stunden und 39 Stunden, was 8,65 Stunden entspricht.

Die Daten der Tabelle stimmen bis auf geringe Abwei-
chungen mit denen der Funktion Gberein, weswegen die
Formel selbst die Sonnenscheindauer in Abhangigkeit von
der Zeit in Tagen gut beschreibt.

Aufgabe 3:

Blenden Sie im rechten Teil des Bildschirms die Werteta-
belle ein ([=][T). Eine Méglichkeit zur Berechnung der
mittleren Sonnenscheindauer ist das Aufschreiben dieser
Werte, das anschlielende sukzessive Addieren und Tei-
len durch 7.

20 ¥ 2(x)=4 74 -sin(0. 9863 [x-86))+12.26

o

{320,8.57)

3

So bestimmit man die Anzahl der Tage
zwiaschen zwel Daten;

z. B. die Anzahl der Tage

wom 01.01.2011 bis zum 16.11.2011
dbd(101 2011.1611 2011) + 32

T

f2(xy= W
4, 74*<iniD

oy

LY 05, 9,47

LY 05, 9.41
=1307. 934
E1:: 5 9.28

09|
13 47391798282 | € |

m—

W

>

9,722
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Alternativ kbnnen die Werte in Form einer Summe be-
rechnet werden.

Verfiigen die Lernenden bereits Uber Fertigkeiten im Um-
gang mit einer Tabellenkalkulation, ist auch eine sehr
Ubersichtliche Berechnung in der Applikation Lists &
Spreadsheet mdglich.

Geben Sie die sieben x-Werte flr die Tage ab dem

1. November in Spalte A ein. In Spalte B berechnet eine

Spaltenformel die Funktionswerte (Formeln eingeben). In
Zelle C1 wird dann der Mittelwert berechnet. Die mittlere
astronomische Sonnenscheindauer betragt in dieser Wo-
che 9,28 Stunden.

Den Naherungswert mit Hilfe des Integrals berechnet
man, indem man als Grenzen den ersten Tag sowie den
letzten ,vermehrt um 1“ auswahlt (Funktion integrieren).
Nur so werden 7 Tage ab dem Tag 305 gezahlt. Im Unter-
richt sollte auf diesen Schritt besonderer Wert gelegt wer-
den (= Didaktischer Kommentar).

Zur Ermittlung der mittleren astronomischen Sonnen-
scheindauer aus den Messdaten 6ffnen Sie eine neue
Applikation Lists & Spreadsheet. In Spalte A tragen Sie
die Stunden, in Spalte B die Minuten ein. Mit einer
Spaltenformel kénnen diese Angaben in verarbeitbare
Stundenwerte umgerechnet werden (Formeln eingeben).
Alternativ zum Summenbefehl kann das arithmetische
Mittel auch direkt mit der Formel =mean(.) — hier in Zelle
D1 — berechnet werden.

Aufgabe 4:

Aufgabe 3 zeigte, dass die Berechnung mit Hilfe eines
Integrals gute Néherungswerte liefert. Die Berechnung
erfolgt wie im Beispiel oben; lediglich zur lllustration wurde
hier zusatzlich der Mittelwert mit Hilfe einer Summe be-
rechnet.

A E C D
=f2@a[])

9.47
9.4
9.34
9.28

9.28

<

7 <]>

928

29, 9.43
25, 9.42
21. 9.35

I (= A
minu

=std+minu/0

33. 9.55 9.35

17. 9.28

o B W R =] e
W W W Ww|w

D1 |=mean(c‘ __:])k |(|’|

12.3

Aufgabe 5:

Der Funktionsterm kann in der CAS-Version von TI-
Nspire™ explizit berechnet werden.

Aufgabe 6:

Der 86. Tag ist im Graphen der betrachteten Funktion ein
Wendepunkt — es handelt sich um den Frihlingsbeginn.
Die durchschnittliche astronomische Sonnenscheindauer
ist hier auch die Tages-Sonnenscheindauer. Das Maxi-
mum der Integralfunktion aus Aufgabe 5 liegt an der Stelle
des zweiten Wendepunktes im Intervall [0;365]. Es han-
delt sich entsprechend um den Herbstbeginn.

3 Tkl
= [ (r2(e))ae
x |

-275.{c0s(0.986(x-85 ))-0.045 (x+2.41))

X

20 y 12(x)=2.74sin(0.9863 [x-86))+12.26
"
AT
86,12.26
P \M_
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Unabhangig von der unterrichtlichen Sequenzierung wird die Berechnung von Mittelwerten mit
Hilfe von Integralen eher am Ende eines Lehrgangs zur Integralrechnung angesiedelt sein.

Betrachtet man eine Funktion, deren Graph sich in einem Intervall [a;b] oberhalb der x-Achse
befindet, ist die Frage nach dem Mittelwert gleichbedeutend mit der Frage nach der Hohe
eines Rechtecks Gber dem Intervall [a;b], das den gleichen Flacheninhalt einschlie3t wie der
Graph der Funktion mit der x-Achse. Dieses Denkmodell macht vielen Schiilerinnen und Schii-
lern Schwierigkeiten.

Eine Alternative wurde in diesem Beitrag prasentiert. Auch sie beinhaltet einen Stolperstein:
Die Lernenden missen eine Beziehung zwischen der Betrachtung diskreter Werte und einer
kontinuierlichen Funktion herstellen. Eine Mdéglichkeit, das anzubahnen — mit der ich recht gute
Erfahrungen gemacht habe — stellen die folgenden Schritte dar:
e Berechnung einer Summe von Werten (z. B. 3, 4, 7, 6 oder Werte aus der Tabelle in
der Kopiervorlage)
e Betrachtung einer Treppenfunktion, die Stufen der Breite 1 und H6hen entsprechend
der Werte hat (hier also 3, 4, 7, 6)
e Betrachtung des Integrals Uber diese Funktion
e Berechnung des Mittelwertes und Veranschaulichung im Bild der Treppenfunktion
o Einzeichnen einer Kurve, welche die Werte anndhert (was die Lernenden in der Regel
aus der Differentialrechnung kennen) und Abschétzen des Fehlers
Die folgende Skizze fasst die Uberlegungen zusammen. Die horizontal schraffierten Bereiche
gehen positiv, die vertikal schraffierten negativ in die Gesamtbilanz ein.

A -#5)
|+ A (> R.4.70
A m <a+ Y+ F+¢)
l = 4
3 | -
€1 \i\? ::g.Jt(x)c/x
=) . 0
Y .r—'———- d
T o A [ 4o d
]
i e

Gut thematisieren lasst sich so auch die Wahl der Grenzen. Die in diesem Beitrag gewahlte
Methode, einen Tag weiter zu gehen, ist nur eine Méglichkeit. Genauso legitim ist, das Intervall
links und rechts zu verbreitern. Die gleichen Uberlegungen findet man bei N&herungsformeln
im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
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Gesucht & Gefunden: Integralfunktionen

Dr. Karl-Heinz Keunecke, Kiel
Angelika Reif}, Primo-Levi-Schule, Berlin

Steckbrief der Aufgabe
Sekundarstufe Il (Integralrechnung)
Dauer: 2 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schdilerinnen und Schiler

e kennen Exponential- und Logarithmus-
funktionen

e kennen Flacheninhaltsfunktionen

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit

dieser Einheit gefordert werden kénnen:

Schulerinnen und Schiler

e nutzen spezielle — bereits erarbeitete —
Werkzeugkompetenzen

e bestimmen Funktionen, mit denen die

© gnurf - Fotolia.com erzeugten Streuplots beschrieben wer-
den kénnen

e begriinden und reflektieren die Wahl
ihrer Funktionen

Gibt es eine Integralfunktion

zu f(x) = 1/x?
Inhaltsbezogene Kompetenzen, die die-
A, T se Einheit verfolgt:
LT H X Schiilerinnen und Schiiler
e berechnen Flacheninhalte unter dem
Graphen von 1/x
¢ identifizieren die entstehende Flachen-
inhaltsfunktion als eine Logarithmus-

funktion
- o ! kénnen Stammfunktionen zu 1/x be-
Q.17 1 x stimmen
L
P L
»
K -

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ mit Touchpad, TI-Nspire™ CAS mit Touchpad):
e Visualisieren

¢ Konstruieren

e Berechnen

Mogliche Zugange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Experimentieren mit Funktionsgraphen

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:

e Einzel- oder Partnerarbeit

e Konstruieren der Graphen von Integralfunktionen mithilfe schriftlicher Anleitungen

e Entdecken der gesuchten Stammfunktionen durch Experimentieren mit den Graphen
bekannter Funktionstypen
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Entdecken einer Integralfunktion zu f(x) = 1/x

n

Sie haben sich bereits Integralfunktionen zu den Potenzfunktionen p(x) = x
tet. Diese haben die Form

(n #-1) hergelei-

n+1 n+1

X a

n+1 n+1’

P(x) =

wobei a die untere Integrationsgrenze ist. Fir n = -1 ist P(x) nicht definiert. Deshalb muss
man einen anderen Weg zur Bestimmung von Integralfunktionen zu f(x) = 1/x suchen.

1. Bestimmen Sie den Flacheninhalt A(x) unter  feib ¢ % L3
dem Graphen der Funktionzu f1(x) = 1/x. T 1=
Waéhlen Sie als untere Grenze 1 und als
obere Grenze eine Zahl x mit x > 1.
Zeichnen Sie mit den Hilfsmitteln des TI- Flacheninhalt Alx) zmm.=rr~f‘l(>c)=l
Nspire™ den Graphen der Funktion, die den *
Flacheninhalt unter dem Graphen zu
f(x) = 1/x in Abh&ngigkeit von der oberen
Grenze x angibt.
Beschreiben Sie diesen Graphen durch einen | | %
Funktionsterm. w15 1 x 3.87

= |-

2. Konstruieren Sie auch die Umkehrfunktion des Graphen und beschreiben Sie diese durch
einen Funktionsterm.

Hinweise zur Bearbeitung dieser Aufgabe:
Zu Aufgabe 1: Zur Unterstitzung bei der Bearbeitung dieser Aufgabe mit dem TI-Nspire™

steht lhnen eine Beschreibung der Herleitung der Integralfunktionen von f(x) = x> zum Down-
load zur Verfigung (www.keukiel.de/integral xhoch?2).

Zu Aufgabe 2: Um die Graphen der Integralfunktion und ihrer Umkehrfunktion mit dem TI-
Nspire™ darzustellen, spiegeln Sie den Punkt P(x|A(x)) an der Winkelhalbierenden des ers-
ten Quadranten. Beachten Sie dabei, dass ,,Achsenspiegelung” nur angewendet werden
kann, wenn Sie die Winkelhalbierende als Gerade durch zwei Punkte (den Ursprung und
einen weiteren Punkt) konstruieren.

Rufen Sie dann Geometriespur auf und klicken Sie nacheinander auf P und den Spiegel-
punkt P‘. Bewegen Sie dann die obere Grenze entlang der x-Achse, um die Punkte beider
Graphen darstellen zu lassen.

Zusatzaufgabe:
Der Einfluss der unteren Grenze auf die Integralfunktion zu f(x) = 1/x

Andern Sie die untere Grenze, bestimmen Sie Terme fiir die entstehenden Funktionen und
suchen Sie nach Zusammenhangen.
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Entdecken einer Integralfunktion zu f(x)=1/x

Zur Bearbeitung nutzen die Schilerinnen und Schiiler ihr Vorwissen ber Flacheninhalts-

und Integralfunktionen.

Im Funktionseditor (der Applikation Graphs) wird f1(x)
= 1/x eingegeben und der Graph nur im ersten Quad-
ranten gezeigt (Koordinatenachsen andern).

Dann wird der Flacheninhalt unter dem Graphen be-
stimmt (Funktionen integrieren, graphisch). Die untere
Grenze genau auf 1 zu setzen, gelingt nur selten. Ein-
facher ist es, sich die Koordinaten des Punktes an der
unteren Grenze anzeigen zu lassen und den x-Wert
nachtraglich zu korrigieren. Die obere Grenze ist frei
wahlbar — allerdings sollte man sie nicht auf einen Ska-
lenstrich legen, da das die Variationsmaéglichkeiten
einschrankt.

Nun soll die Flacheninhaltsfunktion punktweise darge-
stellt werden. Dazu wird der gemessene Wert (hier im
Bild: 1.05) mit MaRibertragung auf die y-Achse Uber-
tragen. Dann werden die Senkrechten zur y-Achse in
dem gerade konstruierten Punkt und zur x-Achse durch
die obere Grenze gezeichnet (Linien, besondere). De-
ren Schnittpunkt ist ein Punkt der Flacheninhaltsfunkti-
on A. Seine Koordinaten werden angezeigt (Koordina-
ten bestimmen).

Bewegt man die obere Grenze mit der Greifhand, so
erhalt man durch die Bewegung des Punktes einen
ersten Eindruck vom Verlauf des Graphen von A(x).

Die Flacheninhaltsfunktion ist nur fir x =1 definiert.
Beim Experimentieren mit der oberen Grenze stellt
man fest, dass der Graph von A sich weiter fortsetzen
I&sst, auch wenn die obere Grenze Uber die untere
Grenze nach links hinweg gefiihrt wird.

An dieser Stelle ist es mdglich, von der erweiterten
Funktion A zu sprechen oder aber auch den Begriff der
Integralfunktion I, zu benutzen, wobei a die untere
Grenze angibt.

Der Weg des Punktes bei der Verdnderung der oberen
Grenze kann mit der Anweisung Geometriespur aufge-
zeichnet werden. Dazu bewegt man die obere Grenze
von rechts bis fast zum Ursprung.

Zu der Spur sollen die Schilerinnen und Schiler jetzt
eine Funktion finden, deren Graph durch die Punkte
verlauft.

1 0%
5 48 (1,0)
20Ty x
\
\
\ (2.85,1.05)
\\
1.05 F'[JE‘!H (D)
5 051 (1.0) 5

(0.559,~0.582)
\\\-
\\——
Punkt &b T —
] X
Fo.13 T(1,0)
»
L
\ -
y \ = -
-
o »\\‘{..
13 e ——
/ T ——

-0, 13 { 1‘.0
..
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Schiilerinnen und Schiiler experimentieren hier erfah-
rungsgemaf mit Wurzelfunktionen sowie Potenzfunk-
tionen und auch Logarithmusfunktionen (aber eher mit
der Basis 10 als der Basis e).

Umkehrfunktion der Integralfunktion zu f(x) = 1/x

Die Winkelhalbierende muss als Gerade durch zwei
Punkte gezeichnet werden, damit die Spiegelung
durchgefiihrt werden kann. Sie darf nicht Gber den
Funktionseditor eingegeben werden.

Mit dem Befehl Achsenspiegelung (Objekte spiegeln)
wird der Bildpunkt P’ zu P(x|A(x)) konstruiert, indem
man auf die Spiegelachse und den Punkt P klickt.

Dann wird die Geometriespur aufgerufen und nach-
einander auf P und P* geklickt. Man zieht nun die obere
Grenze entlang der x-Achse, um die Spur der Punkte
beider Graphen zu zeichnen. Der Graph der Umkehr-
funktion zeigt die typischen Eigenschaften einer Expo-
nentialfunktion, deren Funktionsterm e* man z. B. er-
kennen kann, wenn man zeigt, dass die Punkte (0|1)
und (1|e) zu dem Graphen gehdren.

A \
v \

-0, 13

(o)

p,
t’fzit)-lh(r)
4

~ "
o |
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Zusatzaufgabe: Der Einfluss der unteren Grenze

Die untere Grenze lasst sich am einfachsten einstellen, 1317y Y
wenn man die Koordinaten (1 | 0) der bisherigen unte-
ren Grenze zu (0.5 | 0) verandert.

Die obere Grenze sollte nun so eingestellt werden, oy )
dass der zugehdorige Punkt (x | A(x)) sichtbar ist. 0.3 1 /0'5 0) ) 3.06
Man koénnte auch bei dieser Aufgabe so vorgehen wie £2(x}=In(x)

zuvor und den Graphen zu A(x) punktweise zeichnen » -1.26 !

lassen. Aufgrund der Vorerfahrungen bietet es sich
jetzt aber an, den Graphen gleich durchzuzeichnen.

Dazu ruft man den Befehl Geometrischer Ort auf, klickt
auf den Punkt (x | A(x)) und anschlief3end auf die obere
Grenze: Es wird die Stammfunktion gezeichnet, die zu
der unteren Grenze 0.5 gehort. Diese wurde hier ,ge-
punktet” gezeichnet (Attribute).

Die neue Stammfunktion ist offensichtlich wieder eine
Logarithmusfunktion. Die Funktionsgleichung kann man
durch Verschieben des Graphen von f2(x) = In (x) be-
stimmen.

Mit Hilfe der Greifhand kann der Graph von f2 genau
auf den punktweise gezeichneten Graphen der neuen
Stammfunktion gezogen werden. Man erkennt so, dass
diese durch f2(x) = In (2x) beschrieben wird.

Nun soll eine Tabelle fiir die untere Grenze und die
zugehoérigen Stammfunktion angelegt werden.

Untere Grenze a Stammfunktion 2 »
1 In(x)
0.5 In(2x)
2 In(0.5x)
0.25 In(4x)
4 In(0.25x)

Man erkennt an diesen Beispielen, dass zu der unteren Grenze a der Term der Integralfunk-
tion In (x/a) gehért. Somit gibt es zu der Funktion f mit f(x) = 1/x die Menge der Integralfunkti-
onen |z mit:

| (x) = |n(§} = In(x) — In(a).

In(a) gibt die Verschiebung des Graphen in y-Richtung an.
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Die konventionelle algebraische Herleitung der Integralfunktion zu f(x) = 1/x ist sehr formal
und wenig anschaulich. Mit dem hier vorgeschlagenen graphischen Verfahren kénnen die
Schilerinnen und Schiiler die gesuchte Integralfunktion punktweise konstruieren und dann
durch Experimentieren mit Funktionsgraphen beschreiben. Allerdings sind hierfir Werkzeug-
kompetenzen erforderlich, die zuvor vermittelt werden missen (siehe “Hinweise zur Bearbei-
tung der Aufgabe“ in der Kopiervorlage).

Nachdem die Lernenden den Graphen punktweise mit der Spurfunktion erzeugt haben,
stellen sie fest, dass es eine Integralfunktion zu f(x) = 1/x gibt, obwohl die bisher hergeleite-
ten Beziehungen den Fall x" ausschlieRen. Bei der Suche nach passenden Funktionen kann
mit Wurzelfunktionen, Potenzfunktionen und mit verschiedenen Logarithmusfunktionen expe-
rimentiert werden. Das zusétzliche Zeichnen der Umkehrfunktion hilft méglicherweise beim
Auffinden einer Modellfunktion, da Logarithmenfunktionen im Wesentlichen als Umkehrfunk-
tionen von Exponentialfunktionen bekannt sind.

Bei der Bearbeitung der Zusatzaufgabe erkennen die Schilerinnen und Schdiler, dass die
Graphen, die fir unterschiedliche untere Grenzen entstehen, sich nur durch eine vertikale
Verschiebung voneinander unterscheiden. Die Konstanten kénnen aus mehreren Beispielen
ermittelt werden und der Term I,(x) = In(x) — In(a) fir die Menge der Integralfunktionen zu
f(x) = 1/x angegeben werden.

Die Konstruktion der Integralfunktionen durch die Option Geometriespur ist zu Beginn be-
wusst gewahlt worden, weil damit durch die Schilleraktivitat der Graph erst punktweise ent-
steht. Mit Geometrischer Ort wird der Graph sofort gezeichnet und damit geht ein Teil der
Anschaulichkeit verloren. In der zweiten Aufgabe wird das Verfahren wiederholt angewendet,
so dass der Einsatz von Geometrischer Ort sinnvoll erscheint.
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Von der Binomial- zur Normalverteilung
Ursula Schmidt, Kamen

Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe |l
(Wahrscheinlichkeitsrechnung)
Dauer: 2-3 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schulerinnen und Schuler

e kennen Binomialverteilungen und kénnen
sie auf dem Rechner graphisch darstellen

e kennen Exponentialfunktionen zur Basis e

Prozessbezogene Kompetenzen, die mit

dieser Einheit geférdert werden kdnnen:

Schulerinnen und Schuler

¢ entdecken und beschreiben gemeinsame
Eigenschaften von Binomialverteilungen zu

© Valentin Bartolomeu - Fotolia.com

Passt alles unter unterschiedlichen Parametern
. e modellieren Binomialverteilungen durch
die Glockenkurve? stetige Funktionen
e nutzen die Problemldsestrategie ,Rick-
0. 7y wartsarbeiten®

Inhaltsbezogene Kompetenzen, die diese

Einheit verfolgt:

Schilerinnen und Schiiler

e lernen oder wiederholen die Methode
~Standardisierung von Daten”

e erarbeiten sich die Approximation von Bi-
nomialverteilungen durch die Naherungs-

B formel von de Moivre-Laplace

® 0.2 , e nutzen die Normalverteilung zur nahe-

rungsweisen Berechnung von kumulierten

Binomialverteilungen

o0y

=3

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ CAS mit Touchpad)
e Visualisieren der Verteilungen/der Glockenkurve
e Berechnen der Transformationen beim Standardisieren

Mégliche Zugéange, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Graphisch: Vergleich der Histogramme mit der Glockenkurve
e Numerisch: Berechnungen der standardisierten Verteilung

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
e Gruppenarbeit (GruppengréfRe ca. 6 Teilnehmer)
e evtl. auch Gruppenpuzzle
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»,Binomialverteilungen haben vieles gemeinsam*

Um vergleichen zu kénnen, brauchen Sie unterschiedliche Verteilungen B(n;p).

Bilden Sie deshalb Gruppen mit etwa sechs Teilnehmern.

Jedes Gruppenmitglied (T1, ..., T6) bearbeitet eine andere Verteilung. Jeweils zwei von
Ihnen wahlen das gleiche n, aber unterschiedliche p.

Sie kénnen mit dem folgenden Vorschlag arbeiten, aber auch andere Zahlen wéhlen:
T1: B(60; 0.3) T2: B(60; 0.7)
T3: B(50; 0.4) T4: B(50; 0.7)
T5: B(30; 0.5) T6: B(30; 0.7).

1. Aufgabe: (Einzelarbeit oder (neue) Gruppen mit der gleichen Verteilung)
e Bestimmen Sie fur lhre Verteilung den Erwartungswert i und die Varianz c.
o Zeichnen Sie ein Histogramm |hrer Verteilung (ggf. kdnnen Sie daflir eine vorbereite-
te Datei nutzen).
o Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Zufallsvariable X (Treffer) Werte
im Intervall [u — o; u + 6] annimmt.

2. Aufgabe: Vergleichen Sie Ilhre Ergebnisse jetzt in der Ausgangsgruppe (der mit den un-
terschiedlichen Verteilungen): Welche Gemeinsamkeiten sehen Sie?

3. Aufgabe: Zeichnen Sie den Graphen der Funktion ¢(x)= % e ?
V4

Warum heif3t die Funktion wohl ,gauf3sche Glockenkurve®?
Welche Zusammenhé&nge sehen Sie zu der 1. und 2. Aufgabe?

4. Aufgabe:

Man kann versuchen, die Glockenkurve an die Binomialverteilung anzupassen oder auch
umgekehrt. Da Sie alle mit verschiedenen Binomialverteilungen gestartet sind, versuchen
Sie nun, Ihre Binomialverteilung ,unter die Glocke"“ zu bringen.

Uberlegen Sie zunachst, wie Sie dabei vorgehen wiirden.

4. Aufgabe (Hilfetipps)

Das Verfahren nennen die Mathematiker ,,Standardisierung der Binomialverteilung®.

e \Verschieben Sie lhre Binomialverteilung um den Erwartungswert p nach links.
(Welchen Effekt hat das?)

e Transformieren Sie die Rechtsachse auf Vielfache der Standardabweichung (d. h. di-
vidieren Sie alle Werte durch o).

e Achtung! Im Histogramm wird die Wahrscheinlichkeit P(X = k) durch den Flachenin-
halt der zugehdérigen Saule dargestellt. Bei der letzten Transformation wird die Sau-
lenbreite von 1 auf 1/c reduziert. Was kénnen Sie tun, um den Flacheninhalt zu erhal-
ten?

o Vergleichen Sie das Ergebnis mit den anderen transformierten Binomialverteilungen
aus lhrer Gruppe.

e Zeichnen Sie die gauRsche Glockenkurve dazu.

5. Aufgabe: Berechnen Sie fiir die Binomialverteilung B(40; 0.25) die Wahrscheinlichkeit
P6<X<12):
e einmal direkt mit den TI-NSpire Befehlen fir Binomialverteilungen,
e einmal ndherungsweise mithilfe der Gaulfunktion.
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Wie erstellt man das Histogramm einer Binomialverteilung?

Wir zeigen dies am Beispiel n =60, p = 0,3.

In Lists & Spreadsheet wird eine Tabelle
der Binomialverteilung erstellt.

¥k bk
=szeqik k0,600 [=binompdfis0, 0.3, xk)
0] 50802210
1 1.30634e-8
2 1.85159-7
3 0000001
4 0000002
=) 0.00004

Zu der Wertetabelle wird ein Haufigkeitsplot
(Histogramm) gezeichnet.

Haufigkeitsliste:
Anzeige Ein

Abbruch

P | LT I ) |

S
=seqiM Haufig 3
Ciatenliste:
i

B |hk:=binompdli{60,0_3,xk]| KE

Der Rechner bildet dabei automatisch eige-
ne Klasseneinteilungen, d. h. er fasst meh-
rere k-Werte zusammen:

0.45

0.30
1 K

015 4
0.00 ’7

=1 T~ I T T T T T T T 1
05 10152025303?404550556065?0
X

0.45

0,30

0,00 .r!'\ﬂm”ﬂhh\

Deshalb missen noch in einem zweiten
Schritt die Histogramm-Eigenschaften ange-
passt werden:

R <suleneinstellungen

Ereite |1 |

Austichtung I -0.5| |

Abbruch

T T 1 T 1T T 1T T T T 1
05 101520253035404550556065?0
X

Breite = 1 bewirkt, dass fir jedes k eine eige-
ne Saule gezeichnet wird.

Ausrichtung = -0.5 bewirkt, dass die Saule
symmetrisch um den k-Wert auf der Rechts-
achse gezeichnet wird.

Jetzt sind nur noch die Fenstereinstellungen
entsprechend der Gré3e des Histogramms
vorzunehmen.

Anmerkung: In einem Histogramm entspricht
die Wahrscheinlichkeit fiir einen k-Bereich
dem Fldcheninhalt des zugehérigen Recht-
ecks. Nur wenn alle k-Bereiche gleich grol3e
Intervalle sind, sieht das Histogramm wie ein
Séulendiagramm aus.
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Ldsungen der 1. und 4. Aufgabe fiir zwei verschiedene n und p

n=60,p=0,3 n=50,p=0,7
n=np=18;0’=np(1-p)=12,6;6=3,55 p=np=35 6°=np(1-p)=10,5 0=~ 3,24

0.18 0.18 4

0.12] 3 0.12 9

0.06__ 0.06_-

0.00_ = e 0'00- I A S R R R B —
4] 4 g 12 18}{k 20 24 28 32 o 5 10 1% 20 EE 30 35 40 45

Wahrscheinlichkeit fur ein 1o-Intervall:
binomCdf(50, 0.7, 32, 38) = 0,720404

Wahrscheinlichkeit fur ein 1o-Intervall:
binomCdf(60, 0.3, 15, 21) = 0,676074

Standardisierung Standardisierung

1) Verschiebung um den Erwartungswert 1) Verschiebung um den Erwartungswert

sk .hk .}{l .bl 13 Ii‘ ik .bk .xl .bl .}{s ?
=geqik k.0 =hinompdf = seqil | - 1f=hinompd =seq(k k.J=hinompdf=seqg(l | -F=hinompdi = xlsic
015 .08022E.. 18|35 .08022E.. 017 . 17892E..| —35|7.17898E. 10k
1(1.30834E.., —17|1.30634E.., 118.37548E.., -34|3.37548€.| -10.2
2|1.65159¢E.., -1€|1.65153€E.. 2[4.78798E.., -33|4.78798€e. -10
3| 0.000001 =15 0.000001 3|1.78751E.. —32|1.78751E.| -9.8%
4| 0.000008 =14| 0.000008 414 2007E6E..| 21|14 .90076E..| -9.5€
S| 0.00004 13| 0.00004 = S(1.05203E.., -301.05203E.., -Q.EE
D | bl=binompdi{50,0 3 3+ 18] KE ¢ | xt=seq(t2,35,15) E
0.18 0.18 4
012 5 A 0.12 4 k
0.06 0.08
0.00 L v I I I | I (.00 T ol T T T T T
-1z -8 -4 0l 4 =] 12 -12 -8 -4 Ol 4 B 12
X X

2) Transformation der Rechtsachse auf Vielfache von ¢

alle xI- Werte werden durch ¢ (gespeichert als sig) dividiert, dadurch werden aber auch die
Saulenbreiten auf 1/c reduziert. Um den Fldcheninhalt einer Sdule zu erhalten, muss die
Héhe mit ¢ multipliziert werden.
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.xl .bl .}{5 .bs % .xl .bl .}{5 .bs A
ompdfl=seqil. L -1|=binompdf = xlrsig =hl*sig ompdfl=seql | —2{=hinompdf=xlsig =hl*sig
022E... -18/5.08022€6..| -5.07003(1 BOI3E-., 599E... -35(7.17898€..| ~10.8012[2 32628€..,
G34E... -17|1.30634€..| -4.78521 |4 63705, 549E... -34|8 375486, ~10 49262 71396E..,
159E... -16(1 65159, | ~4.5074% (5 BE25EE. | 7SE... -33|4. 787986, -10.184[1.55148¢..,
0001 -15| 0.000001| ~4.22577| 0.000005 7S1E... -32|1.78751€..| ~9.87541(5 78226,
Q00S -14| 0.000008| -3 94405 0.00003 O76E... -31|4.90076€..| ~9.56681(1 .52803¢. .,
0004 ~13| 0.00004| -3.66234 0.000142|L 203E... "30[1.05203e.| ~9.25623.40897¢.L
7 | bs:=bL-sig [¢]» F | bs:=busig [¢]»
Die grafischen Darstellungen der beiden Bi-
nomialverteilungen unterscheiden sich prak-
ellungen . .
: tisch nicht mehr.
0.0 T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 & 8 10 12
]
0.45 h 0.45 Rk
0.30 0.30
015 4 0.15 4
0.00 1 T 1 T 1 T 1 0.00 1 1 T T T 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 -3 -2 -1 0o 1 2 3
] ]
mit gauldscher Glockenkurve mit gauldscher Glockenkurve
1 i f3lx) .= philx
045 | sz - phiI:x:I 045 | ( :l P ( )
] 7’ ] N
.30 .30
] k ]
015 4 .15 4
0.00 1 T 1 T 1 T 1 000 1 1 I I ] 1 |
-3 -2 -1 0o 1 2 3 -3 -2 1 0o 1 2 3
] ]
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Ergebnis:

In beiden Fallen (und auch in den meisten anderen, die sich die Lernenden evtl. noch lber-
legt haben) wird das Histogramm der standardisierten Binomialverteilung gut durch die Fl&-
che unter der Gaulkurve abgedeckt.

zu Aufgabe 5:
Berechnen Sie flr die Binomialverteilung B(40; 0.25) die Wahrscheinlichkeit P(6 < X < 12).

e L&sung durch direkte Eingabe im Calculator: binomCdf (40, 0.25,6,12) = 0,777592

e ndherungsweise mithilfe der Gaul3¢funktion:

Wie oben wird die Binomialverteilung zunachst standardisiert. Der Erwartungswert ist hier
=40 0.25 = 10 und fur die Standardabweichung gilt: ¢°=p (1-p)=100.75=7.5, also
c =~ 2.73861.

Die Werte 6 und 12 der Zufallsvariablen X werden transformiert in die Werte der standardi-
sierten Zufallsvariablen X* = (X — u)/c :

6*=(6-10)/2.73861 = -1.46059 und
12*=(12-10)/ 2.73861 = 0.730297

In der urspriinglichen Verteilung entspricht die Wahrscheinlichkeit P(X = k) dem Flachenin-
halt der Saule bei k. Durch die Standardisierung wird diese Sdule verschoben, in x-Richtung
gestaucht und in y-Richtung gestreckt (um den Flacheninhalt zu erhalten).

Die Summation Uber die Fladcheninhalte der 6*-, 7*- ..., 12*-S&ulen kann jetzt ersetzt werden
durch eine Integration der GauRfunktion. Wenn man es genau nimmt, sind die Integrati-
onsgrenzen aber nicht 6* = -1.46059 und 12* = 0.730297, sondern man muss den unteren
Rand der 6*-Saule und den oberen Rand der 12*-Saule wahlen.

In der Regel werden die Saulen symmetrisch um die k- bzw. k*-Werte gezeichnet.

Da die Breite der transformierten Saulen 1/c betragt, muss man von 6* noch 0,5/ subtrahie-
ren (ergibt -1.64317 ) und zu 12* noch 0,5/c addieren (ergibt 0.912871). Die Gaulfunktion
wird dann zwischen diesen beiden Grenzen integriert (integrieren algebraisch):

]

—1.6431676725156 s ug -1 .64217 []
12—10+ 0.5 0212871

\II?.S -.IIT.S
0.91287092917529 -0z 0912871
og 0. 78%171
(philx)) ax

ug I

| ~

29599
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Die Aufgabe fuhrt an einem konkreten Beispiel direkt von der Binomialverteilung zur Nahe-
rungsformel von de Moivre-Laplace. Wichtig ist dabei, dass sich der Flacheninhalt eines
Rechtecks des Histogramms unter den Transformationen nicht andern darf, da auch die zu-
gehdérige Wahrscheinlichkeit gleich bleibt.

Es wird davon ausgegangen, dass die Schiilerinnen und Schiler das Erstellen von Histo-
grammen in der Regel schon im vorhergehenden Unterricht iber Binomialverteilungen er-
lernt haben. Ggf. ist zu wiederholen, dass die Sduleneinstellungen nachkorrigiert werden
mussen.

Die Tatsache, dass die Standardisierung (fast) alle Binomialverteilungen unter die Glocken-
kurve bringt, ist fir die Schilerinnen und Schiiler iberraschend. Deshalb sollte man auch mit
mdglichst vielen verschiedenen Binomialverteilungen parallel arbeiten.

Unterrichtsmethodisch bieten sich hier kooperative Lernarrangements an, in denen jeder
seinen Teil zu diesem gemeinsamen Erlebnis beitragen kann. Gut geeignet ist ein Gruppen-
puzzle: Die Expertengruppen von 2-3 Lernenden arbeiten jeweils mit der gleichen Binomial-
verteilung und kénnen sich so im Prozess der Standardisierung gegenseitig unterstitzen.
Der Vergleich der unterschiedlichen Verteilungen erfolgt dann in den gréReren Stammgrup-
pen.

Im Anschluss zur 5. Aufgabe kann das Vorgehen verallgemeinert und so die Naherungsfor-
mel von de Moivre-Laplace formuliert werden. Daran anknlpfend kann die Normalverteilung
definiert werden.

Uber die in der Integralrechnung erarbeitete Methode, Summen durch Integrale anzunéhern,
gewinnt man hier in der Stochastik mit der Normalverteilung ein neues Modell, das sich Gber
(fast) alle Binomialverteilungen stllpen I&sst.

Die Lernenden sollten noch die Parameter von Aufgabe 5 variieren, um herauszufinden, in
welchen Fallen die Naherung gut und in welchen sie weniger gut ist.

Hinweis:

Hilfen, um Binomialverteilungen mit Data & Statistics darzustellen, erhalten Sie hier:
Minute-Made-Math von Hubert Langlotz und Wilfried Zappe:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net/index.php?id=1&detail=944
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