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Das Thema Armut ist nicht nur deswegen zurzeit in den Medien sehr prasent.
Dabei wird mit Zahlen jongliert, die fur den Laien kaum verstandlich oder auf die
eigene Person bezogen werden konnen: ,,Wer weniger als 856 € monatlich zur
Verfugung hat gilt als Armutsgefahrdet!” Bedeutet das auch, dass ein Ehepaar
mit 3 jungen Kindern bei einem Monatseinkommen von rund 4000 € ebenfalls
armutsgefahrdet ist?

Zur Berechnung des zu Grunde gelegten Einkommens sowie der Armutsgrenze
werden Konventionen angewendet, die sich nur mittelbar erschlief3en. Die Aus-
einandersetzung mit diesen Konventionen liefert mathematikhaltige Fragestel-
lungen fur den Unterricht in der Sekundarstufe I, von denen einige in diesem
Beitrag vorgestellt werden.

Wie berechnet man einen fairen Einkommens-Kennwert?

Die folgenden Ausfuhrungen skizzieren ein mogliches
Vorgehen im Unterricht, das die Schilerinnen und Schuler
fir die generelle Problematik personenbezogener
Kennwerte sensibilisiert.
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Ihre Erfahrung. Unsere Technologie. Mehr Lernerfolg.




Frau Ritschke ist alleinstehend und verdient monatlich rund
2.500 €. Frau und Herr Kilian leben zusammen mit ihrem 3-jah-
rigen Sohn Martin in einem Haushalt. Arbeiten geht nur Frau
Kilian; sie verdient monatlich rund 4.500 €. Die beiden Haushal-
te sollen miteinander verglichen werden. Wer kann sich einen
hoheren Lebensstandard erlauben — wie kdnnte man einen fai-
ren, personenbezogenen Einkommens-Kennwert berechnen?

Im Schnitt steht jedem Mitglied von Familie Kilian 1.500 € zur
Verfligung. Das ist weniger als Frau Ritschke einnimmt. Trotz-
dem kann der Lebensstandard von Familie Kilian besser sein:
Wahrend Frau Ritschke eine eigene Wohnung hat, teilt sich
Familie Kilian eine Wohnung, was in der Regel pro Person glins-
tiger ist. Den Schlerinnen und Schilern werden schnell weitere
Synergien von Gemeinschaftshaushalten auffallen, die in einer
Berechnung bertcksichtigt werden mussten. Das Durchschnitts-
einkommen allein ist deswegen ein schlechter Kennwert.

Bei der Berechnung von Haushaltseinkommen — sogenannten
Aquivalenzeinkommen, die zum Vergleich genutzt werden —
wird tatsachlich auch anders vorgegangen: Nach der aktuellen
OECD-Skala geht der Hauptbezieher des Einkommens mit dem
Faktor 1,0 in die Gewichtung ein, alle anderen Mitglieder der
Bedarfsgemeinschaft tber 14 Jahre mit 0,5 und alle anderen
mit 0,3.

Fur Familie Kilian ergibt sich entsprechend ein Faktor von
1+0,5+0,3=1,8. Das zugehdrige Aquivalenzeinkommen betragt
damit 4.500 € : 1,8 = 2.500 €. Gemal dieses Modells waren die
beiden Haushalte bezuglich ihres Einkommens gut miteinander
vergleichbar.

Um zu verstehen, wie sich der Faktor zur Berechnung des Aqui-
valenzeinkommens auswirkt, sollten Schulerinnen und Schiiler
Gelegenheit erhalten mit den Werten zu spielen. Das kann man
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Liebe Lehrerinnen und Lehrer,

gegenwartig beobachten wir einen Wettbewerb der unterschiedlichsten Technologien um ihren Platz im Klassenzimmer. Das Schulernote-
book scheint aller Bemuhungen zum Trotz entweder noch nicht gefunden oder nicht zu existieren. Es stellt sich die Frage, ob die Entwick-
lung auf das eine universelle elektronische Endgerat in der Hand der Schiilerinnen und Schiler hinauslaufen wird, sei es Notebook, Net-
book, SmartPhone, eBook oder ob sich auf bestimmte Fachgebiete oder Einsatzszenarien optimierte Medien wie elektronische Worter-
biicher, mathematische Taschencomputer bzw. deren jeweilige Weiterentwicklungen durchsetzen werden. Wir sind der Uberzeugung,
dass die Zukunft den fachoptimierten Losungen gehort.

Die Befurworter eines universell fiir alle Facher einsetzbaren Endgerats pladieren fiir Gerate, die der Schuler ohnehin aus seinem Alltag
kennt und sie entsprechend nutzt, wie den Computer oder das Mobiltelefon. Man spricht viel Gber die Werkzeugkiste, zuwenig jedoch
Uber die Werkzeuge selbst und deren Zusammenspiel. Spezialwerkzeuge werden gern als fachspezifische Insellosung abgetan. Chancen
einer Spezialisierung und Differenzierung in einem Fachgebiet scheinen mitunter unerwinscht. Nicht selten wird derart engagierten
Lehrern von Seiten der Kollegen die Innensicht aus dem lebensfernen Elfenbeinturm unterstellt.

Doch das ist falsch. Werkzeugkompetenz bei Schulerinnen und Schilern muss mehr sein, als mit einer Suchmaschine im Internet umgehen
zu konnen oder spezielle Apps zu bestimmten Zwecken herunterzuladen. Werkzeugkompetenz hei®t eben auch, sich flir ein angemessenes
Werkzeug zwischen Alternativen begriindet entscheiden zu konnen. Und das setzt voraus, sich in einem Fachgebiet versiert zu bewegen.

Fachoptimierte Werkzeuge integrieren fachspezifische Anforderungen hinsichtlich Ausstattung, unterrichtlichen Einsatzszenarien und
Prafungsanforderungen. Sie sind eingebettet in ein Unterstitzungsangebot wie Unterrichtsmaterial und Lehrerfortbildung. Damit wird
Lernerfolg nachweislich erreicht, wie wir aus zahlreichen Studien wissen. Aus diesen Griinden werden diese Werkzeuge einen breiten
Raum im Klassenzimmer der Zukunft einnehmen.*

Lassen Sie sich in dieser Ausgabe der TI-Nachrichten fiir Ihren eigenen Unterricht inspirieren.

Ihr TI-Team

*Kurzfassung Artikel: S. Griebel ,,Fachoptimierte Werkzeuge als Technologie im Klassenzimmer der Zukunft”. Download unter: www.ti-unterrichtsmaterialien.net.




z. B. mit Interactive-Notes realisieren, das in der Version [ - mﬂ
TI-Nspire™ CAS 2.0 enthalten ist. 1ajrzp Einkommensh w
) Der Familie (erw » 2.00 Erwachsene und a:
‘| 111121 Einkommensh w a8 |k 2. 00Kinder) stehen e » 7250.00 Euro
e:=4500 4500 A zur Verfagung.
erw.=2 2 Ihr Aquivalenzeinkommen betragt
k=1 1 e
» 2500.00Euro.
I I 1+(erw-1)-0.5+ki-0.3 L
—
e =7.2e3 : -
erw =3 4 |ki =3 4L
L1 1 1 '14 ? W
@ Abb. 3
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Das Fenster wird geteilt und die Applikation Graphs eingefligt.

Abb. 1

Im ersten Schritt werden im Calculator die notwendigen Varia-
blen definiert.

fim L

Der Familie (erw » 2 Erwachsene und ki » 1

Kinder) stehen e » 4500 Euro zur Verfugung.

1.2 1> Einkommensh w

Ihr Aquivalenzeinkommen betragt

e

+ 2500. Euro)|
1+(erw—-1)-0.5+ki-0.3 )

Abb. 2

In der Applikation Notes wird der Kennwert berechnet. Im
Unterricht bietet es sich an, die Schulerinnen und Schiler selbst
die Formel finden zu lassen. Das fallt — erfahrungsgemafR — auch
Schilerinnen und Schilern der hoheren Klassen nicht beson-
ders leicht. Werden nun die Werte der Variablen verandert, wird
auch die Rechnung angepasst. Diese Realisation ist ,,zum Spie-
len” jedoch nur maRig geeignet. Besonders gut geeignet
erscheint mir die folgende Losung:

Informieren Sie sich auf den TI-Webseiten {iber Unterstiitzungs-
programme zur Abfederung sozialer Hartefalle oder schreiben
Sie eine E-Mail an das TI-Schulberater-Team:
schulberater-team@ti.com.

Hier konnen Schieberegler erstellt und mit den Variablen belegt
werden. So lassen sich die Werte leicht verandern. Der
Screenshot in Abb.3 zeigt eine Rechnung fiir eine 6-kopfige
Familie (z. B. GroRvater, Mutter, Vater und 3 Kinder unter 14).
Hier ergibt sich der Faktor:
1+05+05+03+03+03=29

Auch dieser Haushalt ware entsprechend vergleichbar mit
unseren beiden Musterhaushalten. Eine mogliche interessante
Fragestellung ware nun, wie viel man denn mehr verdienen
musste, wenn eine Familie Zuwachs bekommt, um den Stan-
dard zu halten (immer unter der Annahme, dass das gewahlte
OECD-Modell giiltig ist).

(1| 1.1 112 |» *Einkommensh w 'ﬁﬂ

£:=4500 4500 5
erw.=2 2
k=1 1

solve( il =2500,eink
1+(2-1)-0.54x-0.3

eink=750.00-(x+5.00)

| N |

MM
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Abb. 4

In der hier dargestellten Uberlegung wurde von einer Familie
mit 2 Erwachsenen und x Kindern unter 14 Jahren ausgegan-
gen, deren Aquivalenzeinkommen ebenfalls 2.500 € betragt.
Lost man die entwickelte Gleichung nach dem Einkommen auf
ergibt sich eine lineare Abhangigkeit bzgl. der Anzahl der Kin-
der. Nach diesem Modell miisste man fur den Standarderhalt



fir jedes weitere Kind sein Einkommen um 750 € steigern,
wenn man zu zweit 3750 € verdient.

Wie jedes Modell lasst sich auch dieses ad absurdum flihren.
Eine gute Gelegenheit zur Modellkritik, die bei dem vorgestell-
ten Verfahren auch gut im Internet recherchiert werden kann.

Armutsgefahrdung definieren

Die zurzeit gultige Definition ist, dass die Personen eines Hau-
haltes, der Gber weniger als 60 % des mittleren (also des Medi-
an) Aquivalenzeinkommens verfiigt, armutsgefahrdet sind.

Diese Definition so einfach mitzuteilen nimmt den Schiilerinnen
und Schilern jedoch Lernchancen. In der Presse wird immer
wieder von 60 % des Durchschnittseinkommens gesprochen,
was einerseits auf eine falsche Fahrte fuhrt, andererseits aber
Lernchancen beinhaltet. Im Folgenden wird — um die Darstellung
Ubersichtlich zu halten — von der o.g. Definition ausgegangen.

Gute unterrichtliche Erfahrungen habe ich mit dem folgenden
kleinen Experiment gemacht: Man druckt (oder schreibt) ver-
schiedene Monatseinkommen auf rund 200 Zettel und lasst die
Schulerinnen und Schiiler dann jeweils einen Zettel ziehen. Die
Idee ist, dass jeder die Person eines Haushalts mit dem entspre-
chenden Aquivalenzeinkommen reprasentiert und die Klasse
eine abgeschlossene Gemeinschaft bildet.

il
{1+ o
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_——] 4000 8000 1200(
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inlei » 1100 =
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Abb. b

mean(eink) » 3450

median(eink) » 2700

0.6-median(eink) » 1620.00

4

Die gezogenen Werte werden in einer Tabellenkalkulation
erfasst. In Abb. 5 ist eine Losung dargestellt, bei der die wach-
sende Urmenge direkt bei der Eingabe mit Hilfe eines Boxplots
visualisiert wird. Dieses Bild wird mit jedem Wert ruhiger. Im
unteren Fenster werden in Notes Kennwerte berechnet. Wie
man hier sieht gibt es unter den Daten einen Ausreier mit
einem Einkommen von 12.000 €. Median und Mittelwert wei-
chen deswegen voneinander ab. Hat man nur wenige solcher
hohen Einkommen in der Ziehung wird sich mit Blick auf eine
Klasse Median und Mittelwert angleichen. Egal ob man vom

Mittelwert oder vom Median ausgeht: Ein Teil (<50 %) der Klas-
se wird in dieser Simulation als armutsgefahrdet eingestuft.

Nun teilt man mit, dass ein Top-Verdiener zu der Gruppe stof3t
(Monatseinkommen 10.000.000 € - das ist ungefahr die Gro-
Renordnung von Tiger Woods aber weit entfernt von Bill Gates).

4/1.1 1.2 2.1 |» *Einkommensh w ﬂﬂ
. @« |
eink I:I:I o
—— || 4000 8000  1200¢
1500'00 s - B Wj
—— min(emk) » 800.00
2300.00
max(eink) » 1000000000
0000000...
10000000 mean(eink) » 373451.85
median(eink) + 2000.00
~
A27 | 10000 0‘6'median(eirlk) » 1200.00
Abb. 6

Mit einem Schlag ware die gesamte Klasse armutsgefahrdet,
wenn man den Mittelwert zu Grund legen wirde. Der Median
bleibt auch bei diesem extremen Ausrei3er recht stabil.

Verstehen, liber was
in der Politik diskutiert wird

Das Goethe-Institut schreibt: ,,Aber was heif3t Uberhaupt arm?
Die amtliche Definition erfasst alle Deutschen, die mit weniger
als 60 Prozent des mittleren Nettoeinkommens der Gesamtbe-
volkerung auskommen miussen. Gemeint ist nicht das durch-
schnittliche Nettoeinkommen; das mittlere beruht auf einer
komplizierten Berechnung. Die Tlcken der Statistik zeigt ein
Beispiel: Wenn Bill Gates und 50 weitere Milliardare nach
Deutschland einwandern, steigt das durchschnittliche Nettoein-
kommen und es werden statistisch mehr Deutsche arm -
obwohl sie genauso viel Geld haben wie vorher und sich genau-
so viel davon kaufen konnen.”
(http://www.goethe.de/ges/soz/soz/de3596205.htm)

Diese und ahnliche Argumente findet man in zahlreichen Inter-
netforen. Sich davon nicht mitreiRen zu lassen, sondern die
Definition zu recherchieren, zu verstehen und so zu wissen, Uber
was in der Politik diskutiert wird ist ein erstrebenswertes Resul-
tat des Unterrichts, um Schulerinnen und Schiler auf ihr mindi-
ges Leben in einer komplexen Gesellschaft vorzubereiten.

Autor:
Dr. Andreas Pallack, Soest (D)
andreas@pallack.de



Einflihrung in die Analysis

Giinter Heitmeyer

Vorbemerkung

Mit der Reduzierung der Schulzeit auf 12 Jahre bis zum
Abitur kommt der Klassenstufe 10 eine zentrale Stellung zwi-
schen Mittel- und Oberstufe zu. Das verlangt, insbesondere in
der Analysis, eine Konzentration auf die Kernideen.

Ein Zugang kann Schilerinnen und Schulern tUber die mittlere
und lokale Anderungsrate eréffnet werden, wie bspw. im nie-
dersachsischen Kerncurriculum vorgegeben. Aus der Beschrei-
bung und Interpretation mittlerer Anderungsraten und Sekan-
tensteigungen in funktionalen Zusammenhangen erwachst ein
Verstandnis zentraler Zusammenhange.

Bevor im Unterricht mit Anderungsraten bei Funktionen mit
zusammenhangendem Definitionsbereich und gegebener Funk-
tionsgleichung gearbeitet wird, sollte man sich vorher mit dis-
kreten Messreihen, die zu Listen zusammengefasst werden,
befassen. Zum Beispiel lasst sich dabei der Begriff der durch-
schnittlichen Anderungsrate (z.B. als Durchschnittsgeschwin-
digkeit) erarbeiten. Eine Anpassung der Messdaten an einen
konkreten Funktionstyp (bspw. mittels Regression) konnte
dann als Uberleitung auf die nachfolgend beschriebenen Prob-
lemstellungen dienen.

Approximation von Ableitungen durch
Sekantensteigungsfunktionen

(1) Die Anderungsratenfunktion zu einer gegebenen Funktions-
gleichung soll in Abhangigkeit von der Schrittweite h ermittelt
werden. Durch Wahl ,kleiner” Werte fir h wird ein Verstand-
nis fir die Ableitungsfunktion vorbereitet.

(2) Zusammenhinge zwischen den Grafen der Anderungsraten-
funktion und der gegebenen Ausgangsfunktion kénnen schon
erkannt werden, wenn h ,sehr klein” gewahlt wird.

Aufgabenstellung

Die Flughohe eines Flugkorpers werde in Abhangigkeit von der
Zeit beschrieben durch die Funktionsgleichung (f(t) in km, t in
Minuten):
f(t):it3—£t2+3t+4—3 mit 0<t<30
320 10 20

a) Stelle die Funktion grafisch dar.

b) Bestimme die Anderungsratenfunktion mit einer variablen
Zeitspanne h fiir die zu bestimmenden Anderungsraten.
Vergleiche den zugehorigen Grafen fur h=0,01 mit dem
aus Teil a) und beschreibe die Zusammenhange.

c) Ermittle tabellarisch Werte fiir die Anderungsratenfunktion
in Abhangigkeit von h. Die t-Werte in der Tabelle sollen
einen Abstand von 0,5 Einheiten haben. Bestimme aus
diesen Werten fir h = 0,01 durch geeignete Regression
eine Naherung und vergleiche das Ergebnis mit der gegebe-
nen Funktionsgleichung.

Weiterer moglicher Zusatz

d) Versuche am Beispiel der gegebenen Funktion Zusammen-
hange darzustellen zwischen den Sekantensteigungen
(durchschnittliche Anderungsraten) und den Tangentenstei-
gungen (lokale Anderungsraten).

Verwendung des TI-Nspire™ mit und ohne CAS

Der TI-Nspire™ bietet die Moglichkeit, innerhalb eines Doku-
mentes Probleme als Ganzes abzuspeichern. Terme und Funkti-
onen koénnen auf einer , Calculator” Seite dargestellt werden,
dazu kommt eine Grafikseite und ein Tabellenblatt, eventuell
noch eine Textseite fur Aufgabenstellungen und Hinweise.
Namen von Variablen gelten im Regelfall nur lokal innerhalb
eines Problems. Losungen gehen bei geschickter Dokumenten-
struktur nicht verloren, erarbeitete Losungen lassen sich nach-
traglich erweitern. Die Dokumente konnen auch mit der ent-
sprechenden TI-Nspire™ Computerversion als Ganzes bearbei-
tet und gespeichert werden. Die hier gegebenen Losungshin-
weise berlicksichtigen diese Organisationsstruktur.

Das nachfolgende Beispiel ist auch mit der ,NON CAS" Version
des TI-Nspire™ zu bearbeiten, es fehlt dann allerdings die alge-
braische Darstellung der Ableitungs- und Sekantensteigungs-
funktionen, die sich aber durch die entsprechenden numeri-
schen Befehle ersetzen lassen. Terme und Funktionen mit
mehreren Parametern sind auch bei den TI-Nspire™ Grafikrech-
nern definierbar und konnen fur konkrete Werte aufgerufen
werden. Damit sind sie Uber Tabellen zu bearbeiten (,,variabel”
zu tabellieren).

Losungshinweise zu Teil a) und b)

{22525 =.1 "BOG APPRX REELL

Die Flughdhe eines Flugkérpers werde
beschrieben in Abhangigkeit von der Zeit
durch die folgende Funktionsgleichung:

|

(/) e R Lo e 0 Sr<30
640 320 10 20

f in km, £in Minuten

a) Stelle die Funktion grafisch dar. <

Abb.1: ,Notes” Seite mit der Aufgabenstellung (9gf. kopiert aus der Textverarbeitung)
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Abb. 3:  Grafikseite im Spurmodus ,,simultan”

Abb. 4

Die Extremstellen (hier zum Hoch- und Tiefpunkt) liegen in der
Nahe der Nullstellen der Anderungsratenfunktion. Hier kénnen
erste Zusammenhange zwischen Ableitungsgraf, angenahert
durch die Anderungsratenfunktion mit kleiner Schrittweite
(h=0,01), und der Ausgangsfunktion erkannt werden.

Losungshinweis zu Teil ¢):

expand(m(l,o.t)l))
0.004688-!2 -0.093703+#+0.299531

A20) 11.15
0.01 -4 0.01 ||
e

15/99 ]

Abb. 6: h = 0.01 gesetzt.

(Noch) mehr Leistung fiir lhren Rechner -
mit dem aktuellen Betriebssystem

Aktualisieren Sie Ihren Rechner mit der neuesten Version des Betriebssystems. Nutzen Sie die
kostenlose Upgrade-Mdoglichkeit auf den TI-Webseiten im Bereich ,Downloads”.

Graphikrechnermodell Aktuelle Betriebssystem-Version
TI-83 Plus 1.19

TI-84 Plus/TI-84 Plus Silver Edition 2.53 MP — NEU!

TI-89 Titanium 3.10

Voyage™ 200 3.10

TI-Nspire™ 2.0 - NEU!

TI-Nspire™ CAS 2.0 - NEU!




Werte flr drei Sekantensteigungsfunktionen werden nachfol-
gend auf dem Tabellenblatt berechnet.

Der Term zu ,abl(x)” wurde mittels Regression aus den Listen
xI und vyl (vgl. Abb. 6 oben) ermittelt. ,abl(x)” und die exakte
Ableitung liegen ,,nahe” beieinander (vgl. Werte in der Tabelle).

X Ey Bye By E
=m&L'h) [=m(xLCh)/10)|=m(x|'h/100) Die App_roximation kann_man ver.bes_sern, wenn man fir die
Regression anstelle der Liste yl die Listen yl2 oder yI3 aus-
0.299531 0.299953 0.299995 wihlt.
0.5] 0.253852 0.254252 0.254292
1.[0210516| 0210895  0.210933 Losungshinweis zu Teil d)
1.5| 0.169524 0.169882 0.169918 Zunachst wird der ,Ausgangspunkt” A auf dem Grafen von f
einer Sekante gewahlt. Die Angabe der Abszisse dieses Punktes
2.| 0.130875 0131213 0.131246 und die Sekantensteigungen aller Sekanten durch A werden
2.5 0.09457 0.094887 0.094918 abhangig von der Schrittweite h berechnet:
3.| 0.06061 0.060905 0.060934
25l anosaanl  nooaosal  nnoazas ) ﬂ 3.2 ﬁ BOG APPRX REELL 7]
Abb. 6 l~
ml20,1) 0.300469 17
Abb. 6 zeigt die Sekantensteigungen in 3 GroRenordnungen, -
namlich mit h = 0,01 fiir h, /10 und h/100. Dargestelitistein | DelVar & Fertig
Ausschnitt der Tabelle (Computer-Normalansicht), die xI - Liste ( ) >
reicht bis x = 30, m\20,k 0.001563-(1: +30.-h+192.)
Ik T: Ationen e @ L2k w8 : ( )
fsg i?gr:bra : ¥ | Lheaﬂe Reg-tssbn (a+bx) N o hm m(zo'h) 0'3
:‘ %ﬁ:ﬁé‘ s T memm '::-53.9) ‘ h=0
£47: Matrix uf2: Statistikergebnisse Regression visrter rdnung  [o0 |
P e ] gc"’" e i |m{200) undef
i Q.Fummn;bisteqlopemﬂonen K &Log;cﬂh'rlsche Igtcrﬂs-oﬂ )
%!ELS: K:gﬁggﬂaaﬂe._ i C: Sinust Regression e... )
|7: Statistische Tests... W D:Logistische Regression (0'0} I ]
0,014 T E:Logistischie Regr (d#0) g k v
™ F: Lincare w:lrtx'rwtsshn
A 15789 GiHome atonsmatrix 79 20{99
Abb. 7 Abb. 8: Quadratische Regression
Abb. 10
p
‘QuadReg xi,yi, 1: CopyVar stat.RegEgn,abl. s In der Abb.10 werden die Méglichkeiten des CAS gezeigt fir
: . : den Punkt des Grafen mit der Abszisse 20. Fur die Sekantenstei-
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Abb. 9: Quadratische Regression
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Die grafischen Darstellungen belegen die ,Calculator” Ergeb-
nisse oben. Die Tangentensteigung ist als ,Lickenwert” an der
Stelle 0 im Spurmodus gut zu veranschaulichen. Bei Verwen-
dung des TI-Nspire™ in der GTR-Version (NON CAS) sind die
grafischen Moglichkeiten in d) ebenfalls umsetzbar.

Uberholvorgang bei zwei Radfahrern

Hier geht es um ein ,einfaches” Beispiel, bei dem ein Ruck-
schluss von der Ableitung (lokale Anderungsratenfunktion) auf
die Ausgangsfunktion erfolgt. Es handelt sich um eine offene
Aufgabenstellung fur den Unterricht.

Aufgabenstellung

Ein Radfahrer A fahrt mit gleichbleibender Geschwindigkeit
von 5 m/sec. Radfahrer B startet zum Zeitpunkt 0 sec und
versucht, den vor ihm fahrenden Radfahrer zu Uberholen. Dabei
beschleunigt er in 4 sec von 0 m/sec auf 7 m/sec. Die

Geschwindigkeits-Zeitfunktion fiir den ersten Abschnitt bis 4
sec werde definiert durch die Gleichung

Danach fahrt er konstant 7 m/sec.

Losungshinweise

Zunachst werden drei Seiten angelegt: ,Notes” mit dem Aufga-
bentext (Seite 1.1 — ahnlich wie in Abb.1), , Calculator” und
.Graphs...”.

Die gesamte Geschwindigkeitsfunktion fir Radfahrer B wird
nun dargestellt:
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Die Abbildungen 15 - 18 zeigen die Definitionen zu den beiden
Geschwindigkeitsfunktionen.
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Abb. 20:  Die Graphik wird erzeugt.
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Abb. 22 zeigt die beiden Geschwindigkeitsgraphen, Abb. 23
den Wertevergleich mit ,,gemeinsamer” Spur. Der absolute
Zuwachs an Weg, beginnend bei x = 0 (entspricht t = 0) bis
zur Senkrechten mit den beiden Spurpunkten und dem zugeho-
rigen x - Achsendurchgang, ist aus den angezeigten Werten zu
berechnen:

Radfahrer A: 1,8 -5 =9 (Rechteckflacheninhalt)

Radfahrer B: 0,5-1,8 - 3,15 = 2,835 (Dreiecksflacheninhalt)

Zum Zeitpunkt des Schnittpunktes haben beide Radfahrer die
gleiche Geschwindigkeit, danach ist B schneller. Aus diesen
Uberlegungen lasst sich die zuriickgelegte Wegstrecke der bei-
den Radfahrer bestimmen:
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Abb. 24

Der Abbildung 24 ist zu entnehmen: Das rechtwinklige Dreieck
hat den Flacheninhalt 14 (siehe angezeigte Punktkoordinaten
bei f2).
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Fur Radfahrer B setzt sich die zurtckgelegte Weglange fur
X =4 aus einem Dreieck vom Flacheninhalt 14 und einem sich
verandernden Rechteckflacheninhalt mit der einen Kantenlan-
ge: t-4.

Daraus ergeben sich die folgenden Weg-Zeit-Funktionen:
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Abb. 26
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Abb. 27:  Alle 4 Grafen (gednderte Fenstereinstellungen)
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Abb. 31: TI-Nspire™ als GTR-Version (NON CAS)

Beim GTR TI-Nspire™ kann mit ,nsolve” gearbeitet werden,
alternativ lasst sich der Schnittpunkt graphisch bestimmen.
Nach 7 Sekunden wird Radfahrer A eingeholt!

Die Gesamtgrafen wurden mit Hilfe abschnittsweise definierter
Funktionen dargestellt. Die Zeit-Weg-Funktionen wurden aus
ihren Ableitungen (lokalen Anderungsraten) ermittelt, der
Grundgedanke in der spater zu behandelnden Integralrech-
nung. Das geht hier deshalb, weil die Bewegung des Radfahrers
B auf dem 1. Teilstlick gleichmaf3ig beschleunigt erfolgt und
damit die Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen Anfangs-
und Endwert der Geschwindigkeit eines Teilstlicks durch Mit-
telwertbildung zu finden ist, was mathematisch dem Flachenin-
halt eines rechtwinkligen Dreiecks entspricht (sieche Abb. 25).

( Autor:

Gunter Heitmeyer, Stadthagen (D)
guenter.heitmeyer@t-online.de

Anmerkung der Redaktion

Die vorgestellten Aufgaben wurden fur Lehrerfortbildungen
zusammengestellt. Weitere Beispiele hat der Autor im Tagungs-
band zur ,Sharing Inspiration 2009”, der TI-Nspire™ Tagung
von T2 im Nov. 2009 in Frankfurt, veroffentlicht.



Modellierung durch Funktionsanpassung -
Regression oder Schieberegler?

Dr. Karl-Heinz Keunecke, Angelika Reil3

Einfiihrung

Das Modellieren von Prozessen durch mathematische
Funktionen ist ein wichtiger Bestandteil des heutigen Mathe-
matik- und Physikunterrichtes. Dazu stehen haufig Daten in
Form einer Tabelle als Basis fiur solche Untersuchungen zur
Verfligung. Um diese Daten durch eine Funktion zu beschrei-
ben, gibt es mehrere Moglichkeiten. So bieten graphische
Taschenrechner und Taschencomputer mit CAS Regressions-
verfahren fur eine groRe Anzahl von Funktionsklassen an. Der
TI-Nspire™ verfligt Uber eine zusatzliche Alternative, die Schie-
beregler. Damit lassen sich die Parameter vorgegebener Funk-
tionstypen so einstellen, dass sie gegebene Daten maoglich gut
beschreiben. Einige Funktionen lassen sich auch manuell durch
Ziehen mit der Greifhand an Daten anpassen.

—Vanabl, Statistic
2: T o—Variable Statlstlcs
3: Linear RegFession (mx+b)
4: Linear Regression (a+bx)
5: Median—-Median Line

tions...

ntervals...

>
»
»
»
30.0489
30.2888
[a
)

A:Exponential Regression

B:Logarithmic Regression

C:Sinusoidal Regression

D:Logistic Regression (d=0)
4

30.4169

Abb.1: Funktionsklassen fiir Regressionen

Bei allen Verfahren ist es notwendig, dass die Schulerinnen und
Schuler Kenntnisse Uber die Funktionsklassen (Abb.1) haben,
die von den Rechnern fur die Approximation angeboten werden
bzw. um einen Funktionstyp auszuwahlen, bei dem dann die
Parameter mit dem Schieberegler variiert werden sollen.

Die Schulerinnen und Schiuler sollten bereits aus dem Graphen
erkennen konnen, welcher Klasse die zugehorige Funktion
angehoren konnte. Auch aus der Wertetabelle konnen Kennt-
nisse Uber den Funktionstyp gewonnen werden, indem
die Zusammenhange bei den jeweiligen Punktepaaren unter-
sucht werden. Bei der Arbeit mit Schiebereglern muss zusatz-
lich erkannt werden, welche Parameter variabel sein muissen
und in welchem Zahlbereich die Parameter gewahlt werden
mussen, um einen Funktionsgraph moglichst gut durch die
Datenpunkte verlaufen zu lassen.

Eine sinnvolle rechnerunterstlitzte Modellierung setzt also eine
Reihe wichtiger mathematischer Kompetenzen voraus. Deren
Anwendung und nicht die anschlieRende numerische Berech-
nung oder das Ziehen am Schieberegler ist der wichtige Teil
von Modellierungen. Kritiker des Einsatzes von Taschencompu-
ter im Unterricht vergessen dies haufig.

Anhand von drei Beispielen werden nachfolgend die Methoden
zur Modellierungen demonstriert. Damit wird ein Vergleich der
Verfahren maoglich.

Modellierung mithilfe von
Regression und Schiebereglern

Beispiel 1 (Regression und Schieberegler)

In einem kleinen Messzylinder ist ein eingeschlossenes Gasvo-
lumen zunachst komprimiert und anschlieend expandiert
worden. Dabei ist fur bestimmte Volumina (dc03.event) der
Druck (dc03.press1) aufgezeichnet worden.
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Abb.2: Graphische Darstellung der Messdaten

In Abb. 2 sind die Daten graphisch dargestellt und in Abb.3 in
einer Tabelle zu sehen.
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Ziel der Modellierung soll sein, dass die Beziehung

(1)
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=dc03.pressi =a[]*b[ﬁ
30| 0997697| 29.9300 2
25. 1197]  29.925
20. 1.45548| 29.1096
15, 1.04563| 29.1845
35|  0847494| 206623 U
40. 074926 20.9704 |}
45| 0667754 30.0489
so.]  0605776| 302888
60.|  0.506948| 30.4169
&
=1.1969993114471 R )

Abb.3: Messdaten

Fir eine Modellierung muss zunachst der Funktionstyp festge-
legt werden. In der Tabelle in Abb.3 ist in Spalte C das Produkt
der Werte von Volumen und Druck berechnet worden, das fir
alle Messpunkte etwa konstant ist. Dies deutet auf eine antipro-
portionale Zuordnung. Eine solche wird in dem Menu in Abb.1
nicht angeboten. Stattdessen muss man aus dem Menu fir die
moglichen Regressionsfunktionen in Abb.1,, Power Regression”
(Potenzfunktion) wéhlen. (@=w, 7:Actions, 4:Statistics, 1:Stat Cal-

culations... 9:Power Regression)
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Abb.4: Modellierung durch die Regressionsfunktion

Die Regressionsfunktion ist als f3(x) gespeichert und in Abb.4
zusammen mit den Daten graphisch dargestellt worden. Sie
beschreibt recht gut den Verlauf der Messdaten. Die Aufgabe
zur Modellierung der Daten ist somit erfullt. Man erhalt:

p(V) = 26,8 - V097 (2)
Nun wird die Modellierung mit Schieberreglern gezeigt. Dazu
bendtigt man im Allgemeinen genauere Kenntnisse Uber den
Datentyp und auch den Wertebereich der Parameter. In Spalte
. C" der Tabelle (Abb.3) ist das Produkt p-V berechnet worden,
das fir alle Werte nahezu konstant ist. Daher kann geschlossen
werden, dass die Daten durch eine Funktion des Typs

beschrieben werden konnen.
In der Applikation Graphs & Geometrie wird nun ein Schiebe-

regler installiert mit @, 7:Actions, A:Slider. Die Parameter fur
den Schieberegler kann man mit (=)@, 7:Settings... eingeben.
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Abb.b: Funktionsanpassung mit Schieberegler

Durch die Berechnung in der Tabelle in Abb.3 ist bekannt, dass
fir k gilt: 29 < k < 31. Entsprechend konnen die Grenzen von
k eingegeben werden. Mit der Greifhand (Abb.5) kann dann k
eingestellt werden. Fur k = 29,6 ist eine gute Approximation
der Daten erreicht. Die Modellfunktion ist demnach:

3)
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Abb.6: Vergleich der Modellfunktionen

Ein Vergleich der Modellierungen in Abb.6 zeigt, dass beide
Funktionen gemaR (2) und (3) sehr gute Approximationen der
Daten ergeben. Eine Entscheidung zwischen ihnen muss nach
fachlichen und bzw. oder didaktischen Gesichtspunkten erfol-
gen. Hier ist dem Ergebnis (3) mit dem Schieberegler der Vor-
zug zu geben, denn das Ergebnis (2) der Regression mit dem
Exponenten -0,97 lasst das zugrunde liegende Naturgesetz,
die antiproportional Beziehung zwischen p und V, nicht klar
erkennen.

Beispiel 2 (Schieberegler):

Ein Gymnastikball fallt aus einer Hohe von ca. 2 m zu Boden
und springt mehrfach auf. Seine Bewegung wird mit einem
Ultraschallabstandssensor aufgezeichnet und ist in Abb. 7 dar-
gestellt. Der Graph besteht aus einer groRen Anzahl von Bogen,
die vermutlich durch quadratische Gleichungen beschrieben
werden konnen. Der Nachweis ist nicht mit einer Regressions-
rechnung zu fuhren, weil bei einer Regression eine Ausgleichs-
funktion zu dem gesamten Datensatz berechnet wird und nicht
zu den einzelnen Bogen. Erst wenn man sich einen Ausschnitt,
z.B. einen einzelnen Parabelbogen wahlt, wird eine Regression
sinnvoll.
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Abb.7: Zeit-Weg-Diagramm des springenden Balles

Ein Schieberegler kann flexibler eingesetzt werden. Z.B. ist es

moglich, die einzelnen Bogen durch Parabeln vom Typ
K-(x-x,)2+Y,

zu approximieren. Dazu waren allerdings drei Schieberegler fir

Xy Yo und k- erforderlich.
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Abb.8

In dem Display des Handhelds konnten sie nur mit Muhe unter-
gebracht werden. AuRerdem ist es sehr schwierig, eine Funkti-
on mithilfe von drei Reglern durch die Punkte hindurchzulegen.
Eine Reduktion der Parameter ist daher dringend empfohlen.
Das ist hier moglich, denn man kann den Scheitelpunkt S(x, | y,)
der Parabeln leicht aus dem Graphen ablesen. Danach ist nur
noch ein Regler fur k erforderlich, um den Graphen anzupassen.

L

1.6 R RAD AUTO REAL

9500602\ Lo X L2\ A

Abb. 9

Mit der Spurfunktion (@), 5:7race) konnen die Koordinaten der
einzelnen Datenpunkte angezeigt und mit der Entertaste fixiert
werden. Auf diese Weise werden die Scheitelpunkte bestimmt.
Danach wird ein Schieberegler (¢, 7:Actions, A:Slider) instal-
liert und das Intervall fur k festgelegt (C)@m), 7:Setting..).

AbschlieRend werden in der Eingabezeile nacheinander die
Funktionen f1 bis f4 zur Modellierung der ersten 4 Bogen ein-
gegeben.



In Abb. 11 ist das Zeit-Weg-Diagramm einer Pendelschwingung
dargestellt, die durch eine trigonometrische Funktion modelliert
werden soll. Dazu ist in der Editorzeile eine Sinusfunktion ein-
gegeben worden, bei der die Schwingungsweite und die
Schwingungsdauer mit den Parametern 0,25 und 2 bereits
der gezeigten Schwingung angepasst ist. So ist das Manipulie-
ren des Graphen deutlich einfacher. Fir das Bearbeiten stehen
zwei Werkzeuge zu Verfligung. Klickt man auf den oberen oder
unteren Teil des Graphen, so verandert sich der Zeiger wie in
Abb. 11. Die Schwingungsweite kann durch vertikales Ziehen
und die Schwingungsdauer durch horizontales Ziehen am Gra-
phen eingestellt werden.

[2:%-0.069

Abb. 10

Nun wird mit der Greifhand der Schieber so eingestellt, dass die
Parabeln moglichst gut durch die Messpunkte verlaufen. Offen-
sichtlich gelingt mit k = -4,4 eine Anpassung flr alle vier
Bogen des Graphen. Mit dem so ermittelten Wert flir k lassen
sich die Parabelbogen durch die Funktionen f1 bis f4
beschreiben.

Fir die physikalische Interpretation bedeuten die Scheitel-
punktskoordinaten vy, die Anfangshéhe h, der Fallbewegung
und x, die Startzeit t,. Da die Variable x der Zeit t entspricht,
konnen die einzelnen Parabelbogen beschrieben werden durch:

s(t)=h,-447 - (t-t,)
s
Beispiel 3 (manuelles Anpassen)
Das Anpassen von Funktionen kann mit dem TI-Nspire™ in
einigen Fallen noch einfacher und intuitiver durchgefiihrt wer-
den. Graphen von linearen, quadratischen, trigonometrischen
Funktionen und einigen Exponentialfunktionen konnen mit der

Greifhand so verandert werden, dass sie vorgegebene Bedin-
gungen erflllen.
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Abb.11: Einfigen der Modellfunktion 2
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Abb.12: Anpassen der Schwingungsdauer und -weite

In Abb.12 ist eine solche Veranderung erfolgt. Dabei hat sich
gleichzeitig der Funktionsterm entsprechend den Verschiebun-
gen verandert.
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Abb. 13: Verschiebung in x- und y-Richtung

Zur Einstellung der Anfangsbedingung klickt man auf den Gra-
phen der Funktion in der Nahe der x-Achse. Wiederum veran-
dert sich der Zeiger (Pfeilkreuz in Abb. 13), nun kann der Graph



vertikal und horizontal verschoben werden kann. Die erfolgte
Verschiebung ist wieder in der Anderung des Terms zu erken-
nen. Die beschrieben Werkzeuge muissen nun mehrfach einge-
setzt werden, damit eine zufriedenstellende Modellierung ent-
steht. Dazu gehoren einerseits etwas manuelles Geschick und
andererseits Kenntnisse Uber den Funktionstyp, denn man
muss sich immer wieder daruber klar werden, welchen Parame-
ter man andern will.
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Abb. 14: Modellfunktion

Abb. 14 zeigt das Ergebnis der manuellen Modellierung mit
dem Term der Modellierungsfunktion in der Eingabezeile.
Approximiert man die Daten mithilfe einer Regressionsrech-
nung, so erhalt man den folgenden Term:

0,203 - sin(3,98 - x + 2,23) - 0,0007.
Die Abweichung beider Terme ist sehr gering. Lediglich die
unterschiedlichen absoluten Zahlen im Argument der Sinus-
funktion (Verschiebungen in x Richtung, bzw. Phasenverschie-
bungen) bedurfen einer Erlauterung. Fur die Differenz der
Werte gilt:

2,23-(-391)=6,14= 2n
Wegen der Mehrdeutigkeit der Sinusfunktion sind Graphen, die
sich um 2m unterscheiden, identisch.

Zusammenfassung

Im Folgenden ist zusammengestellt worden, was die Verfahren
zur Modellierung im Einzelnen charakterisiert:

Die Arbeit mit Regressionsfunktionen

e st schnell und problemlos ausfiihrbar,

e flhrt zu einem eindeutigen Ergebnis, weil es wird mithilfe
der Methode der kleinsten Fehlerquadrate berechnet wird,

e st auf vorgegebene Funktionen (s. Abb.1) beschrankt (lasst
u.a. Modellfunktionen x7, x2, 2%, 10%, & nicht zu),

e flhrt bei der Modellierung von Prozessen, die sich exponen-
tiell einem anderen Wert als Null annahern, zu keinem kor-
rekten Ergebnis,

e kann nicht auf einen Teil der gegebenen Daten angewendet
werden,

e lasst Schilerinnen und Schiler nicht erkennen, wie die
Modellfunktion zustande kommt.

Bei der Arbeit mit Schiebereglern

e kann jeder Funktionstyp gewahlt werden,

e st die Kenntnis Uber Funktionstypen erforderlich,

e st die Kenntnis Uber Verschiebung und Streckung von
Funktionen bei der Anpassung an Daten erforderlich,

e sind Ausschnitte der Daten bearbeitbar,

e kann die Zahl der Parameter zu grof® werden,

e muss die GroRenordnung der Parameter der Modellfunktion
moglichst vorher ermittelt werden,

e weisen die Ergebnisse individuelle Unterschiede auf,

e ist experimentelles Geschick erforderlich,

e ist das Regeln spannend.

Fur eine Modellierung durch Regression spricht die einfache
und schnelle Durchfihrung und die Eindeutigkeit der Losung.
Das Einrichten von Schiebereglern dauert langer und die
Anpassung durch die Einstellung der Regler ist manchmal muh-
sam. Aber diese Methode ist auch dann anwendbar, wenn die
Regression nicht zum Erfolg fuhrt. AuRerdem sind deutlich gro-
3ere Kenntnisse Uber Funktionen und Funktionsklassen erfor-
derlich. Dies sind auch aufRerhalb dieser Problemkreise Kompe-
tenzen, die vor allem fiir das Arbeiten mit CAS dringend erfor-
derlich sind. Deshalb sollten Modellierungen nach Moglichkeit
mit Schiebereglern durchgefuhrt werden, um diesen Kompe-
tenzerwerb zu fordern.
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Riidiger Dieter Peter Paust

Vorbemerkung

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n Per-
sonen mindestens 2 am gleichen Tag Geburtstag haben? Fur
die Herleitung dieser Wahrscheinlichkeit empfiehlt es sich
zuerst ein etwas einfacheres Beispiel anzusehen’, z.B.: ,Wie
grold ist die Wahrscheinlichkeit, dass von 4 Schilern mindes-
tens 2 im gleichen Monat Geburtstag haben?” Erst dann soll-
ten wir das Geburtstagsproblem losen.

Herleitung

Wir definieren die beiden Ereignisse A: ,unter
haben mindestens 2 am gleichen Tag Geburtstag” und das
Gegenereignis A: ,,unter n Personen haben alle an verschiede-
nen Tagen Geburtstag”. Dann Erhalten wir die zu A gehorige
Wahrscheinlichkeit:

P(A)=1-

Oder durch Erweitern:

n Personen

365 364

365 365

(365—n+1)
365

P(A)ﬂ_@ 364 (365-n+1) (365-n)!
365 365 365 (365—n)!
365!

365" - (365-n)!

Graphische Darstellung

Die grafische Darstellung dieser Wahrscheinlichkeit in Abhan-
gigkeit von n funktioniert nicht so ohne weiteres mit dem
Voyage™ 200. Mogliche Ursache: Fakultaten sind nur fir 0
und positive ganze Zahlen definiert. Auch Tabellenkalkulations-
programme streiken bei der Darstellung des zugehorigen Gra-
phen. Nachfolgend nun eine Anleitung, wie die grafische Dar-
stellung dennoch gelingen kann:

Wir speichern gemal Abb. 1 die obige Formel unter p(n) ab,
berechnen die Folge seq(n,n,@,180) und speichern das
Ergebnis als Liste unter anz (steht fur die Anzahl der Personen
n) ab. Eine zweite Folge seq(p(n),n,d,10@) speichern wir
unter geb (steht fur die Geburtstagswahrscheinlichkeit P(A))
ab. Hierzu missen wir dem Voyage™ 200 etwas Zeit lassen.
Wer diese nicht hat, lasst die beiden Folgen einfach bei 50 enden.
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Abb. 1

Das Geburtstagsproblem

Nun definieren wir im Data/Matrix Editor eine neues Datenblatt
namens birth (steht fir Birthday). Fiir ¢1 geben wir anz ein
und fliir c2 entsprechend geb.
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Abb. 2

Jetzt definieren wir noch einen P1ot, legen die Window-Einstel-
lungen geeignet fest (xmin=@, xmax=1@@, ymin=@, ymax=1)
und betrachten das Ergebnis im Graph-Fenster:
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Funktionsanpassung

Als nachstes fuhren wir eine logistische Regression durch und
speichern den Funktionsterm unter y1(x) ab.
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Wir erhalten als sehr gute Naherung die Gleichung:

1(x) = 1,105409
Y ( )_1+12,644009 . g 0118733 - x

-0,103175

AbschlieBende Uberlegungen

Nun lasst sich entweder durch Ausprobieren ermitteln, ab wie
vielen Personen es lohnt zu wetten, dass 2 am gleichen Tag
Geburtstag haben oder direkt tber die Naherung:

solvelyldx) > .5, x)

X 2 22.9114

Das Ergebnis ist fur Schulerinnen und Schiler durchaus verblif-
fend: Schon ab 23 Personen lohnt es, in eine Wette einzustei-
gen, d.h. dass hier die Wahrscheinlichkeit schon tber 50% liegt.

Und wir gehen noch einen Schritt weiter: Ab 60 Personen
betragt die Wahrscheinlichkeit schon 99% und ab 74 Perso-
nen liegen wir auf der absolut sicheren Seite, was das Wetten
angeht! Folgende Abbildung soll das veranschaulichen:

2 a102bralcalcother PromIolcies Up| |

solvel(yl(x) > .9, x) ¥ » 40,6026
solve(yl(x) > .99, :x) ¥ » 59,2073
solve(yl(x) > .999,x) ¥ > 70.4828
solvelyl(x) > .9999,x) ¥ > 73.2369
solve(ul(x) > .99999, ) ¥ > 73.568¢
solvelul(x) > .999999 , %) ¥ > 73.6027

solvedyl (x22>0.9929999.,. x>

AlN RAD AUTO FUNC 6/20 J

Viel Spald beim Ausprobieren!

Literaturverweis:

"vgl. auch Lambacher/Schweizer: Mathematik fiir berufliche
Gymnasien — Jahrgangsstufenband; Ernst Klett Verlag, Stutt-
gart 2008 - 1. Auflage, Seite 343, Aufgabe 12

Rudiger Dieter Peter Paust, Sinsheim (D)
Friedrich-Hecker-Schule Sinsheim (Gewerbliche Schule)
paust.fhs@gmx.de

Unsere Empfindungen sind logarithmisch

Prof. Dr. Peter Biitzer

1. Einfihrung

N_- Der durchschnittliche Mensch gibt sich flinfzig Mal haufi-
ger mit linearen und zwolf Mal 6fter mit exponentiellen, als mit
logarithmischen Zusammenhangen ab'.

Abb. 1

Diese Feststellung ist paradox, denn alle unsere Sinne, unsere
Sensoren: Sehsinn, Gehor, Tastsinn, Temperaturempfindung,
Geruch und Geschmack folgen dem Weber-Fechner'schen
Gesetz, das besagt, dass die Empfindungen, als Reaktion auf
einen Reiz, logarithmisch sind.

Der Leipziger Anatom und Physiologe Ernst Heinrich Weber
(1795-1878) war einer der ersten Forscher, der schon 1834 das
menschliche Verhalten auf verschiedene aufRere Anregungen
(Stimulus) quantitativ untersuchte. In derselben Stadt fihrte um
1860 der Arzt und Psychophysiker Gustav Theodor Fechner
(1801-1887) die Arbeiten von Weber mit einer ausfuhrlichen
theoretischen Interpretation weiter, die er selbst einfach Webers
Gesetz nannte — seine Bewunderer erganzten den Namen
jedoch mit dem heute Ublichen Bindestrich?. Schon ein Jahr
spater wurde das Gesetz unabhangig fir den Sehsinn nachge-
wiesen®: ,Darnach kann also das Licht bedeutend starker und
schwacher sein, als das diffuse Tageslicht, ohne dass eine Ver-
anderung in dem Empfindungsunterschiede eintritt, wodurch
also das Weber-Fechner'sche Gesetz bestatigt wird.” Fur den
Schall, das Gehor, fand eine Anwendung 1865 durch den Phy-
siker Ernst Mach (1838 - 1916) statt*.

2. Weber-Fechner'sches Gesetz

Das Gesetz besagt: Der proportionale Zuwachs eines Stimulus
(AS), der eine eben merkliche Verschiedenheit der Intensitat des
Reizes (I) bewirkt, betragt stets den gleichen Bruchteil (b) der
GroRe des Anfangs-Stimulus (S) (Herleitung der logarithmi-
schen Gleichung siehe: Plappert®):



I(S) = k - log(S) + c;
[I: empfundene Intensitat (Reiz), Effekt; S: Stimulus, Anre-
gung; k: reizspezifische Konstante; c: Konstante]

Wie muss man sich das logarithmische Empfinden vorstellen?

Im Zusammenhang mit dem Weber-Fechner’'schen-Gesetz
beschreibt Kirchmann im Jahr 1864° ,Man kann bei einem
Glase Wasser durch Hineinwerfen von zwei Stiick Zucker und
dann eines dritten fiir die Wahrnehmung der StSigkeit wohl/
einen gerade merkbaren Unterschied hervorbringen, der dann
zur Messung anderer Verhaltnisse der StSigkeit dienen kann,...”
Die Zuckerkonzentration ist der Stimulus (S), der empfundene
stiBe Reiz die Intensitat (I). Die Empfindung | ist dann proporti-
onal dem Stimulus S.

Ganz analog reagiert unser Tastsinn: Nimmt man eine Tasche,
dann kann man leicht durch anheben feststellen, ob diese zwei
oder drei Apfel enthilt. Der Unterschied von einem Apfel ist
jedoch bei einer Gesamtmenge von 10 Apfeln von bloRer Hand
kaum mehr, bei 20 kg sicher nicht mehr zu erkennen.
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Abbildung 2: So empfinden wir die Zunahme im Gewicht von einem Apfel bei anfénglich
zwei (links: AE =1,76) oder zehn Apfein (rechts: AE=0,41)

Ein einfaches Experiment: Man nimmt den Dual-Range Force
Sensor von Vernier (Kraftsensor) und schraubt den , Bumper”
ein (eine Schraube mit rundem Ende). Den Schalter stellt man
auf +50 Newton.

Die Testperson nimmt den Sensor so in die Hand, dass der
.Bumper” mit einem Finger gedrlickt werden kann. Sie darf den
Bildschirm nicht sehen und soll zudem die Augen schlieRen, um
sich ganz auf den Druck im Finger zu konzentrieren. Nun wird
die Anweisung gegeben, mit dem Finger einen sehr leichten
Druck zu erzeugen. Nun verlangt man, den Druck (Stimulus)
moglichst genau zu verdoppeln und diesen Druck beizubehal-
ten. Dann soll dieser neue hohere Druck erneut verdoppelt wer-
den, und der Druck wieder beibehalten. Das wird fortgeflhrt, bis
man eine gute Messreihe hat. Mit moglichst genau gleichen
Zeitabstanden fir die Auswertung gelingt das am besten.
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Abbildung 3: Die gemessene Kraft (Stimulus), wenn der Druck mit dem Daumen (Intensitét des
Reizes) gefiihlsmassig von Schritt zu Schritt verdoppelt wird.
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Abbildung 4: Bei jedem Zeitschritt wird der empfundene Druck (1) verdoppelt. Der Stimulus (S)
Ist dabei der Referenzwert (erster Wert = 3.7 N) mit einer Verdoppelung bei jedem Zeitschritt.
Die Trendlinie gibt einen Hinweis auf das logarithmische Verhalten.

Bei einem grofden Druck (Stimulus) meinen wir diesen zu ver-
doppeln, obwohl wir die empfundene aufgebrachte Kraft (Inten-
sitat) keineswegs verdoppeln. Eine Verdoppelung der Kraft F
ergibt eine Exponentialfunktion — in Abbildung 3 erkennt man
eine Gerade, was bei der Annahme einer Verdoppelung auf
einen logarithmischen Zusammenhang hinweist.

Unsere logarithmisch empfundenen Reize:

e Sehen: Maleinheit lux’

e Horen: MaReinheit Bel? (ein Zehntel davon = Dezibel)

e Geschmack: Maldeinheit sauer pH, MaReinheit sif3, salzig,
bitter (und umami?)

e Geruch: Maf3einheit wiirzig, blumig, fruchtig, harzig, brenzlig
und faulig (Odor Index?)” (meist Konzentration in ppm)

e Tasten: Druck, berthren, vibrieren (Geschwindigkeit)8®:
MafReinheit Pa (Druck)

e Temperatur: MaReinheit (K); Scharfe von Chili'®: MaReinheit
Scoville

" Eine Skala fur Helligkeit kann mit der Energie des einfallenden Lichtes
beschrieben werden. Damit fallt die Subjektivitat bei der Wahrnehmung von
Helligkeiten (Sterne) weg. Wenn m die Magnitude und L die gemessenen
Lichtstréme zweier Lichtquellen sind, ist ihr Helligkeitsunterschied: Am = m,
-m, =-2,5-log(L,/L,).

2 Das Bel, benannt nach Alexander Graham Bell, dient zur Kennzeichnung des
dekadischen Logarithmus des Verhaltnisses zweier gleichartiger Leistungs-
bzw. EnergiegroRen P, und P,

P2 P2
L=|In-2|-B=10-|In-2 |- dB
P P



Heute wirde man das Weber-Fechner'sche-Gesetz eher als
Faustregel bezeichnen, da es nur fiir mittlere Bereiche gilt und
einige Ausnahmen?® bekannt sind - fir den Alltag ist es jedoch
sehr brauchbar. Es handelt sich bei diesem ,,Gesetz” um eine
mathematische Beschreibung von Phanomenen, ohne auf die
Ursachen einzugehen. Fur das Verstandnis, warum dieses
.Gesetz"” Geltung haben soll, sind Modelle notwendig. Eine
wichtige Randbedingung ist die Tatsache, dass alle unsere
Empfindungen mit chemischen Stoffwechselvorgangen ver-
bunden sind, mit einer zentralen Beteiligung molekularer Pro-
zesse in Zellen mit Enzymen und/oder Rezeptoren. So beschreibt
der pH-Wert der Chemie, erst 1909 vom Biochemiker Sgrensen
Sgren Peter Lauritz (1868-1939) definiert, die inverse Saure-
empfindung unserer Zunge. Der pH-Wert hat sich fir wassrige
Losungen von Sauren und Basen als sinnvolle Grof3e durchge-
setzt.

3. Eine erste chemische Erklarung

(Thermodynamisch mit den Gleichungen von Nernst'’, jonotrope
Rezeptoren)

Gehen wir von der Tatsache aus, dass alle unsere Empfindun-
gen auf Nervenreizen basieren, dann mussen wir von den elek-
trischen Impulsen der Signale ausgehen. Diese werden in den
Zellen ausschlieRlich durch Konzentrationsunterschiede von
Elektrolyten (lonen wie H*, Na*, K* oder Ca?*) produziert. Der
Nerv beginnt zu feuern und zwar ist die Reizintensitat dem Log-
arithmus der Anzahl Impulse der Synapse proportional?.

Das Ruhepotential der Nerven lasst sich als Konzentrationsele-
ment experimentell messen und mit der Nernstschen Gleichung
berechnen:

2,3-R-T
z-F

E=E°+ . |og(|<)

E: Elektrodenpotential [V], E°: Standardelektrodenpotential,
fir gleiche Elemente E°=0 [V]; R: Allgemeine Gaskonstante
R = 831441 [J:mol™KT)]; T: Korpertemperatur,
T =273 + 37 = 310 [K]; z: Ladungszahl der lonen; F: Fara-
daysche Konstante: F = 9.684-10* [C/mol]; K: chemische
Gleichgewichtskonstante

Fur das Natrium-Kalium-Gleichgewicht einer Zelle ist K = 4,35
und damit E = 39,2 mV. Andert sich nun als Annahme das
Gleichgewicht'® um einen Faktor 10, also 1000%, auf K = 3,35,
so sinkt das Nervenpotential nur auf 32,2 mV, also um 18%.

Der Logarithmus erscheint in dieser Gleichung, weil bei der
Herleitung die Arrhenius-Gleichung mit der Aktivierungsenergie
als Exponenten verwendet wird. Und die Begriindung dafir?
Auch die Temperaturabhangigkeit der Reaktionsgeschwindig-
keiten verhalt sich in der Chemie logarithmisch (RGT-Regel).

Logarithmisch funktioniert nicht nur unsere Zunge, sondern
auch jede pH-Elektrode. Beide wandeln die Konzentrationen
logarithmisch in Empfindung oder einen pH-Wert um. Damit
wird der Zusammenhang zwischen Séaure-Basen-Reaktion
(Ubertragung vom Wasserstoffkern: Proton) und Redoxreaktio-
nen (Ubertragung der Wasserstoffhiille: Elektron) deutlich, beide
liefern logarithmische Effekte — pH und elektrisches Potential E.

Folgerung:

Das Nervenpotential reagiert als Reaktion auf einen linearen
Stimulus mit lonen mit einer logarithmischen Antwort. Damit ist
zu erwarten, dass alle darauf aufgebauten Sinne logarithmisch
reagieren.

Beispiel:
Kochsalz auf der Zunge™.
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Abbildung 5: Empfindung von salzig auf der Zunge (mit logarithmischer Trendlinie)

Experiment: Mit einer pH-Sonde den pH-Wert einer Losung
von 0,1, 0.01 und 0.001 mol/I Citronensaure messen. Man neh-
me je einen Tropfen auf die Zunge und schatze die Saurestarke.

4. Eine zweite, molekulare Erklarung

(Kinetisch mit dem Gleichgewicht und den Reaktionsgeschwin-
digkeiten, metabotrope Rezeptoren’)

Die Rezeptor-Theorie wurde 1905 von John Newport Langley
(1852-1925) begriindet'. Wirkstoffe konnen dabei Hormone,
Neurotransmitter, Medikamente, Dopingmittel, Drogen oder
Gifte sein. Die flr einen Wirkstoff spezifischen Rezeptoren wer-
den durch die Wirkstoffmolekdle in einer Gleichgewichtsreak-
tion besetzt (Okkupationstheorie). Das ist notwendig, denn
wenn die Bindung zu stark ware, konnte an einem Rezeptor nur
einmal eine Reaktion ausgelost werden. Die an den Rezeptor
gebundenen Moleklile I6sen einen Effekt aus. Rezeptoren sind
so das erste Glied unserer Sinne, der Name ist 1900 vom Che-
miker Paul Ehrlich (1854-1915) gepragt worden. Der ganze
Prozess wird mit der Rezeptor-Theorie beschrieben'®.

3 Es gibt dazu nur ganz wenige Ausnahmen, wie beispielsweise gewisse
Schmerzempfindungen.
4 lonotrop bedeutet ,,auf den lonen- und Elektrolythaushalt wirkend".

5 Metabotrop bedeutet ,,auf einen metabolischen Vorgang wirkend”.
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Abbildung 6: Aufbau des einfachen Okkupationsmodells (Einfach-Besetzung von Rezeptoren
durch Wirkstoffe, Beispiel G-Protein) (k, k, k, sind Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten)

4.1 Annahmen fiir das Modell:

Das Okkupationsmodell wurde vom britischen Pharmakologen
Alfred Joseph Clark (1885-1941), Begrlinder der Rezeptortheo-
rie'’, hergeleitet’®'® (Definitionen siehe Abb. 6).

_[r]-[o]

Chemisches Gleichgewicht:  Kd (1)
[rol

(Massenwirkungsgesetz) []: Konzentration in mol/l. Kd ist
reziprok zur chemischen Gleichgewichtskonstanten K.
Proportionalitdt: E = [RDI:k, (2)
Der Effekt ist proportional der mit Wirkstoffen belegten
Rezeptoren.

Maximaler Effekt: Em = [Rt]-k, (3)

Wenn alle Rezeptoren besetzt sind, ist der Effekt maximal.
Massenbilanz: [Rt] = [RD] + [R] (4)
Die Konzentration [Rt] aller Rezeptoren bleibt konstant.

Die Dissoziationskonstante Kd = k,/k, ist der Reziprokwert der
chemischen Gleichgewichtskonstanten K = k,/k, — diese wird
auch als Assoziationskonstante bezeichnet?. Gesucht ist ein
Modell, welches nur die messbaren GroRen [D], Kd und E/Em
enthélt. E/Em ist dabei der relative Effekt, also ein MaR, welcher
Bruchteil des maximal moglichen Effekts erreicht wird. Dazu
sind folgende Umformungen notwendig:

[R] = [Rt] - [RD]

[R] = Em/k, - E/k,

Kd = {(Em/k, - E/k,) [DIY(E/k,)
Kd = (Em [D] - E [DIVE

Kd = Em/E [D] - [D]

aus (4)
aus (2), (3), in (1):

Kirzen, Umformen

Mathematische Formulierung der Dosis-Effekt-Kurve (Relativer
Effekt):

E _ [0]
Em W

[D]: Dosis (mg/kg)

Kd: Dissozitationskonstante (mg/kg) entspricht der Dosis fir
den halbmaximalen Effekt, sie ist ein Maf fur die Wirksam-
keit (engl. affinity?!, potency?? of a drug).

Diese Funktion zeigt eine perfekte Analogie zur Dissoziation von
Sauren und zur Michaelis-Menten-Gleichung der Enzyme, was
nicht Uberrascht, duBern sich doch die Effekte sehr oft als
Beeinflussung der zellularen Enzymsysteme®.
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Abbildung 7a: Zunahme des relativen Effekts (E/Em) bei zunehmender Dosis
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Abbildung 7b: Relativer Effekt (E/Em) in Funktion des Logarithmus der Dosis siehe auch:
Weber-Fechnersches-Gesetz

Die Abbildung 7 zeigt den Vergleich einer linearen a) mit einer
logarithmischen Darstellung b) von Dosis und Effekt (Wirkung).

Erweiterungen der Okkupationstheorie sind bekannt?3242, soll-
ten jedoch nur verwendet werden, wenn man deren Anwen-
dung auch gut begriinden kann.

4.2 Der Vergleich mit dem

Weber-Fechnerschen Gesetz

Die logarithmische Darstellung ergibt, auch von bloRem Auge
erkennbar, keine perfekte Gerade. Das hat praktisch keine Fol-
gen, denn die experimentellen physiologischen Daten weisen
noch erheblich groRere Abweichungen auf.
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Abbildung 8a: Vergleich von Okkupationstheorie und Weber-Fechnerschem Logarithmus,
Anpassung der Dosis-Effekt-Kurve (gebrochene Funktion) durch eine logarithmische Funktion
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5. Interpretation

Die Nernstsche Gleichung liefert den physikalisch-chemischen
Hintergrund, wie Veranderungen von lonenkonzentrationen zu
logarithmischen Nervenreizen fuhren. Das Okkupationsmodell
kann chemisch-biochemisch die logarithmischen Effekte auf
eine lineare Zunahme der Dosis der Wirkstoffe (Pharmakologie,
Toxikologie, Okologie) und er Substrate (Enzymologie) sehr gut
nachbilden. Damit stehen zwei Modelle bereit, um die Ursache
flr das weit verbreitete logarithmische Verhalten des Weber-
Fechnerschen-Gesetzes chemisch zu erklaren.

Der Logarithmus ist in der Chemie nicht nur beim pH-Wert wich-
tig, er begleitet uns im Alltag (berall hin, wo wir unsere Sinne
gebrauchen.

6. Aufgabe

Von Kochsalz wurden folgende Daten durch Testen mit der
Zunge ermittelt®®; entspricht diese Messung dem Weber-Fech-
nerschen Gesetz?

06 7 4 Sensorik

05 - log(c)
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Abbildung 8b: Vergleich der Messwerte fiir StiSigkeit von Zucker (Saccharose)?® mit der loga-
rithmischen Funktion und der Okkupationstheorie.
(Daten: xy: 4.1,0.1,11.30.3:30.6,0.5,83.1,0.7,226,0.9)

Das Weber-Fechner'sche Gesetz ist in mittleren Bereichen in
guter Ubereinstimmung mit dem Okkupationsmodell, den
Dosis-Haufigkeits-, den Konzentrations-Effekt- und den Kon-
zentrations-Bindungs-Beziehungen der Wirkungen in der Phar-
makologie und der Toxikologie?’. Dieses besagt, dass die
Anzahl durch Geruchsstoffe belegte Rezeptoren ein Mal3 fur die
erzielten Effekte ist. Flr eine Abschatzung der Intensitat von
Gerlichen kann folgedessen ein Ausbreitungsmodell, gekoppelt
mit einem Okkupationsmodell verwendet werden?2°, Nicht
unerwartet ist der Logarithmus auch in der Okologie von
Bedeutung, wenn es um die Fettloslichkeit, die Lipophile, geht,
der log(P,,)-Wert. Diese ist mit ganz entscheidend, wie stark
die Anreicherung in der Nahrungskette ist.

Folgerung:

Die Dosis-Wirkungs-Kurve fiir Wirkstoffe und Substrate, berech-
net mit der Okkupationstheorie, kann mit einer logarithmischen
Funktion sehr gut angepasst werden’. Die Ubereinstimmung ist
nicht schlechter als die vom Weber-Fechnerschen-Gesetz mit
den verfiigbaren experimentellen Daten.

Tabelle: Bestimmung des salzigen Geschmacks, abhangig von der Konzentration in Wasser

Experimente:

Geschmack: Verdliinnungsreihen in Wasser von Zucker, Salz,
Essigsaure (Sensorik). Vorgehen: Man verdiinnt konzentriertere
Losungen so lange, bis sie im Geschmack einer schwachen
Normlosung entsprechen.

Geruch: Verdinnungsreihen in Wasser von Essig, Alkohol
durch Stoffe die mindestens teilweise wasserloslich sind (die
Konzentration der Gase Uber der Flussigkeit ist proportional der
Konzentration in der Flissigkeit, Henry-Gesetz).

Mit jedem guten, grafikfahigen Rechner lassen sich dann die
Ergebnisse mit den Modellen tberprifen.

Literatur
Die umfangreiche Literaturliste finden Sie in der Online-Version
dieses Artikels in der Materialdatenbank.

Autor

Prof. Dr. Peter Blitzer,

Padagogische Hochschule St.Gallen (CH)
peter.buetzer@gmail.com

6 Sehr ahnlich sind in der Physiologie die Sauerstoffbindung an Hamoglobin,
in Mikrobiologie die Monod-Gleichung und bei Oberflachen die Langmuir-
Gleichung.

7 Eine Erweiterung des Modells mit Mehrfachbesetzung a der Rezeptoren ist
moglich, dann ist die Ubereinstimmung des Okkupationsmodells mit der
logarithmischen Funktion von 0.8<a<1.2 sehr gut.



Armin P. Barth

rac @ Das Schicksal, das der Protagonist dieser Geschichte
erleidet, ist wahrlich grausam. Es handelt sich um einen
Kafer namens Karl. Das Grausame liegt aber nicht so sehr an
seinem Namen als an der Tatsache, dass er eine Uberaus lang-
wierige Wanderung voller Frustration hinter sich bringen muss,
die am linken Ende eines Gummibandes beginnt und erst endet,
wenn das rechte Ende erreicht ist. Im Gegensatz zur Abbildung
1 mussen wir uns Karl punktformig vorstellen, er wandert mit
einer konstanten Geschwindigkeit von 1 Zentimeter pro Sekun-
de, und das Gummiband ist (anfangs) 1 Meter lang. Das Grau-
same besteht nun darin, dass nach jeder Sekunde das Band
instantan (also ohne Zeitverlust) und wie durch Zauberhand um
einen weiteren Meter nach rechts hin gestreckt wird. Die Frage
ist, ob — und gegebenenfalls wann — Karl das rechte Ende des
standig sich dehnenden Bandes erreichen kann.

Diese Aufgabe ist nicht neu. Sie geht auf Martin Gardner zurtick
und kann in [1] nachgelesen werden. Wir bereiten sie hier so
auf, dass ihre Behandlung am Gymnasium sowohl einen mathe-
matischen Gewinn als auch einen Gewinn im Zusammenhang
mit der Beherrschung des Taschenrechners ermaoglicht.

Fev [&] FSv Y_F6¥
Zoon Trace Regraph|Math|Draw|+

VAR

Die Leiden des jungen Kafers

vom linken Ende — Diesmal wird das Band um den Faktor 1,5
gestreckt! — und 3:100 - 5,5 = 294,5 cm vom rechten Ende
entfernt.

Nach der 4. Sekunde ist Karl
4.3 (1+ + )+1—4-(1+%+%+%):8,§ cm

vom linken Ende — Diesmal wird das Band um den Faktor
% gesteckt! —und 4 - 100-8,3=391,6 cm vom rechten Ende
entfernt.

Allgemein gilt also: Nach t Sekunden (und unmittelbar vor der
jeweiligen Streckung) befindet sich Karl

t
dit)=t- 21 cm ()
!
vom linken Ende und
dr(t) :=t- 100 - dI(t) cm (2)
vom rechten Ende entfernt. (Dabei steht dl fur ,Distanz links”
und dr fir ,Distanz rechts”.)

Hat man die Formel einmal erarbeitet, kann man leicht ein klei-
nes Taschenrechner-Programm schreiben, das uns in schneller
Folge konkrete (und entmutigende) Zahlen liefert. Abbildung 2
zeigt den zentralen Teil des Programms, das nacheinander die
Werte dl und dr anzeigt. Abbildung 3 zeigt den Output des
Programms nach 30maligem Drlicken der Enter-Taste.
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o

Abb. 1

Beim ersten oberflachlichen Hinsehen ist der Gedanke nah,
dass Karls Wanderung niemals enden wird, weil das rechte
Bandende uneinholbar und rasend schnell in die Ferne ruckt.
Und tatsachlich sind die ersten Berechungen mehr als unerfreu-
lich: Wir notieren hier einmal die Entfernung des Kéafers zum
linken Bandende wie auch zum rechten und zwar jeweils vor
der Streckung und im Sekundentakt:

Nach der 1. Sekunde hat Karl 1 cm zurtickgelegt, und es warten
noch 99 cm auf ihn.

Nach der 2. Sek. ist Karl 2-1+1 = 2:(1+0,5) = 3 cm vom linken
Ende — Die Verdoppelung erfolgt durch die Bandstreckung! —
und 2-100 - 3 = 197 cm vom rechten Ende entfernt.

Nach der 3. Sek. ist Karl

3.2 (141)+1=3 - (1+1+1)=55cm

A g 4 \
|-{—|Cont.r*ol|1/0|Uar*|Fmd Mode ]
t1xtiuad
tLoop
: Dut,put. "Nach der
: Output 2 55 t: Uutput 2 80, "Sek.:"

g d+17t3d: £ d3dl

: utput 20,2, "dl="

: Output 20,38, dl

: Output 40,2, "dr="

: t*1 B-dl-}dr\-output. 40,40, dr

: t+1=t

: Pause :ClrIO

:Endlbop

(MAIN RAD APFROR FUNC

Abb. 2
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Nach der 30. Sek.:

dl= 119.849613928

dr= 2880. 15038607
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Karls grausames Schicksal scheint besiegelt; das rechte Ban-
dende scheint nicht nur unerreichbar zu sein, es vergroRert
seinen Abstand vom Kafer auch in Schwindel erregendem Tem-
po. Oder doch nicht? Wir riicken dem Problem mit etwas mehr
Mathematik zu Leibe! Zunachst einmal ist der Umgang mit der
harmonischen Reihe beschwerlich. Kann man das nicht verein-
fachen? Abbildung 4 macht deutlich, dass Folgendes gilt: Die
harmonische Reihe kann als Summe der Flacheninhalte der
abgebildeten Rechtecke aufgefasst werden, die ja alle Breite 1
haben und die man sich nach rechts hin beliebig weit fortge-
setzt denkt.
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Abb. 4
Es folgt also:
t 1 1 1 .
E—I > _!;d J—dx In(x) 1=In(t)

Der Fehler, den wir machen, wenn wir anstatt mit der von
Hyperbel und x-Achse eingeschlossenen Flache mit den Recht-
ecken rechnen, ist nicht sehr grof3. Bekanntlich gilt ja

t
v=lim| > 1-In(t) |=05772... 3)
t—00 o 1

Diese sog. Euler-Konstante (vgl. auch [2]) konnen wir benutzen,
um dr zwar approximativ, daflir aber viel einfacher zu berech-
nen. Aus (3) folgt ja, dass flir groRe t gilt:

i%:ln(t)wy

i=1

Mit (1) und (2) schliessen wir, dass

t
drﬁ)zt-POO—}::J:t-OOO—Jn@)—ﬂ (4)
i=1

Die fur Karl so entscheidende Frage ist nun, ob diese Funktion
fir t> 0 jemals den Wert O liefert und gegebenenfalls wann?
Verbliffend daran ist, dass der erste (unkritische) Versuch, sich
den Graphen von dr(t) anzuschauen, den Betrachter mit grofRer
Wabhrscheinlichkeit in die Irre flihrt. Der Graph scheint namlich
einer geraden Linie ahnlich zu sein und fur alle Ewigkeit anzu-
wachsen, wie Abbildung 5 zeigt.
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Abb. b

Erst wenn man wirklich groRe obere Grenzen setzt, offenbart
der Graph sein wahres Gesicht (Abb. 6).
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2%10°43
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Abb. 6

Spatestens jetzt scheint es angebracht, im Unterricht die Funk-
tion dr(t) (in beiden Erscheinungen (2) und (4)) mit mathemati-
schen Argumenten zu analysieren, um ganz klar zu machen,
dass fir t > 0 eine Nullstelle existieren muss.

Karl erreicht das rechte Ende also doch. Trotz der frohen Bot-
schaft ist sein Schicksal grausam, und das wird sofort klar,
wenn man berechnet, wie viel Zeit bis zu seiner Ankunft verstri-
chen sein wird. Aus (4) folgt, dass die Nullstelle der Funktion
dr(t) erreicht ist, sobald 100 - In(t) - v = 0, also sobald
t=e"v =15 10% Sek.

Karl musste ein wahrhaft ,metusalemischer” Kafer sein, wenn
er diese Wanderung zu Lebzeiten beenden mochte, er ware
namlich tGber 4-10% Jahre unterwegs!

Literatur:

[1] Martin Gardner:
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2005

[2] Th. P. Dence, J. B. Dence: A Survey of Euler’'s Constant; in:
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Dr. Alfred Roulier
@ Mit seiner reichen Funktionspalette ermoglicht der Tl-
Nspire™ CAS einen mathematisch-experimentellen
Zugang zur geometrischen Optik. Wir besprechen nachfolgend
das Zusammenfuhren (Fokussieren) von Strahlen und entwi-
ckeln ein Werkzeug, mit welchem der Strahlengang durch
optische Grenzflachen berechnet werden kann. Damit kann
man beispielsweise Linsen(systeme) und ihre Abbildungseigen-
schaften untersuchen.

Als Vorkenntnisse sind die Vektorrechnung und das Brechungs-
gesetz notig. Die TI-Nspire™ CAS Unterlagen zu den genannten
Themen sind in den Problemen 1 und 2 des Dokuments optexp
1 Teil.tns enthalten:

Problem 1: Fokussieren

Eine zwingende Eigenschaft optischer Systeme ist die Fahig-
keit, Strahlen zu biindeln. Dabei stellt sich die Frage, welche
Form dazu die optischen Grenzflaichen haben missen. Zur
Beantwortung betrachten wir zunachst folgende Ausgangslage:

P ?
sl s2
h
- o * » - e X
A o\Q ¢ B
Luft, n=1 Glas, n=1.5

Abb. 1

Ein Lichtstrahl gehe von A aus und treffe eine Glasflache bei
P. Er werde dort gebrochen und erreiche B. P sei variabel und
habe die Koordinaten (xJy) mit Ursprung in O, d.h. wir
beschranken uns auf 2 Dimensionen.

Die entscheidende und auch fundamentale physikalische Uber-
legung ist diese: Es werden dann alle von A ausgehenden
Strahlen in B gesammelt, wenn jeder Strahl die gleiche Laufzeit
von A uber P nach B hat. Die Lichtgeschwindigkeit in Luft ist c,
in Glas aber c/n. Die genannte Bedingung lautet somit:

s,/c + n s /c = konstant (1)
Wir multiplizieren mit ¢, setzen AO =-a und OB =b und
erhalten so die Gleichung

\/y2+(x—a)2 +n\/y2+(b—x)2 =k
Die Konstante k folgt aus dem Fall x =y = 0 und betragt
k = n-b - a. Somit lautet die Funktionsgleichung der Grenzkontur

f(x,y):\/y2+(x—a)2+n\/y2+(b—x)2—nb+a @)

(2)

Mathematische Experimente in der Optik

Dies ist eine ziemlich komplizierte implizite Form 4. Ordnung.
Um Werte y in Funktion von Werten x zu erhalten, mussen
wir die Gleichung f(x,y) = 0 losen. Das erledigen wir im Pro-
gramm fldche(a,b,n) numerisch Uber den Befehl zeros(..)
und erzeugen eine Liste von 20 Punkten {x[i],y[i]}. Als Beispiel
wahlen wir a =-10, b = 20 und n = 1.5 und bilden die Liste
als Streu-Plot in Abb. 3 ab.

Prgm

Local i,x,y

© exakte Form berechnen
Foris,1,20
y:=0_25-(i—1)
yili}=y
Isg:=zeros Jy2+(x—a)2 +n-Jy2+(b—x]2 —n-b+a,x)
x][i]:=!sg 1]
EndFor
© Niherungskreis berechnen

‘ a-b-(n—l)
r=—-=

n-a-b

Disp "Radius Ndherungskreis ",r
.’u"efs(x):= r2 —l:Jr—ir')2
([EndPrgm

Abb. 2

-

617

exakte Form

Ndherung Kreis

0.5
7 Jo5

\ J

Abb. 3: flache(-10,20,1.5)

Optische Linsen mit der exakten Form sind schwierig herzustel-
len. Deshalb behilft man sich mit Kugelflachen (spharische
Linsen) als Naherung flir Strahlen nahe der optischen Achse.



Kugelflachen mit welchem Radius?

Die Krimmung im Punkt {0,0} kann man zwar differential-geo-
metrisch aus (3) bestimmen. Aber dieses Werkzeug steht wahr-
scheinlich noch nicht zur Verfiigung. Daher wird folgender Weg
vorgeschlagen:

Der optische Weg von m A nach B soll, wie oben gesagt, tber
P gleich lang sein wie langs der optischen Achse tber OQC.

s,+ns,=A0+n0Q+nQB (4)
Weil wir fir die Naherung nur Punkte P nahe der optischen
Achse betrachten, so dass h <<'s, und s, ist, nutzen wir die
Beziehung (1 + €)" = 1+ n € fir kleine €. Damit und mit PC =
R lauten die rechten Summanden :

2 2 2
0Q=R-VR?—h? =R-R [1-"" ~Rp-R[1-"_ |- 1° (5)
R? 2R? | 2R

2 2 2
2 4.2 h h h
QB=/s;-h" =s, 1—:2 z32[1_s ]:Sz_ (6)

2
> 2s5 2s,
2 2 42
AO=AQ-00=s?-h2 -0 g Mo 7)
2R 2s, 2R
(5) - (7) in (4) eingesetzt und umgruppiert ergibt:
T n _n-1
7+7:7
s, S R ®)

1 2

Weil diese Beziehung fir alle Punkte P nahe an der optischen
Achse gilt, also auch fir diese selbst, kann man s, durch -a
und s, durch b ersetzen und erhélt fir den Radius des Nahe-
rungskreises

R:ab(n—1)

na—-b

’

mit den in Abb. 3 verwendeten Zahlen R = 2.86.

Der hier untersuchte Sachverhalt ist in der Fotopraxis wohlbe-
kannt: man arbeitet mit kleinen Blenden, wenn Scharfentiefe
verlangt ist, was nichts anderes bedeutet, als dass man sich auf
den Bereich beschrankt, wo die Kugelflache nur unwesentlich
von der wahren Kontur abweicht.

Problem 2: Brechung

Wir studieren als nachstes die Lichtbrechung an spharischen
Grenzflachen in 3 Dimensionen.

Ein Lichtstrahl gehe von P aus mit den Richtungskomponen-
ten rp. Er treffe in Q auf die Grenzflache, werde zur dortigen
Normalen rn hin dem Brechungsgesetz entsprechend abge-
lenkt und laufe weiter mit den Richtungskomponenten rq.
Unser Ziel ist, den Punkt Q und den Vektor rq zu berechnen.

z
3
rm
P rp wli
- y Q e
w2
e X
o nl n2 7

Diesen Vorgang betrachten wir als Modul, das langs eines opti-
schen Systems mehrmals hintereinander angewendet werden
kann. Daher ist im Ordner MyLib das Dokument geomoptik.
tns abgespeichert. Es enthélt das Programmn grundmodul
(kp,rp,ksp,rad,n1,n2,ind), welches in Programmen zur System-
berechnung als Unterprogramm mit dem Befehl geomoptik\
grundmodul(...) aufgerufen werden kann. Dieses Programm
erklaren wir nun Schritt flr Schritt (siehe Tabelle am Ende des
Artikels).

Wir konnen nun mit dem Grundmodul die im Zahlenbeispiel des
Problems 1 untersuchte Annaherung der idealen Grenzflachen-
form durch eine Kugelflache quantifizieren, d.h. mit anderen
Worten das Ausmass der spharischen Aberration erfassen.

In der in Abb. 1 dargestellten Situation sollen 3 Strahlen vom
Punkt A(-10]0]|0) auf der optischen Achse ausgehen, und wir
priifen, ob sie sich im Punkt B(20|0|0) vereinigen. Die 3 Strah-
len sollen die Abgangswinkel 0.57, 1.43 und 6.95 Grad
haben, so dass sie die Kugelflache ungefahr bei 0.1, 0.25 und
1.25 Uber der optischen Achse treffen. Der Kugelradius sei, wie
in Problem 1 berechnet 2.86, der Brechungsindex 1.5. Mit den
im Grundmodul verwendeten Bezeichnungen liegt dann der
Schnittpunkt des gebrochenen Strahls mit der optischen Achse
bei x = kq[3]*rq[1]/rq[3].

Die 3 Berechnungen sind in Abbildung 5 am Ende des Artikels
dargestellt.

Wie erwartet werden Strahlen mit grossem Abgangswinkel
starker gebrochen, weil, wie Abb. 3 zeigt, sich dann die starke-
re Krimmung der Kugelflache gegenuber der idealen Kontur
deutlich auswirkt. In unserem Beispiel wurden Blenden mit
einem Radius < 10 — 15 % des Kugelradius noch gute Resul-
tate zulassen.

Wir sind nun in der Lage, den Strahlengang durch beliebige
Systeme mit sphéarischen Flachen zu berechnen, indem wir das
Grundmodul so oft hintereinander anwenden wie Grenzflachen
vorgegeben sind. In einem 2. Teil werden wir derart den Strah-
lengang durch eine Linse berechnen und damit den Abbil-
dungsvorgang untersuchen.



Programmschritte

Kommentar

Define LibPub grundmodul(kp,rp,ksp,rad,n1,n2,ind)=
Prgm

kp ist die 3-spaltige Liste der Koordinaten von P, rp jene der Richtungsko-
effizienten. ksp ist der Scheitelpunkt der Kugelflache auf der x-Achse, rad
deren Radius. n7 ist der Brechungsindex vor, n2 jener nach der Grenzfla-
che. ind ist der Krimmungsindex, -1 im konvexen, +1 im konkaven Fall.

kkz:={ksp-ind*rad,0,0}
Isg:=zeros(dotP({kp+lamb*rp-kz},{kp+lamb*rp-kz})-rad*(2),lamb)

Die Koordinaten kg des Schnittpunkts Q werden berechnet. kz sind die
Koordinaten des Kugelzentrums Z.

Das Skalarprodukt der Vektorsumme OP+PQ-OZ mit sich selbst muss
rad? ergeben. Die Lénge des Vektors PQ ist zundchst unbekannt, und
die Variable lamb wird daher im Befehl zeros (..) berechnet.

If ind=-1 Then

kqg:=kp+rp*min(Isg[1],Isg[2])
Else kq:=kp+rp*max(Isg[1],Isg[2])
EndIf

Weil es 2 Durchstosspunkte durch eine Kugel gibt, ist /sg eine Liste mit
2 Elementen. Im Fall , konvex” muss man den kleineren Wert nehmen,
andernfalls den grosseren.

e (kq - kz)
- dotP {ka-kz}, {kq-kz})

Nun werden die Richtungskomponenten rn der Kugelnormalen in Q
ermittelt.

w1:=ArcCos(dotP(rp,ind*rn))

Aus dem Skalarprodukt der Richtungskomponenten rp und rn kann
man den Winkel w, ableiten. Mit ind wird dabei das richtige Vorzeichen
von rn sichergestellt.

w2:=ArcSin(n1*sin(w1)/n2)

Der Winkel w, nach der Brechung.

al:=xx-ind*rn[1]-k*rp[1]

a2:=yy-ind*rn[2]-k*rp[2]

a3:=zz-ind*rn[3]-k*rp[3]
ad:=(xx*ind*rn[1]+yy*ind*rn[2]+zz*ind*rn[3]) A (2)-(xx " (2)+yy* (2)+2z
A(2))*(cos(w2))*(2)

Isg:=zeros({a1,a2,a3,a4},{xx,yy,zz,k})

SchlieRlich folgen die normierten Richtungskomponenten xx, yy,zz des
Vektors rg nach der Brechung. Aus den Bedingungen
(1) die Vektoren rp, rn und rq liegen in einer Ebene, d.h.

k*rp =rn +rqg und
(2) die Vektoren rn und rq schliessen den Winkel w, ein ergeben sich 4
Gleichungen fir die Richtungskomponenten von rg und den (unwe-
sentlichen) Parameter k.

If ind=-1 Then Wiederum muss man die Féalle , konvex” und ,konkav” unterscheiden.
hh= \/Isg[m]z +Isg[1,2]2 +Isg[1,3]2 hh ist eine Hilfsgrosse.
Isg[1.1] 1sg[1.2] 1sg[1.3]
rq = , .
a hh hh hh
Else hh = \/lsg[zﬂ]z +isg[2,2f +1sg2,3]
—Isg[2,1] —Isg[2,2] —Isg[2,3:|
rq = , ,
a hh hh hh
Endlf EndPrgm
s 3 -
#p:={-10,0,0 }rp:={ cos(0 57), 0.5in(0 57) } radt =2 B6:ing =1 -1 Beilagen:
geomoprikigrundmodui{ip,rp,0,rad,1,15,ind) remgl  Zusammen mit der Online-Version dieses Artikels konnen
Dhphe.” e Sie die TI-Nspire™ CAS Dokumente optexp 1.Teil.tns und
{0.0017,0,00995} {1.0,-0.005} i .
- geomoptik.tns von der Materialdatenbank herunterladen.
riig
kgl 2frgll 2001
rgl3 Autor
#p={-10,0,0}-rp ={cos(1 43),0,5in(1 43) } rad =2 86:ind. =-1 1 Dr. Alfred Roulier Neuenegg (CH)
gmnpnk\gmndmod‘uft@,fpﬂ,mn’, 1,1.5,imi:l Fertig li @ I . ' h
Disp h.” g a.roulier@bluewin.c
{0.0109.0,0.2499} {0.9999,0,-0.0126}
Fertig
ka[2]-rq[1 1981
g2
Kp:={-10,0,0 }:rp. ={cos(6.95),0,5in(6.95) } rad =2 86:ind. =1 -1,
geomoptikigrundmodul{kp,rp,0,rad, 1, 1.5,ind) Fertig
Disp kg, ".rq ] . ’
{02897,0,1254} {09966,0,0.0827}
Ferdig
M[Sl--nwl 1] 1511
il Abb. 5
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Wolfgang Moldenhauer, Wilfried Zappe

% In Erganzung zu unseren Uberlegungen in den Tl Nach-
richten 1/07 (S. 26-28) und 2/08 (S. 27-31) betrachten

wir die Ortskurven, die durch den Schnitt folgender Dreiecks-

transversalen (m: Mittelsenkrechte; s: Seitenhalbierende; w:
Winkelhalbierende) entstehen:

1. m,nm,

2. hcrwma

3. s,Am, und m

bmsa

und my, AW,

Wir legen ein Dreieck ABC so in ein Koordinatensystem, dass
A(0]0), B(1]0) und C(t|1) mit t e IR gilt. Flr die Koordinaten
des jeweiligen Schnittpunktes S der Transversalen ermitteln wir
eine Gleichung bezlglich dieser Vorgaben und vergleichen Sie
mit der geometrisch erzeugten Ortskurve.

4. WM,

1. Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechter

0.B.d.A. wahlen wir m_n m_ Eine Gleichung flir m_ ist
x = 0,5. Der Mittelpunkt M, der Seite a hat die Koordinaten
M,(0,5-(t+1) | 0,5). Der Anstieg von m_ ist:

Sl L

_%;1

-t

m
a

Damit ergibt sich als Gleichung flir ma:

y=f(x)=(1—t) ' (x—%)+% (1)
Wegen x = 0,5 ergibt sich fur den Schnittpunkt S:
V= i)=0-9 - (-4 (0

2
b3 328

2
Als Resultat ergibt sich der Schnittpunkt zu:
11 . (2 =
S(E‘E (t t+1))
Wegen t e IR ist der geometrische Ort in diesem Falle der zur
y-Achse senkrechte Strahl x = 0,5 und y > 3/8. Der Wert y =
3/8 wird angenommen, wenn das Dreieck ABC gleichschenklig

ist. Veranschaulichung durch Konstruktion der Ortskurve (fett
gezeichnet):

( 11217 )

oos A
13 005
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Abb. 1

13

EEEE )

Abb. 2

2. Schnittpunkt von Mittelsenkrechter und Hohe
Da m_nh_ wenig Sinn macht (die Geraden sind identisch oder
parallel), untersuchen wir 0.B.d.A. h_nm_. Fir h_ gilt die Glei-
chung x = t. Setzen wir dies in die Gleichung (1) fir m_ ein, so
erhalten wir:

v=1{Y=(1-1) (=53 =3 - (1 32y 5
Die Ortskurve ist also eine nach unten gedffnete Parabel mit
dem Scheitel P(1]0,5) und den Nullstellen t,=0 sowie t,=2.
Veranschaulichung durch Konstruktion der Ortskurve (fett
gezeichnet) und der Parabel y = f(x) = 0,5-x-(2—x) (im Abb. 4
punktiert gezeichnet):

( 11 ¥ : A
I
1
| he
1
1
1
‘. i
----- |
ma
5 .
1
1
1
1
1
1
0054 1 N
0.42 05 i Y|
1
EIENE A
Abb. 3
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Abb. 4

3. Schnittpunkt von Mittelsenkrechter
und Seitenhalbierender

Wir wéhlen zunéchst s, n m_. Auf der Seitenhalbierenden s,
liegen die Punkte A(0[0) und M 0,5:(t+1) | 0,5 ). Dadurch
ergibt sich als Gleichung fir s :

y=f(x)—i-x (2)

Die Mittelsentﬁrechte m_ wird durch x = 0,5 beschrieben.
Fur y gilt:

Mitte IR (t #-1) ist also y €(-00;0) U (0;+). Alle Schnittpunkte
von s, und m_ liegen also auf der Geraden x = 0,5 mit Aus-

nahme von P(0,5|0). Geometrische Konstruktion der Ortskurve:

( 11217 )

005

F0.67 7 0.05 . 173

BENEE [A)

Betrachten wir nun den Schnitt m, n s_: Der Mittelpunkt M,
der Seite b ist M, (0,5-t]|0,56). Der Anstieg der Mittelsenkrech-
ten m, ergibt sich zu:

Die Gleichung der Mittelsenkrechten m, lautet:

y=Ff(x)=-t- (x=1)+1 .

( ) ( 2) 2 (3)
Bringen wir m, und s, gemaR Gleichung (2) zum Schnitt, so
ergibt sich:

; L Fertig 1)
fi =p{x-——p—
De me,‘tx] I(t 2J+2
1 Feriig
Defi =—
Pt el
solue[,{x}=g{x],x] ol (H- 1]'(:2+1]
22ee1)
2.4 1 i
+1)hr%+1) L
r(xhci’—]z{’—- T
2{tem) St
dedat) Fertig
Define x(!}s rHO(r e
2 I"+r+1)
Define y{;]=l_ t Fertig

2 {2

Ro) 1
)

G

Abb. 6

Aus der letzten Zeile erhalten wir

t=21
y
Dies setzen wir ein in y(t). Um Zirkeldefinitionen zu vermeiden,
bezeichnen wir x mit xx und y mityy. Der erhaltene Aus-
druck wird noch etwas umgeformt, so dass sich schlieflich die
Gleichung -2x2?y + X2 + 2xy? - 2xy — 2y® + 2y? = 0 ergibt:

y{ﬁ_l s 1 o
R i E 2-lxx 2 e &
WYY

)"W

e
xxz-z'.tx'_;y'- 2'_yy2=2'(,\'12-xx‘)y+_}y 2)1}y
f: xxz-z'xx:}g.d-z'}yz -2-(xx2 -xx'_}yl-‘}yz)jro)
(o2 {2np-1)-20esp-bp-1)r 291}

expand(-(xx 2-[2;}9*-l)-Z-X.t‘yy[}y-l}l-z')yz'[vy-l]]-ﬂ)
-20ex 2-}}+xx2 +2-xr}y2—3'xr)y— 29y 31—3-;.}-2 =0

L 111"25J

Abb. 7

Die Ortskurve als geometrischer Ort konstruiert, ergibt das Bild
in Abb.8. Die parametrisierte Darstellung in Abb.9 zeigt optisch
eine Ubereinstimmung des Kurvenverlaufs.



( 3e6 17 ) Fir die Mittelsenkrechte m,_ gilt die Gleichung x = 0,5 oder in
vektorieller Schreibweise:
1
. i:[z}s-{o)mitse IR .
] 0 1
" ’ Bringen wir diese Geraden zum Schnitt, so ergibt sich, wie die
| @,.0" nachstehende Rechnung mit dem CAS zeigt, dass die Ortskurve
024 *ﬂ; J| die Gerade x = 0,5 mit y > 0 ist. Die geometrische Konstruk-
[5.0¢ 0.2 504l tion bestatigt diese Rechnung. (Die Ortskurve ist fett und strich-
liert gezeichnet.)
=1 & Ferlig
Define W{r]=[l]‘*r' 3’2‘3'”‘2
0 1
:}:2—3-.»2
1 Ferti
— Define m(s)= 2 s'[O] i
EENEE &) ol U
Abb. 8 sclvel:h{r:l-m[s:l,r,s} J!2—2' “+2 1
p . | 2-[.]:2»2-&2-&1] 2-“:2-2-32-&1)
2 1
mtf-mlr=71—’ =2 2
2{P-2e2-m1) 1
2 r2—2'!‘+2—r+1]
1 1
lim 2 2
e 1 @
2-[]3—2-&2 —r+1]
-5 | L— 1 1
a5 lim 2 ;
x(f)xdr) g E
yi(d)=y(z) 2-(:]:2-2-:+2-.-+1)
| ;
6/99)
Abb. 10
() =x{s) 712 77 . )
yld=() - o
~20S1£20 tstep=0.2 N
Abb. 9
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4. Schnittpunkt von Mittelsenkrechter
und Winkelhalbierender
Wir untersuchen zunachst w,nm,. Es ist anschaulich klar, dass
alle Schnittpunkte auf der Mittelsenkrechten selbst und nur 005, . i
oberhalb der x-Achse liegen kénnen, denn die Winkelhalbieren- 247 o3 me i
de des Winkels 2CBA = B ,uberstreicht" nur die Halbebene Aoy 11

oberhalb der x-Achse. Ein rechnerischer Nachweis kann folgen-
dermalden geflihrt werden:

In ,Wanderungen” (TI-Nachrichten 2/08, S.29) haben wir
gezeigt, dass sich die Winkelhalbierende w, beschreiben lasst
durch:

t-1

)—(:[1}r |V -2t+2
0 1
V2 -2t+2

-1

mitr e IR

Betrachten wir nun den Schnitt m, N W, Der Schnittpunkt von
w(r) und m(s) (gemaR Gleichung (3)) wird mit dem CAS ermit-
telt:
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5 Fertig i
Define mb(s)= [ ,) e
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Abb. 12 Abb. 15
'd L T (2 ) :
Tﬁ”z—] Wir leiten nun eine parameterfreie Darstellung dieser Ortskurve
I b2 LA her. Die Parameterdarstellung war (s. 0.):
P-aev1 1 Fertig 2
Define s{i)= 2-:-[:-Jr2-3-(r;2—r2+r)-1) 2t Y= (t_1) +% +21
2o 2 t
R 2t [t (t=1) +1- -1
2l -22-r2ei1)
sl 1] =21 ! 2
2-1*(:-];2—2-:4-2-:2-(-!-1] ke y= _(t_1)
2
Define xs{s) s KL Fertlg 2 -[t (=) +1—t2+t—1J
2:-(:*,]: ~2eH 21 -H'-l) 2 24
sz 1] {22er1) Nun gilt
2| P-2m2-rem)
- (=) () (1) 11 (2t
Define ys{t)= {P-zm) Fate (
| Hef-2m2-24e1) - (1)
. o) i
Abp 13 Dies lasst sich mit dem Rechner nachprufen:

Die Darstellung der parametrisierten Kurvengleichung ent-
spricht optisch der geometrisch konstruierten Ortskurve.

{)ﬂ (e)=xs)
1(0)=ysld)
- o
05
xr)=
e} |
(@1 [F] losr<6.28 rsrep=0.13 A

Abb. 14

|so|ve({r1{!-1]1+1 {2 -MJ]'(:'.I[(r- 1Pe1es? -m)»-{r—l]l,r)

we[l

Abb. 16
Wenn wir also Zahler und Nenner bei x und y jeweils mit

[t- (t—1)2+1+(t2—t+1))

erweitern, so erhalten wir nacheinander

) (t—1)2 -(t- (t—1)2+1+(t2—t+1)]

X=—

2 +1
+

2t - l—(t—1)2J 2t




y:

N|—

-[t- (t—1)2+1+(t2—t+1)]-
=;-(t2—t+1+t- (t—1)2+1]

V=l-(t+ (t—1)2+1Jz

Rechnerischer Nachweis fur den vorigen Umformungsschritt:

A(x)=(1-x+ (1) jeso wl(f)xsli)
y1(t)=yslr)

05

£2lx)-a-x-{ce1]) s
(5)

[SDNE{%'(IZ -+ 1+rJ (1)1 i:i-(& Jt]’—l}zi-l Jz,r)

thx}={l—x—Jrl.\'—1”2|xS(4

Abb. 19

il

Abb. 17

Gleichung (4) ist aquivalent mit

(t-1)" +1=1-2x20,
also ist x < 0,5 notwendig. Quadrieren liefert:

(t-1)° =(1-2x)° ~1=4x - (x~1)20.

das Radizieren:

=12 e (x)

Fir t <1 erhalt man

t=1-2- [x - (x—1) .

Diese Resultate fluhren, eingesetzt in (b), auf

Zusammen mit x < 0,5 folgt also sogar x < 0. Fir t =1 ergibt

y=% : [t+ (t—1)2+ T:l . (1+2 X (x—1)+1—2x)2
y:(1—x+m)2 fir t>1,

und analog auf

y=(1—x—m)2 fiir t<1.

Natirlich ist in beiden Féllen x < 0. Die Visualisierung Uber die
graphische Darstellung als parametrische Darstellung (punk-

tiert) und als Funktion zeigt Ubereinstimmung!

2, Fertig []
Define xsli) 15=2l |
2-:-{;-,13-3-»2—;%;—1] 2 &
2 Fert,
Define ys{f)= [r 2»1} 1
2 :3—2-r+2—;2+r—1]|

Abb. 18

Zum Schluss:

Wir zeichnen die Ortskurven m, nw

. und m N w, in ein und

dasselbe Koordinatensystem und finden eine erstaunliche Ahn-

lichkeit beider Kurven!

208 T7

e

BEE

[a
Abb. 20

Der Grund fiir diese erstaunliche Ahnlichkeit besteht in Folgen-
dem: Als Gleichung fir m_ ergab sich:

y=f(x)=(1—t) : (x—‘zﬂ)+%

Die entsprechende Gleichung fur m, lautete:

y=f(x)=—t . (x—i)+l

2) 2

Die Struktur beider Gleichungen ist dhnlich und daher ist die
graphische Ahnlichkeit der beiden Kurven nicht verwunderlich.

Natdrlich konnte man die Rechung auch fir m_ analog durch-
flhren. Prinzipiell Neues ergibt sich dabei nicht.
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Der Modellversuch ,M? - Medienintegration im

Mathematikunterricht” an bayerischen Gymnasien

Ewald Bichler, Prof. Dr. Hans-Georg Weigand

cm Uberblick iiber den bisherigen Verlauf
des Modellversuchs

Der Modellversuch ,Medienintegration im Mathematikunter-
richt” (kurz: M3) beschéftigt sich mit dem langfristigen Einsatz
eines Taschencomputers im Mathematikunterricht des Gymna-
siums. Der Modellversuch wurde vom Bayerischen Kultusmi-
nisterium initiiert, von Texas Instruments finanziell unterstutzt,
Ewald Bichler (Hans-Leinberger-Gymnasium Landshut) ist der
Leiter und Koordinator des Projekts, Prof. Dr. Hans-Georg Wei-
gand und die Universitat Wirzburg sind fir die Evaluation des
Versuchs zustandig. In den Modellklassen wurde in den ersten
Jahren mit dem Taschencomputer (TC) ,TI Voyage™ 200“,
spater dann mit dem , TI-Nspire™* gearbeitet. In den Schuljah-
ren 2003/04, 2004/05 und 2005/06 war der Versuch auf die
Jahrgangstufe 10 begrenzt. Ab dem Schuljahr 2006/07 wurde
der Versuch auf die 11. Jahrgangsstufe ausgedehnt. So waren
im Schuljahr 2006/07 folgende Schulen, Klassen und Lehrkrafte
am Modellversuch beteiligt:
e 11 Schulen, 23 Lehrkrafte (in den Modellklassen)
e 5 Klassen der Jahrgangsstufe 10 mit insgesamt 136 Schiile-
rinnen und Schilern
¢ 16 Klassen der Jahrgangsstufe 11 mit insgesamt 412 Schiile-
rinnen und Schiilern
¢ 11 Kontrollklassen der Jahrgangsstufe 11 mit insgesamt 320
Schilern, unterrichtet von 11 Lehrkraften, von denen keiner
am Modellversuch beteiligt gewesen ist

Aufgrund administrativer Schwierigkeiten bezlglich der Zulas-
sung von TC in einer schriftlichen Abiturprifung konnte eine
Ausdehnung des Modellversuchs auf die Jahrgangsstufen 12
und 13 mit analogen Bedingungen nicht erreicht werden. So
wurde festgelegt, dass die Schuler in Jg. 12 und 13 zwar den
TC in Priifungen verwenden dirfen, nicht aber in einer schriftli-
chen Abiturprifung. Ein Einsatz in der mindlichen Abiturpri-
fung ist dagegen ermdglicht worden. Ab dem kommenden
Schuljahr werden die Modellschulen, die mit dem TC-Einsatz in
Klasse 10 beginnen, auch die Abiturprifung mit diesem Werk-
zeug schreiben durfen.

Der Modellversuch in Klasse 11

Im Folgenden sollen einige Erfahrungen des Modellversuchs
dargestellt werden, die in den letzten drei Schuljahren — also in
2006/07, 2007/08 und 2008/09 - in der Jahrgangsstufe 11
gewonnen wurden.

In Bichler und Weigand (2008) wurden bereits einige Ergebnis-
se des Modellversuchs im Schuljahr 2006/07 dargestellt. So
zeigte sich etwa, dass sich keine Unterschiede zwischen
Modell- und Kontrollklassen bei dem — in traditioneller Art und
Weise mit Papier und Bleistift geschriebenem technologiefreien
— Vor- und Nachtest ergeben. Allerdings hat sich auch die Hoff-
nung nicht erfllt, dass sich die Schilerinnen und Schuler der
Modellklassen etwa im Umgang mit und Interpretieren von
Graphen starker verbessern als die Schiler der Kontrollklassen.

Aus diesem und einigen anderen Ergebnissen ergab sich fur die
Projektleiter die Schlussfolgerung, dass ein klassisches empiri-
sches Versuchsdesign mit Vor- und Nachtest, die im Zusam-
menhang mit dem TC erworbenen besonderen Leistungen der
Schiulerinnen und Schilern der Modellklassen nicht adaquat
beschreibt. So durften diese Schilerinnen und Schdler ein Jahr
lang den TC bei (fast) allen Problemstellungen einsetzen und
mussten nun zum Jahresende einen Test schreiben, bei dem
der TC verboten war. Es zeigte sich, dass die Motivation vor
allem der guten Schiiler fur ein derartiges Arbeiten nicht allzu
hoch war. Deshalb wurde im Rahmen des Modellversuchs in
den letzten Jahren weniger Wert auf Vergleichsuntersuchun-
gen mit Kontrollklassen, sondern groRerer Wert auf die Arbeits-
weisen der Schiilerinnen und Schiler mit dem TC gelegt.

Der TC-Test

Die Schiilerinnen und Schiler der Modellklassen haben nach
einem halben Jahr (Februar) und einem ganzen Schuljahr (Juni)
einen Test mit TC geschrieben. Dabei wurden den Schilern
jeweils vier Aufgaben zur Bearbeitung vorgelegt, wobei die
Schiiler selbst jeweils entscheiden konnten, ob sie den TC ver-
wenden oder nicht. Nach Beendigung des Tests erhielten die
Schiiler einen Fragebogen, in dem sie zusatzliche Angaben zu
den vorher bearbeiteten Aufgaben machen konnten, insbeson-
dere, wo sie den TC dort eingesetzt haben. Der Test wurde vor
der Durchfuhrung in einer Klasse pilotiert.

Testaufgaben vom Februar (also nach einem halben
Schuljahr):

1) Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge der Funktion
2x% —6x+4

fix— .
X2 +2x-2

2
2) Bestimmen Sie den Grenzwert [|im X =7x+1

Xt —3x% +5x

a-Xx+2
X2 -4

3) Gegeben ist die Funktionenschar f, :x

mit a e IR+. Untersuchen Sie das Verhalten von f, an der
Stelle x = 2. Achten Sie auf die Nachvollziehbarkeit lhrer
Bearbeitung.

4) Geben Sie eine begriindete Vermutung tber die Symmetrie
des Graphen der Funktion

X% —4x+9
H
x% —4x+5

fix

an. (Es muss ersichtlich sein, wie Sie diese Vermutung
erhalten haben.)

Testaufgaben im Juni (also nach einem Schuljahr)
1) Bestimmen Sie das Verhalten der Funktion
x—1

fix—
x“ =1
an der Definitionslicke x = 1.



2) Bestimmen Sie Lage und Art des Extremwerts von
X% -2
(x+2)°
3) Ist die Gerade mit der Gleichung y = 2x — 4 Tangente an
den Graphen von

fix—

3

f:x»—>l-x -x?
2

(Achten Sie auf Nachvollziehbarkeit lhrer Begriindung!)
4) Geben Sie das Monotonieverhalten der Funktion
fZXD—>1—(|n x)2

fir x > 0 an. (Achten Sie auf Nachvollziehbarkeit.)

Rechnereinsatz

Folgende Grafiken zeigen, von wie vielen Schilern (nach eige-
nen Angaben) der TC im Februar und Juni-Test verwendet
worden ist.

TC-Einsatz Februartest CAS-Einsatz Junitest

BTC WkeinTC BTC ®keinTC
100% T mmr } —l——— 100% T — — |
iq e BRSO W

gl I . . B gl B . N B

1 2 3 a 1 2 3 4

Aufgabe Aufgabe

Abb. 1 Abb. 2

Die Griinde fur das Nichtverwenden des TC liegen vor allem
darin, dass die Schiilerinnen und Schuler sich mit dem TC nicht
vertraut flhlen. Es Uberrascht der hohe Prozentsatz der Schiiler
beim Februartest, die dies angeben. Es lasst sich daraus fol-
gern, dass es etwas dauert, bis die groBe Mehrheit der Klasse
eine hinreichende Vertrautheit mit dem TC erreicht hat.

Interessant ist ein Blick auf den Einsatz des TC aufgeschlisselt
nach Klassen (die Klassen sind aus Griinden der Anonymisie-
rung mit Buchstaben von A bis N bezeichnet, wobei dahinter
eine zuféllige Sortierung steckt.):

s )

Einsatz des TC nach Klassen

=Februar -

= Juni

Abb. 3

In drei Klassen (B, C, F) betragt der Einsatz des TC im Juni 100%,
vorher war er ebenso bereits hoch. In zwei Klassen (K, D) blieb
der Einsatz des TC nahezu konstant. In einer Klasse (G) nimmt er
zu Schuljahresende ab. Ansonsten kann die Zunahme des TC-
Einsatzes zum Schuljahresende Uberall beobachtet werden.

In den folgenden Graphiken werden die durchschnittlich
erreichten Bewertungseinheiten derjenigen Schiler, welche
einen TC verwendet haben, mit denjenigen verglichen, welche
keinen TC verwendet haben.

CAS-Test Februar CAS-Test Juni

z BTC W keinTC '-E WTC W keinTC
g - | P

0,5 = 0,5 1 i 2
cEew| |[tRLLL
E 1 2 3 4 'E 1 2 3 4
-i- Aufgabe g Aufgabe

Abb. 4 Abb. b5

Im Februar gibt es eine leichte Tendenz, dass diejenigen Schi-
ler, welche den TC einsetzen, erfolgreicher in der Bearbeitung
der Aufgaben abschneiden als diejenigen, die keinen TC einset-
zen. Im Juni ist dies markant.

Anhand einer Aufgabe soll exemplarisch dargestellt werden,
wie die Schiuler den TC eingesetzt haben.

Aufgabe 1 (Februar-Test)

Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge der Funktion

2x% —6x+4
(Rl AL
X% +2x-2

fix

Bei dieser Aufgabe erwartet man die Ermittlung der Nullstellen
des Nennerterms. Ein Schiiler, der einen TC zur Verfigung hat,
wird dies vermutlich einfach an den TC auslagern.

Bei dieser Aufgabe haben 85% den TC eingesetzt. Die Schler,
die den TC genutzt haben, haben die Aufgabe zu 71% gelGst,
diejenigen, die den TC nicht genutzt haben, zu 58%. Der Unter-
schied ist aber nicht signifikant (p=0,25).

Insgesamt haben diejenigen Schiler, welche den TC benutzt
haben, folgendes angegeben: 8% haben die Lésungsformel fiir
quadratische Gleichungen mit entsprechenden Koeffizienten in
den TC eingetippt, 54% haben den solve-Befehl zum Ldsen der
quadratischen Gleichung verwenden, 11% haben den factor-
Befehl zum Faktorisieren des Nennerterms verwendet, 18%
haben den zeros-Befehl verwendet, welcher die Nullstellen des
Nennerterms ausgibt, und 10% haben eine sonstige nicht wei-
ter spezifizierte Strategie angewendet. Interessant ist ein Blick
auf das Verhalten in den einzelnen Klassen:



Eingesetzte Funktionalititen des TC
(Aufgabe 1, Februar-Test)

=Ldsungformel eingetippt
~——solve
—factor
—zers

——=Sonstiges

\ J

Abb. 6

Man erkennt sofort, dass sich zwischen den Klassen die ver-
wendete Funktionalitat des TC unterschiedlich darstellt, ebenso
differiert dies innerhalb der Klassen. Die Anwendung des solve-
Befehls ist sehr verbreitet, in einer Klasse (Klasse C) verwenden
sogar alle Schiiler diesen Befehl. In einer anderen Klasse (Klasse
M) verwenden die meisten Schiiler den zeros-Befehl, der in
einigen anderen Klassen Uberhaupt nicht auftritt. Beim factor-
Befehl tritt ein ahnliches Phanomen auf.

Diejenigen Schiiler, die keinen TC genutzt haben, gaben daftr
folgende Griinde an:

Griinde fiir den Nichteinsatz des TC
(Aufgabe 1; Februar—Test)
——wire keine Hilfe
gewesen

——handisch war ich
schneller

= nicht gewusst, wo

=nicht auf die Idee
gekommen

—Sonstiges

\

Abb. 7

Die Aussagen, der TC ware keine Hilfe gewesen bzw. man
wisste nicht, wo man ihn bei dieser Aufgabe einsetzen sollte,
liberraschen insofern, da sich diese Aufgabe geradezu anbietet,
die Tatigkeit des Losens einer Gleichung an den TC auszula-
gern. Es bleibt hier die Frage offen, inwieweit die Schiler, die
dies angegeben haben, nicht eher mathematische Verstandnis-
schwierigkeiten mit der Aufgabenstellung hatten, also nicht
wussten, dass die Nullstellen des Nenners gesucht sind. Eben-
so Uberraschend ist die Aussage, man sei handisch schneller
gewesen. Eine offene Frage ist hier auch, inwieweit diese Schu-
ler es gewohnt waren, den TC zum Lésen von Gleichungen
einzusetzen.

Insgesamt zeigt sich, dass die Schiiler, die den TC im Juni-Test
eingesetzt haben, deutlich mehr Bewertungseinheiten erreicht
haben. Dieses bessere Abschneiden liegt nicht an der Leis-
tungsfahigkeit der Schiiler. Vielmehr scheint dies zum einen am
Werkzeug TC zu liegen, zum anderen am Unterricht in den
jeweiligen Klassen und damit am Faktor Lehrkraft. Ein Hinweis
darauf ist auch der sehr unterschiedliche Einsatz der Schiiler
beim TC-Test in den jeweiligen Klassen.

Einsatzzeitpunkt des TC

Die Schiler wurden bei den TC-Tests jeweils gebeten, bei jeder
Aufgabe anzugeben, ob sie den TC (falls sie ihn zur Losung
eingesetzt haben) zu Beginn des Lésungsprozesses (als Orien-
tierung, zur Losungsfindung), wahrend des Losungsprozesses
(begleitend, etwa als Kontrollorgan) oder am Ende des Losungs-
prozesses (zum Uberprijfen des Ergebnisses) eingesetzt haben.
Dabei waren Mehrfachnennungen maoglich.

Fur die jeweiligen Aufgaben zeigen sich folgende Ergebnisse:
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Abb. 8 Abb. 9

Die jeweiligen Anteile der Angaben sind im Juni hoher als im
Februar. Man kann erkennen, dass die Angaben der Schiler im
Juni bezogen auf die Aufgaben nicht so stark differieren.
Zusatzlich haben sich die Anteile erhoht, was ein Hinweis da-
rauf ist, dass die Schiiler den TC im Juni in mehr Phasen inte-
grieren als im Februar. Auffallend ist, dass sich die Angabe
~wahrend der Losung” deutlich erhoht hat. Dies kann als Beleg
daflir gedeutet werden, dass die Schiler den TC am Jahresende
als Werkzeug in ihre Losungsprozesse besser integriert haben
als zur Schuljahresmitte. Den TC am Ende des Losungsprozes-
ses zur Kontrolle einzusetzen spielt dagegen eine eher unterge-
ordnete Rolle.

Tragt man die Angaben geordnet nach Klassen auf, so erkennt
man, dass die Angaben sich (wie oben beschrieben) erhohen,
allerdings bleibt das Grundmuster in den Klassen bei ,wéah-
rend” und ,am Ende” erhalten. Wann Schuler im Laufe eines
Losungsprozesses den TC einsetzen scheint also klassentypisch
zu sein, was sich nur erklaren lasst, wenn man den Unterricht
in den Klassen, insbesondere die Art und Weise, wann die Lehr-
kraft den TC in Losungsprozesse integriert und den Schulern
nahebringt, bertcksichtigt. Nicht in gleicher Weise lasst sich
dies bei der Angabe ,zu Beginn” erkennen. Eine Tendenz ist
aber durchaus abzulesen.



Insgesamt lasst sich erkennen, dass man den Angaben der
Schiler zum Zeitpunkt des Einsatzes des TC bei den Aufgaben
entnehmen kann, dass sie ab Schuljahresende den TC deutlich
starker in den gesamten LOosungsprozess integriert sehen. Ein
Einsatz am Ende einer Aufgabe spielt eine eher untergeordnete
Rolle. In den jeweiligen Klassen scheint ein bestimmtes Sche-
ma des zeitlichen Einsatzes des TC vorzuherrschen, welches
aus dem Erleben im Unterricht herriihren muss. Die Schiiler
adaptieren offenbar die im Unterricht erlebte Vorgehensweise.

Einschatzungsfragen im TC-Test

Im Februar-Test sowie im Juni-Test wurden bei den Fragebo-
gen vorab einige Einschatzungsfragen gestellt, namlich:

1. Haben Sie den TC bei der Bearbeitung der Aufgaben als
Hilfe empfunden?

2. Hatten Sie Schwierigkeiten, den Einsatz des TC in lhrer
Loésung schriftlich zu dokumentieren?

3. Hatten Sie Schwierigkeiten mit der Bedienung des TC?

4. Wirde Sie der Aussage zustimmen, dass der TC Ihnen beim
Bearbeiten der Aufgaben ein Geflihl der Sicherheit gegeben
hat?

5. Wenn Sie an den bisherigen Unterricht mit dem TC denken,
empfinden Sie ihn als interessant?

Einstellungsfragen in den TC-Tests
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Abb.10: Sdulen geordnet von links (Frage 6) nach rechts (Frage 1)

Antell an Ja-Antwor ten

Ein hoher Anteil von gut 80% der Schiler empfindet den TC als
Hilfe bei der Bearbeitung der Aufgaben, diese Einstellung
andert sich nicht wesentlich vom Februar zum Juni. Etwa 60%
der Schiler empfinden den Unterricht mit TC als interessant,
diese Einschatzung andert sich vom Schulhalbjahr bis zum
Schuljahresende auch nicht wesentlich. Zwischen Schilerinnen
und Schiilern gibt es hierbei sehr signifikante Unterschiede. So
stehen bei den Schilerinnen 51% Zustimmung zur Aussage,
dass der Unterricht mit dem TC als interessant empfunden
wird, 76% Zustimmung auf Seiten der Schiiler gegentiber. Bei
den ubrigen Fragen gibt es keinerlei signifikante Unterschiede.

In diesem Artikel wurden einige allgemeine Ergebnisse des
Modellversuchs in Klasse 11 dargestellt. Im nachsten Artikel
wird dann auf den Unterricht und Unterrichtsbeispiele in Klasse
11 eingegangen.

Hinweis der Redaktion:

Eine umfangreiche Literaturliste und weitere Informationen
zum Modellversuch finden Sie in der Online-Version dieses
Artikels, den Sie von der Materialdatenbank herunterladen kén-
nen.

(Autoren

Ewald Bichler, Universitat Wurzburg (D)
ewald.bichler@mathematik.uni-wuerzburg.de

Prof. Dr. Hans-Georg Weigand, Universitat Wirzburg (D)
weigand@mathematik.uni-wuerzburg.de

Weitere Forschungsergebnisse zum Einsatz von
Technologie im Unterricht finden Sie auf den
TI-Webseiten unter der Rubrik "Forschung".
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Oder kontaktieren Sie lhren TI-Schulberater sowie unser Cus-
tomer Service Team.

Praktische Prasentationsmoglichkeiten

Projizieren Sie das Display der Lehrerversion lhres TI-Graphik-
rechners mit ViewScreen™, Overheadprojektor, Beamer oder
auch am Whiteboard.

Flexible Verbindungsmoglichkeiten

Die Verbindungskabel zu den TI-Graphikrechnern und Com-
puteralgebrasystemen ermoglichen eine schnelle und
stabile Verbindung zum PC oder Mac.

Unkomplizierte Messwerterfassung

Portable, universell einsetzbare Messwerterfassungssysteme
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