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L'approximation des intégrales

Comment « calculer » une intégrale ?

Contenus Capacités attendues
Définition de I'intégrale d'une fonction Estimer graphiquement ou encadrer une intégrale. Calculer
continue positive définie sur un segment [a, |I’aire entre deux courbes.
b], comme aire sous la courbe Approfondissements
représentative de f. Approximation d'une aire par |'utilisation de suites adjacentes.
[Lien entre intégrales et primitives] Exemples d’algorithme

Méthodes des rectangles, des milieux, des trapézes.

— (I'éleve) Madame, peut-on toujours calculer des on peut y parvenir.

intégrales avec des formules comme pour les —D’accord. Comment ca se passe ?
dérivées ? — Tu pourrais déja découper ton intégrale en
— Non, ce n’est pas toujours possible. Le « bandelettes » trés fines, dont I'aire est bien
mathématicien Liouville I'a démontré en 1835. proche de celle d’un rectangle ...
— Alors, on fait comment ? — Ah I Mais je peux méme faire un peu mieux !

— Si tu acceptes une petite erreur d’approximation,

Il s’agit de déterminer une valeur approchée de I'intégrale d’une fonction

= i
inv(x)=—

f continue et positive sur un intervalle [a; b] grace aux algorithmes "‘\_ -
b oy
des rectangles, milieux ou trapézes. Pour approcher fa flx)dx on ~ In(3)=1.0986...
=  Rectd=1.15

commence par la découper en n sous-intégrales sur des intervalles

. b—a . L
successifs, chacun de longueur p=—— (relation de Chasles, voir ci-
n

contre). Les « points » du découpage sont x,=a+Rkxp pour 0<kR<n.

On approche cette derniere par I'aire d’un rectangle ou d’un trapéze, en
suivant I'une des méthodes indiquées ci-dessous.
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P Objectif 1 : programmer le calcul approché, travail de groupe

La classe se répartit en plusieurs petits groupes, qui choisissent I'un des quatre algorithmes cités, et les
programment en langage Python. A la suite, les groupes testent leurs programmes pour le calcul de

In(2)=0.6931472 (comme intégrale de la fonction inverse définie sur I'intervalle [1; 2] par inv(xf):% ) et

comparent leurs résultats : valeurs par exces ou par défaut, avec quel écart ?

Validation (1ady R

Pour tester nos algorithmes, nous pouvons tenter d’approcher

3
« au mieux » I:f0 V1-x* d x. Cette intégrale est bien connue’ : .
A\ flx)=y1
: : m \ '

elle mesure I'aire d’'un quart de disque de rayon 1, valant 4

o s y s . . . T\
unités d’aire (voir la figure ci-contre?). Aire= -.}1—:2 dr==\
4
0

P Objectif 2 : les primitives 0,05 _ x

-0.17 0.05 (1,0) 150

Dernier objectif : tracer la courbe représentative d’une primitive F

d’une fonction f définie et continue sur un certain intervalle. On pourrait évidemment approcher les
valeurs de la primitive au moyen du travail antérieur, mais c’est peu efficace car on recalculerait de
nombreuses fois les mémes valeurs. Mieux vaut donc procéder « de proche en proche » : une fois F|x|
approchée, on peut approcher F(x+h| (h étant le « pas », une petite valeur) & partir de la formule

) x+h
F(x+h):F[x)+fX f(t) dt, ot l'intégrale peut étre estimée par I'une des méthodes précédentes.

On propose donc d’écrire une fonction ayant pour appel : prim(f,a,b,h,y0), f étant la fonction a

primitiver, a et b les bornes, h le « pas » et y0 la valeur de la primitive au point a, et renvoyant une liste
formée de deux listes, celle des abscisses utilisées et celle des ordonnées correspondantes pour F.

En d’autres termes, il s’agit de calculer, de proche en proche, les valeurs de F(x):y0+fz flt/dt.

Et un exemple a traiter : le logarithme bien sir (en partant de Ln(1/=0).

P Attention : la fonction « logarithme népérien » (notée In) est codée sous le nom log en Python !

1 La primitive de la fonction x~+1-x’a une expression fort compliquée.
2 Cette figure, comme les précédentes, a été réalisée avec le logiciel TI-Nspire CX CAS.
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Une fonction = un objet _
EDITEUR : EVALUE

. LIGHE DU SCRIFT @006
Dans nos fonctions d’approximation recg, recd, mi'l, trap, deﬁeiﬁﬁi"ﬁiii’fﬁ(g)
on a quatre parameétres : la fonction f, les bornes a, b et le o st
nombre n de sous-intervalles a la base du découpage. ERRMER Joihe

»@« Notons qu’une fonction peut étre passée comme

@ PYTHON SHELL

-

“~ parametre a une autre fonction.
L’exemple ci-contre confirme cette {
possibilité. —

Objectif 1 : programmes en Python LT4NE by SCATPT 6612 -0

def recg(f,a,b,n):

4 é;gggygégg;jcarre,Z)

T 2. a 15—
Ici carre désigne une >> evaluel (exp,0)

fonction Python. 1.718281828459046

La programmation des approximations en rectangles a gauche 5=0
. . : _ p=(b-a)/n
(recg) et a droite (recd) suit exactement les prescriptions for k ;r(\ r‘zngt}a(n):
;. Lo . . N . s=s+f [a+k¥p
antérieures. On définit deux variables internes (locales) a la fonction, return s¥p
s pour accumuler les valeurs de la fonction f et p pour la largeur def recd(f,a,b,n):
. s=0
des intervalles (le « pas »). p=(b-a)/n
for k in range(n):
' Pour les trapezes, on évite de transcrire directement le calcul s=s+f (a+k¥p+p)
N . return si¥p
- )" , . L Fxf (X -
oM~ des aires des trapezes, soit px——————, car cela conduirait def trap(f,a,b,n):
2 s=(f(a)+f(b))/2
. . . , p=(b-a)/n
a calculer deux fois les valeurs de la fonction f excepté les for k i range(1,n):
A e h o o==s+f (a+k¥p)
valeurs extrémes f(a) et f[b) [ On utilise ici une variante | return s¥p
On garde ainsi le méme schéma d’accumu- ~ dumécanisme range :  _—yo¢ 1i1(¢,a,b,n):
i . ) range(1,n) fait prendre =0
lation de valeurs dans une variable s, mais | 3 i |es valeurs entieres de p=(b-a)/n
TR n 5 . for k in range(n):
on initialise s avec les valeurs extrémes. N 1an-1 (inclus). ) s=s+f (a+k¥p+p/2)

T — return sikp

:ng: Pour le point milieu, on décale def £(x): return sqrt(l-s¥x)

simplement le point d’évaluation de f d’une demi-longueur %

Validations

On commence par intégrer la fonction « inverse » (inv) entre 1

def inv(x): return 1/x

>>> recg(inv,1,2,100)-log(2)
0.002506249921878867

. ; ; >>> recd(inv,1,2,100)-log(2)
et 2, en vue d’approcher In(2| ; on voit de suite que pour un C0. 002493750078121137
A IF ’ ’ ; ; e ; >>> trap(inv,1,2,100)-log(2)
méme nombre d’intervalles c’est 'approximation des milieux qui 6. 240921878809230e—06
i ; Aali ; ; 5> mil(inv,1,2,100)-log(2)
semble la meilleure. Cela dit, pour réaliser une approximation 23 12855164467 13140-06
5 i ' i >>> mil(inv,1,2,1000)-log(2)
cqnsequente il faus:lralt augmenter substantlelle.mfant le nombre 23, 12499935707 8549¢-08
d’intervalles, au prix d’un temps de calcul considérable. »>> recg(f,0,1,100)
_ . R . 0.7901042579447612
Pour I'aire du quart de disque, méme constat : un meilleur >»> recd(f,0,1,100)
, . _ o , 0.7801042579447612
algorithme peut conduire a de meilleures approximations, mais »>»> trap(f,0,1,100)
. . . . 0.7851042579447612
nous sommes encore loin de pouvoir atteindre des précisions »»> mil(f,0,1,100)

0.7854842144750021

de I'ordre de 10~° ou mieux !
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Objectif 2 : primitives

Nous allons ici employer la méthode des milieux. En vue du tracé de K EgéﬁunRu§§fJP§535 |
. . . . . e rim s8,0,p, H
courbe, il est plus simple de « remplir » deux listes (ici LX et LY), tiz[a%( P+v0)
I'une avec les abscisses et I'autre avec les ordonnées des points de x=;[" ]
e . . g v=v@

la courbe représentative de la primitive. | uniTe b

s La fonction prim() R=x+p
On initialise le processus avec la valeur at- . y=y+f (»+p/2) ¥p

renvoie un couple (une

L . e LX.append(x)
tendue pour la primitive au point a, soit ici y0.| liste) formé de deux listes << -LY.append(y)

__ (abscisses, ordonnées). - return [LX,LY]
T - NS. a Utlls =Hedo crip
~ [ Fne- Ja A #|0utils] Exéc [Seripl

TI-83| La mise en ceuvre graphique nécessite

// g \\\

de faire appel au module ti_plotlib (ne Le résultat de la EDITEUR - RECTANGL _ Ny
fonctionne pas sur la TI-82). Pour comparer fonction prim() est from ti_plotlib import #
avec la « courbe » représentative du rangé dans uneliste " [jes d(p):

. i . formée de deux listes. ——— > [X,Y]=prim(inv,1,5,p,0)
logarithme, on crée dans la liste Z les 2 = [log(x) for x in X]
ordonnées correspondantes aux mémes — — /fl"m(,),w(l, 5,0,2)
abscisses. Le reste n’est plus que miseen | Une « liste en :gﬁg?é(iégpg')”str‘(p) left")
place graphique. compréhension » permet grid(i,.5)

ici d’avoir rapidement une :Olir‘(?ig-ﬁssl)l fr(p], T1eF i)

, . . . ext_a ,'p=""+str y'le
Les résultats, ci-dessous, montrent que liste Z formée des loga color(0, 192?@) P
, : . Lo i X. | grid(1,.95)_

I’approximation s’approche assez _fithmes des pointsde X. |
; S~ — ::i:rggig’ﬁfgl "genter")
correctement de la courbe du logarithme. - J J
| ) ) ) color(255,0,0)

Compte tenu de la mémoire disponible sur la tfxtr§t$4h"ﬁr}~im","r-ight")

. . . . . p o L) H) -
TI-83, il est impossible de faire mieux que s ™ color(0,0,255)

0.045 Une commandede 'l .plot(X,2,".")
p=Y, : tracé : la liste des points | ~show_plot()
d’abscisses dans X, [ Fhs. |a A #|Outils| Exéc [Script|

ordonnées dans Z,

N largeur fine.

@ PYTHON SHELL d—n

p=0.3

primitive primitive
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