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Vorwort

Vorwort

Oft wird man auch von erfahreneren Nutzern der TI-Nspire™Technologie gefragt,
warum im Calculator definierte Funktionen, Variablen etc. nicht aktualisiert werden
kénnen.

Es wird mitunter Ubersehen, dass gerade diese Funktionsweise in der bisher oft
unterschatzten Notes-Applikation ziemlich perfekt integriert ist.

Seit der Version 1.7 erlaubt die Notes-Applikation das Einfligen von mathematischen
Ausdrucksfeldern, um MathPrint Ausdriicke zu erhalten und den originalen Ausdruck
mit dem Ergebnis der Auswertung zu ersetzen.

Ab der Version 2.0 sind die Mathe-Felder (Math-Boxes) interaktiv und werden
aktualisiert, wenn sich eine damit verbundene Math-Box andert. Die Math-Boxes sind
auch dynamisch mit den anderen Applikationen verknlpft — und so auch Notes
selbst. Das macht auch die algebraische Darstellung dynamisch und interaktiv — die
einzige Darstellung, die in der TI-Nspire™ Technologie noch statisch war. Es ist
daruber hinaus mdglich, den eingegebenen Ausdruck ebenso wie die ausgewertete
Ausgabe in der gleichen Math-Box anzuzeigen und das Symbol zwischen Ein- und
Ausgabe anzupassen. Weitere kleine Verbesserungen, insbesondere bessere
Formatierungsméglichkeiten wurden bis zur Version 3.2 eingebracht.

Das Eingeben eines Ausdrucks in eine Math-Box zieht automatisch seine
Auswertung nach sich und flgt das Ergebnis der Auswertung in der gleichen Math-
Box ein. Anderungen einer Math-Box, z. B. die Definition einer Funktion, aktualisiert
alle anderen interaktiven Math-Boxes, die mit dieser Anderung verbunden sind.
Diese Interaktivitat, in Verbindung mit anderen Applikationen, besonders Graphs
&Geometry sowie Data & Statistics, bringt einen neuen unterrichtlichen Wert mit sich.
Sie vollendet das Bild von dynamisch verknlpften vielfachen Darstellungen
mathematischer Konzepte.

Am Beispiel einer teilautomatisierten Kurvendiskussion soll der Grundgedanke
verdeutlicht werden.

Offnen Sie eine Notes-Applikation und
schreiben Sie zunachst einen Text.
Flgen Sie dann fur jede mathematische
Operation eine Math-Box durch [an]m)
ein: Sie erkennen diese Math-Boxes
durch eine rote Umrandung. In diese
kdnnen die gewlnschten Anweisungen
eingetragen und mit bestatigt
werden. Beachten Sie, dass Sie fir das |
Definieren von Variablen den |f) s
Zuweisungsoperator =) verwenden. | e

Bis an diese Stelle ist kaum ein |falel=={flal] - fo
Unterschied zum Vorgehen im | .
Calculator zu sehen. Andert man aber if- of #

nun den Funktionsterm von f, so erfolgt |

automatisch auch eine Anderung des
Terms der 1. Ableitung.

Nun kann man weitere Schritte einer
klassischen Kurvendiskussion erganzen.

" Im Heft wurde das TI-Nspire™ CX CAS Handheld sowie die entsprechende Lehrer-Software
verwendet. Dariliber hinaus sind die Materialien aber auch fiir Verwender des numerischen

TI-Nspire™ CX Handhelds geeignet.
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Vorwort

Weiterhin kann man die Notesseite mit anderen Applikationen verknlpfen, hier mit
dem Graphikfenster.

ry

Einfache 1 769 ‘U’ : "
Kurvendiskussion 1 . -
B 1 f3ix/=faalx)= |
ﬂ,x,|:=x3—5-x » Fertig 1 A |

)y § 2 % -
fal',x‘}:=itﬂ,x,il » Fertig . I

dx ] | 1
L
faly) » 325 1 « Iyl
| . |
N
faaflx,,l::d—{.fa[x_]:l » Fertig 1 . I "
TR = \ 4.79 [} 0.5 1 5.39
zeros|fix) x| » ‘L—Jﬁ O\/; i i . I
ep:=zerosi2fa:x:|,x:| £t Y ]
x)=fx .
: _\E \E il \- {
3 03 )
faalep) - {-2:{15 2:{15 | A AR
ha :
& "7.04

Eine Anderung des Funktionsterms von f aktualisiert nun alle Operationen in beiden
Fenstern.

A
Einfache 1 55 % S I
Kurvendiskussion i . L, = J
. V flx/=faalx] = |
ﬂ,‘x,|:=x3+2 » Fertig 1
FAN Y d 1.7 11 . ‘ (i
falx).=—Ifix]| » Fertig g
=i} \ f2(x/=falx]
fa[jxi] - 3oy \ .«
3 T I . o4
faa(‘x,‘l:=f(fa[_x_]:l » Fertig \ ~
dx’ & =
A5 w 4
11 e L ¥ ¥ A
7 g 3 3. 17 0.2 3.55
zeros|fix) x| = |2 TR -
T f1lx)=flx| .
ep:=zeroshfai,x:|,x_] 107} G
faalep) * {0} o
- ..
® -3.88

(_Hinweis: In der letzten Zeile des linken Fensters wird deutlich, dass weitere
Uberlegungen notwendig sind, um Aussagen Uber Extremstellen o. &. absichern zu

kdénnen.)

© Texas Instruments 2012





Vorwort

Wir wollen lhnen in diesem Heft zunachst anhand kleinerer Beispielaufgaben einen
kurzen Einblick in einige Moglichkeiten geben, die Interactive Notes bietet. Nutzen
Sie bei diesen Beispielen unbedingt die  mitgelieferten Dateien
(www.ti-unterrichtsmaterialien.net), erst dann kénnen Sie die versprochene
Interaktivitat wirklich erleben.

Im Anschluss stellen wir exemplarisch dar, welche didaktischen Mdglichkeiten sich
durch eine sinnvolle Integration dieser Applikation in lhren Mathematikunterricht
ergeben kdénnen.

Anhand von vier Beispielen sollen verschiedene Mdglichkeiten des Einsatzes von
Notes im Unterricht vorgestellt und die sich daraus ergebenden Chancen fiir einen
verstandnisorientierten, explorativen Lernprozess erortert werden. Die Vorteile von
Notes gegenlber dem alleinigen Einsatz zum Beispiel der Calculator-Applikation sind
in Hinblick auf den Einsatzzweck zu betrachten. Dabei kann das Drei-Sdulen-Modell
von Bichler” als Orientierung dienen: CAS kann im Mathematikunterricht als
Rechen-, Lehr- oder Lernwerkzeug eingesetzt werden. Dabei soll der Schwerpunkt
auf den Aspekt des Lernwerkzeuges gelegt werden, da dieser nach Bichler am
bedeutsamsten ist. Notes erscheint geradezu pradestiniert dafiir zu sein, das CAS
nicht nur als Rechenwerkzeug einzusetzen, sondern Schulerinnen und Schilern
neue Mdglichkeiten des Lernens von Mathematik zu erdffnen.

Eine Vielzahl etwas komplexerer Beispiele aus verschiedenen Themengebieten der
Sekundarstufen | und Il sollen Anregungen fir die Weiterarbeit geben.

Autoren:

Dr. Ewald Bichler, Dr. Georg Briickner, Dr. Hubert Langlotz, Guinter Dreef3en-Meyer,
Bernd Geyling, Ralph Huste, Martin Kesting, Edmund Kronabel, Peter Schmelz,

Dr. Wilfried Zappe

Herausgeber:

Dr. Hubert Langlotz

? Bichler, Ewald 2010. Explorative Studie zum langfristigen Taschencomputereinsatz im
Mathematikunterricht. Verlag Dr. Kovac, 2010, S. 33 ff.
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Schnittpunkt zweier Parabeln

Schnittpunkt zweier Parabeln

Diese Aufgabe zum Schnitt zweier

Parabeln kann am Ende einer
Unterrichtseinheit zu  quadratischen
Funktionen stehen.

Der Bildschirmausdruck zeigt, dass
Notes auch als eine einfache
Textverarbeitung genutzt werden kann.
Der Text wird Uber die
Buchstabentastatur eingegeben.

Einfache Formatierungen sind im Menii
— Formatieren, Sonderzeichen wie R
oder € sind unter (& zu finden.

Eine einfache Realisierung zeigt das
nebenstehende Bild. Die Math-Boxes

werden mit [arjm) eingefiugt, die
Funktionen definiert und mit

bestatigt. Baut man auf der Graphs-
Seite einen Schieberegler fir den
Parameter t ein, lasst sich die Wirkung
des Parameters schnell dynamisch
beobachten.

Hier wird gezeigt, wie leicht sich das
Dokument an einen veranderten
Sachverhalt anpassen |&sst.

Der Parameter t wurde in der
allgemeinen Losung durch k ersetzt,
weil t als Variable im Schieberegler mit
einem aktuellen Wert belegt ist.

Ferner ist es sinnvoll, statt solve() die
Anweisung zeros() zu verwenden. Die
Ergebnisse werden dann als Liste
angegeben, mit deren Hilfe man sofort
die zugehdrigen y-Werte der
Schnittpunkte ausrechnet.

Wegen der besseren Ubersichtlichkeit
sind Uber [an]meny) Attribute des math.
Feldes einige Ausgaben verborgen
worden.

[=egeben Sind die

auf den Funktiamsgraphen ven f

Untersuche die Abh angigecel der Anzanl von

Schniftpunkte der Parabeln vom Parameter t

m
quadratischen Funktionen =
y=1{x}= =4+t it tel umdl
yehixje - +8x-17
Deschreibe den Einfluss des Parameters t
>

=
¥

i y) ey =ed x4t

o g [ L

galwel v = 1) )

L |

i P 1l )=l )] |
h!l_' - & II |
.  aam W I
I.lﬂf .'_ L::l'l LRV 3 —'SI |
) -hlx) «] : |
| PRI 1 | . -
] 12 |
¥ i '_ II
i 1 |
TExi=hxl 14\ ]
! Liste| 2 1 W
- ([ 4/458.-158)
.I... = .,J_,.-l. B j !

Mithilfe dieses Dokumentes kénnen die Schiler experimentieren, die Auswirkungen
des Parameters t anschaulich erleben und eine allgemeine Lésung des Problems
leichter selbst finden. Der TI-Nspire™ wird hier als Rechen- und Lernwerkzeug

verwendet.
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Schnittpunkt zweier Parabeln

Eine etwas andere Realisierung derselben Aufgabenstellung wird im Folgenden
vorgestellt. Das erfolgt hier auch deshalb, um lhnen weitere Tipps flr die Anwendung
von Notes zu geben.

Die Definition und Speicherung der
Funktionsgleichungen unter geeigneten
Variablen erfolgt im Calculator.

Einer Erklarung flr den Schiler bedarf |gbe!=x"+8x-17
evtl. die Definition der Funktion f in
Abhangigkeit von zwei Parametern,
wobei statt des Parameters t hier die
Variable k verwendet wird.

Eine neue Seite wird eingefiugt. Der
Bildschirm wird geteilt. Die beiden
Funktionen f und g werden grafisch
dargestellt.

Der eingefugte Schieberegler steuert
den Parameter k.

Die Koordinaten der Schnittpunkte
werden - falls vorhanden - mit
eingestellter Genauigkeit angezeigt.

In der linken Applikation (Notes) werden
in einer Math-Box die aktuellen
Funktionsgleichungen angezeigt.

Bei der Formatierung Uber [(ctn](meny
Attribute des math. Feldes wird die
Eingabe der Math-Box anschlieRend
ausgeblendet.

Bei der allgemeinen Losung wird wie in
der Aufgabenstellung der Parameter t

verwendet, um eine Kollision mit der [ ' ! | ¥
Variablen k zu vermeiden. Die Definition |ccnnmsterer |
erfolgt in einer Math-Box. vl )gllx)
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Abwurf

Im Grafikbildschirm kann abschlieRend
noch der Schieberegler mit einer
Wertanzeige fir den  Parameter
versehen werden. Es handelt sich um
zwei unabhangige Texteingaben (,t =*
und ,k“). Der Wert des Textfeldes k"
wird wie dargestellt Gber Berechnen in
einen Zahlenwert verwandelt und hinter
dem Text ,t = platziert.

Abwurf

Wird in Aufgabenstellungen eine wiederholte Anwendung ein und derselben
Berechnung fiir verschiedene Parameterwerte verlangt, bietet sich eine Umsetzung
in einem Notes-Dokument an. Besonders hilfreich ist es, wenn man die Rechnung
durch eine grafische oder geometrische Applikation veranschaulichen kann.

Aufgabe:
Wird ein Paket aus einem Flugzeug geworfen, dann kann man seine Flugbahn
naherungsweise durch folgende Gleichung beschreiben:

h(x) = —L%J -x2 +H
Y

Hier bedeuten:

H die Abwurfhéhe (in m),

v die Flugzeuggeschwindigkeiten (in m/s),

x die Entfernung von der Abwurfstelle (in m) und

h(x) die Hohe des Paketes an der Stelle x (in m).

Warum beschreibt h(x,) = 0 die Stelle, an der das Paket auf dem Boden ankommt?
Berechne die Entfernung x, fur ein Flugzeug, das mit der Geschwindigkeit

20 m/s in 200 m Héhe fliegt.

Verdopple 1) die Abwurfhéhe bzw. 2) die Geschwindigkeit und berechne jeweils die
Entfernung. Wie andert sich x,?

(Quelle: Mathematik 9, Gymnasium Nordrhein-Westfalen, Duden - Paetec, 2009, S.41)

Da der Rechner nicht zwischen GroR- rm
und Kleinschreibung

von Variablen

unterscheidet, muss  eine  vom |“Eseiwandighelt v .
Aufgabentext etwas abweichende |Atwaurthahe a
Schreibweise fur einige Variablen :
gewahlt werden. Fiugbahn: hlx)=—: x<+a *
Leicht lassen sich Angaben fir die i

Abwurfhéhe oder die Geschwindigkeit |z frasfetais
andern. Man klickt auf die betreffende | g ceureclily] Jpe=0 -
Math-Box und nimmt die gewlinschte
Anderung vor. Es erfolgt sofort eine
Neuberechnung der Auftreffstelle. Der
TI-Nspire™ fungiert als komfortables
Rechenwerkzeug.
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o-Umgebungen

Etwas eleganter geht es noch in
Verbindung mit der grafischen
Darstellung. Nun lasst sich auch gut
experimentieren, z. B. um nach
Geschwindigkeit oder Abwurfhéhe bei
einer gewulnschten Auftreffstelle zu
suchen. Die TI-Nspire™Technologie
wird dann schon eher als Lernwerkzeug |l =zeros hicl« )
eingesetzt. x>

Damit alles Wichtige auf dem Bildschirm i
des Handhelds zu sehen ist, wurde auf
Kommentare in der linken
Bildschirmhalfte verzichtet.

-..JI_,.- W
H.J_,‘ = 300

i L= { ). Dot 1]

o-Umgebungen

Wir betrachten die c-Umgebungen um den Erwartungswert p einer Bernoulli-Kette
und die Bedeutung der Vielfachheit von o.
Fir das Berechnen von Intervallwahrscheinlichkeiten [u—C;u+ C]spielen die o-

Regeln eine wichtige Rolle. In Unterrichtsblichern und in Formelsammlungen werden
sie meist tabellarisch zusammengestellt. Die Interaktivitat der Notes-Seite zusammen
mit einer Graphik-Seite kann den Schiilern die Bedeutung der c—Regeln sehr schon
veranschaulichen, viel besser als durch die sonst etwas starren Ubungen.

Der Bildschirm wird in einen Notes-Teil und einen Graphik-Teil gesplittet. Auf der
Notes-Seite wird die Kettenlange n in einer Math-Box definiert. Die
Trefferwahrscheinlichkeit p wird fir die Dynamisierung der kleinen Applikation besser
im Graphik-Teil Gber einen Schieberegler festgelegt. Ein weiterer Schieberegler stellt
dort auch die Vielfachheit k von o ein.

Im Notes-Teil werden jetzt der Erwartungswert uy berechnet, ebenso die
Standardabweichung o. Ferner werden noch die beiden Grenzen ul und ur des
Umgebungsintervalls um den Erwartungswert ew berechnet.

o]

Bedewtung der Sigma-Umgebungen all
bel Bermoulli-Ketten

P x f=mormd'd i)« e, Sigma

Kefterdange: m=100 = §

puisgabo §pess A oy
p * 0 s

k*1 0.681
Erwanungswert
—

= tandandabeschiung

sigma = [ew (1-p] = 2 57494 | |
P 007 $ .
o [ L ] I.-I'I;_.I‘-!i'.'"..“'; e ¥ .
= f L L}
ul:=ew-k sigma = £0.0251 | . '|..l
ur-=ewik-sigma = 52 9740 I I
(50.,0) ({ss..0) (60,0)
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Beispiele zu den Meniis unter Notes

Zum Erzeugen der g-Umgebung in der Graphik mussen drei Punkte auf die x-Achse
gelegt werden. Die x-Koordinaten werden verknlpft mit dem linken Randwert ul, dem
Erwartungswert ew und dem rechten Randwert ur.

Fir die Verknlpfung lasst man die Koordinaten des Punktes anzeigen, steuert die
x-Koordinate mit dem Cursor an, driickt die Taste und wahlt unter Verkniipfen
die entsprechende Variable aus.

Die Normalverteilungsfunktion wird mithilfe des Befehls normPdf(x,,c)graphisch

dargestellt. Mit dem Integralbefehl des Menls Graph analysieren wird jetzt der
Integralwert der Normalverteilungsfunktion Gber dem |Intervall [u—cC;u+C]

berechnet.

Zur Unterstltzung der Anschaulichkeit sind noch die Werte der Binomialverteilung
als Streu-Plot Uber der x-Achse aufgetragen worden, erzeugt mit dem binomPdf-
Befehl auf einer Seite der Tabellenkalkulation.

%X WW
=seq(k,k,0,'n) |=biﬂﬂmpdf('ﬂ,'D]|
/.B8861E-31
/.BB861E-29
3.90480E-27
3 1.27359E-25

Der TI-Nspire™ wird mit diesem Dokument ein Lernwerkzeug, weil die Schiler
interaktiv handelnd die 0—Regeln erfahren und herleiten kénnen.

bd | — |

Beispiele zu den Menus unter Notes

Ey

S g
1 2 Vorlagen [ Wie schwer sind die Eisenkugein, wenn ene
| 3: Einfugen b einen Durchmesser von 120 cm hat
5! 4: Formateran ]
Tk .
b

fx6: Berec hnungen

Anhand dieses Beispiels werden Befehle
aus den Unter- und KontextmenUs von
Notes erlautert.

- o v
Texte und Fotos3 (letzteres nur Uber den
PC) lassen sich in Notes-Dokumente

eingeben bzw. einfligen.

® Foto -Kugelstapel“ privat, Sammlung Zappe
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Beispiele zu den Menis unter Notes

Schrift 1&sst sich formatieren:

4: Formatieren

Eine Math-Box kann eingefugt werden:
3: Einfiigen oder [«1]Mm]

Uber 6: Berechnungen konnen in einer
Math-Box die aus dem Calculator bekannten
Operationen auch in Notes realisiert werden.

Ein- oder Ausgabe einer Math-Box kdnnen
.versteckt werden Uber:

5: Math Box Optionen oder [ctr](meny)
Attribute des math. Felds

Die farbige Unterlegung wird Uber
4: Formatieren realisiert.

Die Genauigkeit der Anzeige wird Uber
5: Einstellungen

2: Dokumenteinstellungen

beeinflusst.

Das Zeichen =~ kann unter (= 4 gefunden
und eingefugt werden.

Das Foto kann in Seite 1.1 Uber [(«](c] kopiert
und in eine neue Seite mit [«](v) eingeflgt
werden.

Die Summenformel kann Gber (-] oder
6: Berechnungen eingefugt werden.

Innerhalb eines Problems bleiben die
Variablen gliltig, deshalb kann auf der neuen
Seite1.3 mit der Variablen m von Seite 1.2
weiter gerechnet werden.

Uber den Seitensortierer kann die Seite 1.3
kopiert und als Seite 1.4 eingeflgt werden.

Unter 1: Aktionen 3: Berechnen&Ersetzen
wird das Ergebnis der Berechnung in Text
umgewandelt. Die Formel verschwindet.

Aber Achtung:

Das Ergebnis auf der Seite 1.4 wird nun
nach diesem Befehl nicht mehr aktualisiert,
wenn man z. B. den Radius verdoppelt. Alle
anderen vom Radius abhangenden

We scivver 121 sine Erserkugel wenn sie

gimen Durchmesses won 12 0 cm hat

van Elsen p=7 B = gicm

Radius der Kugel r =

Wiz schwver ist winm Eisenkugel, wenn s

airen Durehmasosr yar 120 0 erm e

i = 1 b= p= K Fll-\.':.ul
Haous der Fuget ¢ =28 0
Kugetvolumen v=471 pi'r cm
Eugemasse: m=7T | kg

£
Wie zchwer st der ganze Stapel? i

Az ahl alles | ._.j.-:r. a-

ESAMAMBSSE mEes =2 m * t2lkg

Wie schwer |5t der ganze Staps!? i

Anzahl aller Kugeln: 55

Gecamimasse: 1110 09k j

10
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Beispiele zu den Meniis unter Notes

Resultate auf den Seiten 1.2 und 1.3 werden
hingegen mit dem neuen Wert aktualisiert.

Wahlt man unter

1: Aktionen 5: Alle deaktivieren,

so entsteht auf Seite 1.2 die nebenstehende
Ansicht.

Andert man jetzt z. B. den Wert der

airen Durchmeasoar yar 2 O erm ke

Wie schwer ist mine Eisenkugel, wenn sse

Variablen r vonr=6 cm aufr =12 cm, so Dichte von Eicen p=? 86 - 788 giom'
hat das keine Auswirkungen auf die anderen o o ot patin - 1 e
Ergebnisse. ’
Fugetolmen wsll o - 804 8cm
Mit 1: Aktionen 7: Alle aktivieren kann man | .. DN B
den Schritt Alle deaktivieren wieder e e U
rickgangig machen.
© Texas Instruments 2012 11






Bemerkungen zu didaktischen Aspekten des Einsatzes von Notes

Bemerkungen zu didaktischen Aspekten des Einsatzes von
Notes

Im Folgenden stellen wir einige Beispiele fir die Erstellung und Verwendung von
Notes-Dokumenten und Vorschlage fiir deren didaktischen Einsatz im Unterricht vor.

Beispiel 1:
Tangenten an den Graphen einer Funktion durch einen beliebigen Punkt

Eine Standard-Aufgabe, die in der Oberstufe auch ohne Hilfsmittel beherrscht
werden sollte, ist die Bestimmung der Gleichung einer Tangente an den Graphen
einer Funktion an einer vorgegebenen Stelle, also durch einen vorgegebenen Punkt
des Graphen.

Komplizierter ist die Aufgabe, die Gleichung einer Tangente an den Graphen zu
bestimmen, die durch einen gegebenen Punkt aul3erhalb des Graphen verlaufen soll.
Bei einer ersten Betrachtung kénnen bereits an der Funktion f(x)= x2 + 1 Fragen der
Existenz von Losungen qualitativ diskutiert werden. Nutzt man die Graphs-
Applikation mit dem Befehl ,Tangente, stellt man zudem fest, dass selbst eine
naherungsweise Bestimmung mit diesem Werkzeug schwierig ist, wenn der
unbekannte BerlUhrungspunkt im Bereich starker Krimmung des Graphen liegt.

[T T—

e

Es lohnt daher, nach einem analytischen Lésungsweg zu suchen. Dabei kann der
Ruickblick auf die genannte Standard-Aufgabe hilfreich sein:
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Man beginnt mit dem Ansatz fiir eine Geradengleichung y = t(x) = mx + n. Die
Parameter m und n sind zu bestimmen. Es missen zwei Bedingungen erfillt werden.
Bei dem ublichen Lésungsweg wird m unabhangig von n zuerst bestimmt. Im
Hinblick auf die beabsichtigte Verallgemeinerung ist es vorteilhaft, den Lésungsweg
mit Hilfe eines Gleichungssystems darzustellen, welches sich aus den zu erfullenden
Bedingungen ergibt:

Aufgabe Tangente an den Graphen von f an
einer Stelle xg

Bedingung 1 Die Tangente hat an der Stelle xq|t(xo) = f(xo)
denselben Funktionswert wie die
gegebene Funktion f.

Bedingung 2 Die Tangente hat an der Stelle xq|t'(xo) = f'(Xo)
denselben Anstieg wie die gegebene
Funktion f.

Setzt man diesen Lésungsansatz mit Hilfe von Notes um, so wird das CAS zu einem
effektiven Rechenwerkzeug fir den jeweiligen Aufgabentyp ausgebaut. Dies ist zu
empfehlen, wenn die Schilerinnen und Schiler noch keine Erfahrung im Umgang mit
Notes haben.

[::._-.-..' 1 = Serne FundcHon
thc) =m oac+nr » Fertip Ansatz fir Tangente
=] =
f {4
falx) =—Iiflx)) » Fermg 1. Ableltung von f
I' flx0 )=t x0
sotval 1 moal v
| (f0l 30 = |

Die Schilerinnen und Schiller haben damit auch eine gute Madoglichkeit der
Selbstkontrolle zur Hand, wenn diese Aufgaben weiterhin ohne Hilfsmittel geubt
werden mussen.

Ein nahe liegendes Lernziel ist nun, dass die Schulerinnen und Schiler selbst einen
ahnlichen Loésungsansatz in einer neuen (komplizierteren) Situation aufstellen
konnen. Dazu soll die Tangentenaufgabe prazisiert werden:

Gegeben sind eine Funktion f und ein Punkt P(x; y,). Gesucht sind die Gleichungen
aller Tangenten, die man von P aus an den Graphen von f legen kann, sowie die
Koordinaten des jeweilige Berthrungspunktes Q(Xq; Yq)-

Der Hinweis auf den gesuchten Berlhrungspunkt bzw. die gesuchten
BerlUhrungspunkte ist sinnvoll, da sonst nicht leicht ersichtlich ist, welches die
unbekannten GroéRen sind. Es ergibt sich dann ein ahnlich strukturierter
Lésungsansatz wie zuvor:
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Aufgabe Tangente an den Graphen von f von
einem Punkt P(x;; yp) aus legen.
Q(Xq; Yq) ist der Beriihrpunkt.

Bedingung 1 Tangente verlauft durch den Punkt P Yo = t(Xp)

Bedingung 2 Tangente hat an der Stelle x4 denselben |t(Xq) = f(Xq)
Funktionswert wie f.

Bedingung 3 Tangente hat an der Stelle x, denselben |t'(Xq) = f'(Xq)
Anstieg wie f.

Damit sind die Parameter m und n sowie die Stelle x,, an der sich Tangente und
Graph berihren, zu bestimmen.

Das kalkulmaRige Lésen eines nichtlinearen Gleichungssystems ist in der Regel kein
Unterrichtsgegenstand, sodass hier der Einsatz des CAS angezeigt ist.

I 22 dsdali_tangents ==

flx) ex® el » Ferogtalx) =-=(flx}] »
dx
tix) =mr x4m = Fersg Ansatz fur Tangente
Xp-=2 » 2yp:=4 » 4Koor, Punkt P
| {tlxp)=yp '|
:-:-i'-'--:il":-.lll-t': o) mn g
1. ¢
{ | falg )| =m |
i and n il xzge =

I 11 i | z £ i .|.1'|-'|_|"||'|-'.|1"I'.|‘|'- L :

flx) wx® el » Ferop talx) =-=(flx]] »
dx

Hx) =mr x+m = Ferng Ansatz fir Tangange
xp=1+ 1yp-=4 » 4Koor, Punkt P

| {tlxp=yp '|
:-:-i'—'--:1l":-.|||-t': 'c_'.l:| m iy | = fa |

1.

:li_li'.l.‘_il.l-':' ,I

W

Diese ausflihrliche Darstellung eines moglichen Unterrichtsgangs soll aufzeigen,
dass das CAS eine intensive Auseinandersetzung der Schulerinnen und Schiler mit
mathematischen Inhalten nicht ersetzen kann. Es sollte unbedingt gewurdigt werden,
wie viel mathematisches Verstandnis erforderlich ist, das richtige Gleichungssystem
aufzustellen, speziell auch die in Worten formulierten Bedingungen in die Sprache
der Mathematik zu Ubersetzen.

Das Gleichungssystem (nichtlinear!) kann solve() meistens exakt l6sen. Es ist
unbedingt notwendig, die vom Rechner angezeigten Ergebnisse inhaltlich mit Blick
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auf die Aufgabenstellung zu interpretieren. So muss eine schriftliche Darstellung der
Lésung durch Schiler erkennen lassen:

e die Ansatzfindung
e die Umsetzung auf dem Rechner
o die Interpretation des Ergebnisses.

Doch damit ist dieses Beispiel noch nicht ausgeschopft, der Einsatz von Notes ist
bisher nicht Gber den eines Rechenwerkzeuges hinaus gekommen.

Der erste Vorteil von Notes liegt aber schon auf der Hand:

Problemlos kénnen die Koordinaten des Punktes P und die betrachtete Funktion f
geandert werden. Das Notes-Arbeitsblatt wird jeweils unmittelbar die neuen
Lésungen anzeigen. So koénnen die eingangs diskutierten unterschiedlichen
Lésungsmannigfaltigkeiten nachvollzogen werden. Interaktives Arbeiten mit einer
einzelnen Anwendung ermdglicht Entlastung von wiederholter Kalkilanwendung und
gleichartigen Eingaben.

Der zweite Vorteil besteht in der Mdglichkeit der Verknlipfung von Notes mit anderen
Applikationen. Konkret liegt die grafische Veranschaulichung der gefundenen
Lésungen nahe.

Verknipft man die Koordinaten des Punktes P in der Graphs-Applikation mit den
Variablen x, und y,, so kann man den Punkt durch Ziehen andern und sogleich
werden die Tangentengleichungen neu berechnet und sofort grafisch dargestellt. In
dieser Situation ergeben sich allerdings meist einige technischen Schwierigkeiten bei
der Erzeugung der fertigen Losungsfunktionen aus den berechneten Ergebnissen
des solve-Befehls, die im Anhang naher erlautert sind.

Besonders elegante Umsetzungen eignen sich hingegen eher fur vorbereitete
Prasentationen, das CAS wird dann vorrangig als Lehrwerkzeug benutzt.

'y

1
-

Filvl=fxl
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Beispiel 2:
Definition des bestimmten Integrals durch Rechtecksummen

Die Begriffe ,Obersumme®, ,Untersumme® bzw. allgemein einer ,Rechtecksumme®
werden anhand eines geeigneten Beispiels ,klassisch eingeflhrt. In einem typischen
Unterrichtsgang wird man vielleicht wie folgt beschrieben verfahren.

Es soll die Flache unter der Parabel y = f(x) = x> + 1 im Intervall [1; 4] durch Ober-
oder Untersummen naherungsweise bestimmt werden.

3
Fir die Obersumme in diesem Beispiel gilt: rs( 3)=%-ZK 1+k- 417 + 1] =32.

k=1
Weitere Beispiele dieser Art flihren zu der Erkenntnis, dass sich fir die Berechnung
einer Rechtecksumme zu einer Funktion f(x) im Intervall [a; b] Terme der Art

n
Ax-Y f( a+k-Ax) ergeben. Dabei kann Ax z.B. durch Ax =12 oder Ax =12
k=1
bestimmt werden. Im Regelfall sollten solche Summen fir kleine n (n = 1, 2, 3) auch
mit Papier und Bleistift berechnet oder abgeschatzt werden.

Die notwendigen Berechnungen fir groRere n werden dann bes ser mithilfe eines
interaktiven Notes-Arbeitsblattes ausgefihrt. Der CAS-Rechner wird damit zunachst
als komfortables Rechenwerkzeug verwendet.

Dabei sollte zunachst eine moglichst einfache Realisierung angestrebt werden, die
jeder Schiiler rasch nachvollziehen und selbst eingeben kann, die aber so angelegt
ist, dass sie rasch erweitert oder verandert werden kann. Die erarbeiteten Formeln
kénnen direkt in entsprechende Math-Boxes eingefligt werden.

16 © Texas Instruments 2012





Bemerkungen zu didaktischen Aspekten des Einsatzes von Notes

Das Nachdenken Uber dieses Arbeitsblatt, interaktive Veranderungen der Eintrage
konnen das Verstandnis flr die zu erwerbenden Kenntnisse vertiefen. Der CAS-
Rechner wird damit eher auch zu einem Lernwerkzeug.

Beispiele fur Fragestellungen zur Vertiefung des Verstandnisses:

Untersuchen Sie exemplarisch die Werte von rs(n) fur grofer werdende n.
Begriinden Sie, dass die Darstellung im Bildschirmausdruck eine Obersumme
beschreibt.

Erldutern Sie, weshalb rs(n) im obigen Beispiel fur a = 1 und b = 4 eine
Untersumme beschreibt, wenn k von 0 bis n-1 |auft.

Begriinden Sie, dass rs(n) im obigen Beispiel flir a = - 3 und b = - 2 eine
Untersumme berechnet, wenn k von 1 bis n lauft.

Geben Sie einen Term fur rs(n) an, der fur f(x) = x> + 1 im Intervall [-20; - 10]
eine Obersumme beschreibt.

Bringen Sie die Erkenntnisse aus den bisherigen Aufgaben in
Zusammenhang mit der Monotonieeigenschaft der Funktion f im jeweils
betrachteten Intervall.

Andern Sie die Funktion f so ab, damit rs(n) eine Obersumme im Intervall

[0, 1] berechnet. Erklaren Sie Ihr Vorgehen.

Beschreiben Sie verschiedene Mdglichkeiten, das interaktive Arbeitsblatt zu
andern, um eine feinere Zerlegung des Intervalls [0; 1] zu realisieren.

Treffen Sie eine Vorhersage fur den Wert von rs(n) mit f(x) = sin(x) im
Intervall [0;272'] und Gberprifen Sie |hre Prognose fir verschiedene Werte

von n mit dem CAS.

Verwendet man das Notes-Dokument didakt_1.tns zur Berechnung und gleichzeitig
zur grafischen Darstellung der Rechtecksummen, so ist der Einsatz des CAS-
Rechners eher als Lehrwerkzeug anzusehen.
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11 |2
" |
flx] =<4l fl |'---"'I'l_¢+‘

a =i =1

rFthll'l:k,'ﬂ.l.nlﬂlfl_j' \\

i i e e Y

0 L]_
i

Das in diesem Arbeitsblatt implementierte Programm rechtecksumme()
veranschaulicht ~ Rechtecksummen als  spezielle  Streudiagramme. Da
Programmierung i. A. nicht Gegenstand des Mathematikunterrichts ist, wird man den
Schilern dieses Notes-Arbeitsblatt in der Regel als fertige Datei zur Verfugung
stellen oder es zu Demonstrationszwecken nutzen.

Hinweise zur Erstellung dieser Notes-Applikation finden Sie im Anhang.
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Beispiel 3:
Notes — Dokument mit der Vorlage ,,Frage&Antwort“ nutzen

Es gibt Unterrichtssituationen, bei denen der Lerngruppe rasch eine
Aufgabenstellung prasentiert werden soll. Dazu lasst sich sehr gut die Vorlage
,<Frage&Antwort® unter Notes nutzen. Man kann sowohl die Aufgabenstellung als
auch die Antwort eingeben, aber die Antwort zunachst ,verbergen®. Die Schiler
kénnen sich also zunachst selbststandig mit der Aufgabenlésung befassen und dann
z. B. zur Selbstkontrolle die vorgegebene Ldsung interpretieren.

Offnen Sie ein Notes-Dokument und wahlen Sie unter ,Vorlagen® das
.Frage&Antwort-Men(“ aus.

= 1 Akhon#En
7 2: Vortagen el 1 FragefAnworn
¥ 3 Einfugen Wt 2 Korrektur

.-933-: Formatieren  |[A)

& Al

JX 6: Berechnungen b

IN&ICNENE —=r

Geben Sie im Frageteil die Aufgabenstellung ein oder kopieren Sie diese aus einem
anderen Dokument und fugen Sie den Text mit ein. Der Text kann gestaltet werden
z. B. durch verschiedene Schriftarten und SchriftgroRen, Hoch- und Tiefstellungen,
Farben usw.; arbeiten Sie dazu am besten am PC.

Die Punkte A(5: 0; 0), B(5: 5: 0), C(0; 5. 0), ID(0; 0; 0) und

E(0; 0; 5) sind die Eckpunkte einer schiefen Pyramide.

Der Punkt M liegt auf der Strecke AC und der Punkt S, ist der
Schwerpunkt der Seitenfliche BCE.

Ermitteln Sie, wo der Punkt M liegen muss, damit sich die
Ceraden g durch M und E sowie h durch D) und 5. 1n genau emnem
Punkt H schneiden. Geben Sie in diesem Falle die Koordinaten

von M und H an.

Im Antwortteil kdbnnen Sie die Lésung generieren. Im Unterricht kann die Ldsung
zunachst ausgeblendet werden, klicken Sie dazu auf den Button am rechten Rand.
Die Schiler kénnen nun den TI-Nspire™ als Rechenwerkzeug nutzen, um eine
Lésung zu erarbeiten. Die Verwendung von Notes hat den Vorteil, dass sich rasch
Korrekturen, z. B. bei falsch eingegebenen Koordinaten vornehmen lassen, ohne
dass die gesamte Rechnung wiederholt werden muss.

Fir eine Besprechung der Aufgaben kann dann ggf. auch die vom Lehrer
vorbereitete Musterlésung aus dem Antwortteil wieder eingeblendet werden. Sie
kann mit Kommentaren versehen werden und aullerdem die wichtigsten
Rechenschritte enthalten. Der Lehrer nutzt Notes in diesem Fall vor allem als
Lehrwerkzeug.
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Anteart
[s1 [s] f[a]l  flal [al ra , .- . _-'I-

-, belsfeofs| d=fo|en{o| miEk=ati(c-a) SRS |
lo] e

Gerade g dimch M und E ;::Z-.:i wrrille bt | emik]

arnds Big) Sirch D und S B 1 iy (=il

Schmmivon gund h

solvelgir H=blglrg

{1 1

B m

Es ist auch mdglich, solche Texte aus vorhandenen Dokumenten zu kopieren und in
das Notesdokument einzufligen. Im folgenden Beispiel wurde eine Aufgabe eines
hilfsmittelfreien Tests aus der CD kopiert, die dem Oberstufenlehrbuch des
Dudenverlags beiliegt und mit Lésung in das Notesdokument eingefligt. Hier kann
der CAS-Rechner auch als Lernwerkzeug betrachtet werden, wenn der Schiler
bewusst die vorgegebene Antwort erst zur Kontrolle einer selbst gefundenen Loésung

einsetzt.

Frage

14, Gegeben st ein Wikdel ARCDERGH min der Kantenlinge 4 cm P H
a) Grebweny Sie elne Glelchumg Birdie Gerade g, a9, die

durch den Furka Bverliu und Jen Richiun poelon: G
; -I;_'l]i-l.;_.”;_\: hist, e
bl Ulerprifen Sie. ob der Punka K[0, & 1) auf der Gemden -~ ML ] 1 s
g lley, y
¢} Geben Sesine Glelchunyg fir die Gerade gy an, die # |..
durch die Punkre © und | vertiuf. ke nicht madstablh

A} Cehen S elne Glelehiimg 0 dne Cemade g, 00, die

dureh den Furka 11 veslduf umid mi i, parsilel i

LT -, beschrieben?

= [t &
¢) Welche Furkimense wind dusch dbe Glelchung x= 2 H‘ 1
5] i

Antwort &

= f=l - = [ | - [ -4
Th.a] X ':!]Ilh-: |l B K [ I 1:1 -|.|"- dj x 1|I|I--|- ||' «] T
i L . f | Th [ ]

*

L

Quelle: Lehrbuch ,Analytische Geometrie®, Duden-Paetec - Verlag, Berlin 2007, S. 107
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Beispiel 4
Trigonometrische Berechnungen und Konstruktion

Anwendungen zu den Kongruenzsatzen als auch die Berechnung fehlender Stiicke
in beliebigen Dreiecken gehdren zum Inhalt des Geometrieunterrichts der
Sekundarstufe I.

Man kann diese Notes-Applikation z. B. in den Unterricht integrieren, indem man ein
Beispiel gemeinsam mit den Schiilern erarbeitet und anschlieftend die Konstruktion
und die Berechnung nach den weiteren Kongruenzsatzen in Gruppenarbeit auf die
Klasse verteilt.

Es empfiehlt sich, die Erstellung umfangreicherer geometrischer Konstruktionen am
PC vorzunehmen und sie dann auf das Handheld zu tberspielen.

An dieser Stelle wird der TI-Nspire™ vor allem als Lernwerkzeug eingesetzt, da die
Schiler in der Gruppe einerseits den Umgang mit einer dynamischen
Geometriesoftware erlernen und andererseits die Kongruenzsatze zur Berechnung
anwenden.

Ist die Datei erstellt, kdnnen die Schiler nun den TI-Nspire™ als Rechenwerkzeug
nutzen, um weitere Aufgaben zu bearbeiten. Gleichzeitig kann die Datei gut zur
Kontrolle von Lésungen eingesetzt werden.

Im Screenshot sehen Sie die fertige Seite: Links werden die gegebenen Stilicke s, s
und w; definiert, die fehlenden Dreiecksstlicke werden dann durch zweimalige
Anwendung des Kosinussatzes sowie der Beziehung Uber die Winkelsumme im
Dreieck berechnet.

|
|
| ¥
! e el W3 -.!
3= 0 81 vad =3 o) 02 coalwd _;f. e
F. )
.'r. .|
g “ag =g} -’ 1
Iwz ...... 1
| 15153 & cal "
Wl =1 I3 = 4 F; !

Die Konstruktion im rechten Teilfenster, die auch zur Kontrolle von Berechnungen
genutzt werden kann, wird im Anhang erklart.

Sind alle Kongruenzsatze implementiert, so lassen sich auch die problematischen
Falle gut verdeutlichen und diskutieren.
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ey
=eifal) 51
Spited: s3=4 * 4

Winkell wi:=34 = 34

Wwinkeal 2
I' = ') 1

wa ssin{ 22T | g a0ss
| 1 f

Winkel3

wW3:=180-wil-w2 = 97.7902
a1 ain|w3) -

Ceitel! 53:= ————
gl |
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Newton-Verfahren

Newton-Verfahren

Das numerische Newton-Verfahren zur Berechnung der Nullstellen von Funktionen
ist eines der wenigen iterativen Verfahren, die noch im Rahmenlehrplan der
Gymnasialen Oberstufe enthalten sind.

Es stellt eine sehr schone Anwendung fiur die Benutzung der Tangentengleichung
dar. Wird ein Anfangspunkt in der Nahe der Nullstelle gewahlt, so ergibt die Nullstelle
der Tangente an den Graphen in diesem Anfangspunkt den nachsten Naherungswert
an die Nullstelle. Das Verfahren setzt man solange fort, bis der neue Wert sich vom
alten kaum noch unterscheidet.

Mit den Programmiermdglichkeiten des TI-Nspire™ kann dieser Anndhrungsprozess
anschaulich simuliert werden. Man erkennt im Bild sehr schon, wie schnell sich die
Nullstellen der Tangenten der Nullstelle der Funktion anndhern, meist reicht eine
geringe Tiefe der Iteration schon aus.

5= n =3 ; r
M)t
f
A
i i
_.-""I A & -
N Fr ] =

Staripunki

13.27.0)

= T =17
[ B

Die notwendigen Kenntnisse zum Erstellen des Programms sind nicht sehr
umfangreich und somit kann diese Applikation wenigstens von Schilerinnen und
Schiler eines Leistungskurses, die oft auch noch einen Informatikkurs besuchen,
selbst erstellt werden.
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* newtona 0/1 4|
Define newtons()z
Frgm
Local a,i

d
fa1lx):=——{Ax))

X
a:=al
nyﬂsfeffenfofge:{aﬁ}
nliste= aui;'}
nlisty:= U}
Foriln

niistx: =augment(nffsfx, }\;})
nffsr_}*:=augment|:rrfr'sz}g a)})

Aa)
faila)
nuﬁs!ef!enfofge:=augment(mxﬂs!e?ﬂenfo!ge, { a })
nlistx: =augment(r&'f’fsﬁcJ } a {
n!r'sfy:=augmentl{nf:’s!y, 0 )
EndFor
EndPrgm

a:=approx|a-

/99

Auf einer Calculator-Seite wird das Menl Funktionen und Programme ausgewahlt
und ein neues Programm erstellt.

Es soll der Polygonzug beginnend mit dem Anfangspunkt in zwei Listen (eine
x-Wertliste und eine y-Wertliste) gespeichert werden, zusatzlich noch die
Nullstellenliste.

Lokale Variable kdnnen definiert werden. Der Ableitungsbefehl steht hier auch zur
Verfliigung. Zuerst werden die Nullstellenliste und Liste fiur die Koordinaten mit den
Anfangswerten belegt.

Jetzt wird je nach Tiefe der Iteration (Wert von n) das Newton-Verfahren mehrfach
angewendet. Die Koordinaten des neuen Punktes fur die Tangente und die
Koordinaten des neuen Schnittpunktes der Tangente mit der x-Achse werden mit
dem Augment-Befehl der alten Liste angehangt.

Nachdem das Programm getestet und abgespeichert wurde, wird es auf der ersten
Notes-Seite aufgerufen. Bei jeder Anderung eines Parameters wird das Programm
automatisch neu ausgefiihrt und die drei Listen werden erzeugt. Der Polygonzug wird
als Streudiagramm im Graphik-Fenster angezeigt.
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Parameter andern
Furktion ergeben

I'II —l l'-r'l-j -

Startwert

i’u "
newtons!| = Ser

Erpebinisse

nullstellenfolge

Verwandung des nsolve-Bahahls )
*:L:-.'-l's-\!ﬁx:: 0, ymrg| »

. { ] I- b
nSalve| fxi=0, v )- 3<x<-l

.

Haben die Schiler diese kleine Applikation auf ihrem Rechner, so konnen sie
unterschiedliche Aufgabenstellungen bearbeiten.

Geben Sie fur jede Nullstelle einen Startwert an, mit dem das Newton-
Verfahren die drei Nullstellen findet.

Geben Sie Startintervalle fUr jede Nullstelle an.

Gibt es Startwerte, von denen aus das Newton-Verfahren nicht konvergiert?

Unter der Vielfalt der Befehle des TI-Nspire™ CAS gibt es den nSolve-Befehl, einen
Befehl zum numerischen Berechnen einer Lésung der gegebenen Gleichung. Dieser
kann durch die Angabe eines Startwerts oder durch die Angabe eines Suchintervalls
auf eine Nullstelle hin gefiihrt werden.

nSolve (f(x) =0, x=a)

nsolve (f(x)=0, x)|a< x< b

Zum Experimentieren mit diesem Befehl sind diese beiden Befehlstrukturen auf der
Notes-Seite mit angegeben.

Untersuchen Sie, welche Nullstelle der Befehl berechnet, wenn mehrere
Nullstellen im Suchintervall liegen.

Der nSolve-Befehl des TI-Nspire™ CAS berechnet Nullstellen auch
numerisch. Untersuchen Sie, ob der nSolve-Befehl auf dem Newton-
Verfahren beruht. Verwenden Sie auch die Startwerte, bei denen das
Newton-Verfahren versagt.

Bestimmen Sie jeweils die Nullstellen der folgenden Funktionen mit Hilfe des
Newton-Verfahrens auf vier Dezimalstellen genau.
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Normalen und Abstand Punkt — Graph einer Funktion

f(x)=x*-x*-4
g(x)=2x* —x* +x -1
h(x)=3x -2e**

e Betrachten Sie auch die beiden folgenden Funktionen und versuchen Sie,
mit dem Newton-Verfahren und dem Startwert x, die Nullstellen zu finden.

f(x)=§x3—ﬁx2+§x—1 X, =1

8 8 8

g(X):%x3+%x2—2x Xy =—1

Normalen und Abstand Punkt — Graph einer Funktion

Folgende Aufgabe kann erganzend zu der Tangentenaufgabe im Abschnitt
,Bemerkungen zu einigen didaktischen Aspekten des Einsatzes von NOTES* gestellt
werden. Einerseits als Vertiefung, andererseits als ein lohnendes Beispiel fur eine
Aufgabe aus dem Bereich der Analysis mit verschiedene L&sungswegen, bei der
zugleich geometrische Ideen angewendet werden.

Aufgabe:

Gegeben sind der Graph einer (differenzierbaren) Funktion y = f(x) und ein Punkt P,
der nicht auf dem Graphen liegt.

Gesucht ist der (minimale) Abstand des Punktes vom Graphen und die Gleichung
der Geraden durch P, entlang derer dieser Abstand gemessen wird. (Diese Gerade
muss eine Normale an den Graphen sein!) Ferner soll der Schnittpunkt des Graphen
mit dieser Geraden bestimmt werden.

Zur Ldsung dieser Aufgabe kdnnen mindestens zwei verschiedene Ansatze verfolgt
werden:

1. Der Abstand von P zu einem beliebigen Punkt (xo, f(Xo)) des Graphen wird als
Zielfunktion aufgestellt und in einer Extremwertaufgabe behandelt.
(Finde das Minimum!)
Aus dem so bestimmten Wert x, ermittelt man alle anderen gesuchten
Grolen.

2. Die Gleichung der gesuchten Geraden wird (analog zu der Aufgabe, bei der
eine Tangente zu bestimmen ist) durch Losen eines Gleichungssystems
bestimmt. Dadurch erhalt man auch die Koordinaten des Schnittpunktes und
kann anschlieend den gesuchten minimalen Abstand bestimmen.

Zur Umsetzung der zweiten Variante mit Hilfe eines CAS kann wiederum mit einem
Ansatz g(x) = mx+n fir die Gerade begonnen werden. Die drei Gleichungen, die
erfillt sein missen, werden mit eq1, eq2, eq3 bezeichnet und das zugehdrige
Gleichungssystem {eq1, eq2, eq3} wird anschlieRend geldst. Falls die Losung Isg
eindeutig ist, kbnnen die Parameter im Ansatz mit Hilfe der L&sung substituiert
werden: g(x)|Isg. Falls mehrere Lésungen vorliegen, so misste von Hand eine
Lésung ausgewahlt werden. Ebenso kann in der allgemeinen Formel fir den Abstand
der beiden Punkte die gefundene Ldsung eingesetzt werden.
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Normalen und Abstand Punkt — Graph einer Funktion

a
segeben sind eine Funktion und mn Funkt il B
I
)= - 2] %4 I J
I i
r
¥p = 1= ypo=d e :
talx) =2 ffc)) - 5
LR
Ansaiz fur Norma Bl 81 C e I __-'"
gla) =er xbn = Pers . } _.-"f
Bedingungen fur die Normale Pl-1.3] | / M f
et Fr o e ’
el .-.1".:._.|.:g_'_.._.| B i) :
o2 =me— . |
Fal v T
eq3 =g xpl=yp
lsg =zcivel{ aql eq2 eq3 |, m 0,0 | 4
ll “
- jisl I P 27 11.3) i
T ozl ¥
Ab=tand von P 2um Punkt (20 K x000) S -
. T W id
abstand)| 0| -r'!.'—Ip_i"-:f'jl-'-'_l-j"p:' __."'I |
mbstand|sdjjlsg - & ;-"I |

Die Losung gemal der ersten Variante, bei der der Schnittpunkt als Losung einer
Extremwertaufgabe bestimmt wird, ist zum Vergleich im folgenden Screenshot
angedeutet. Fur die grafische Veranschaulichung wurde auler dem
Funktionsgraphen und der berechneten Gerade auch noch eine Tangente

gezeichnet.

Abstand von P zum Pumkt (ol f0a00)

o P
abstand(x0) = [(x0-xp)” +{flx0)-yp)”

Alternatiy als Extrenwertaufgabe

- I

Isgod =sclve 'ail:nbﬂnnd'f-]]-n.-» " I

abstand(x)|lsge0 - -

Als weiterfihrende Aufgabe konnte gestellt werden, das Gleichungssystem so
umzuformen, dass nur noch eine einzige Gleichung (fir xo) gelést werden muss.
Diese Idee wurde bei der Tangentenaufgabe ebenfalls schon behandelt.

© Texas Instruments 2012 27





Verwendung von Notes fiir den Beweis der Potenzregel

Verwendung von Notes fiir den Beweis der Potenzregel

Den Nachweis flir die Ableitung von f(x) = x" (neN) wird man fir n = 2 auch im
Zeitalter von CAS i. A. von Hand fihren. Der rechnerische Aufwand fir n > 2 wird
aber rasch grél3er. Fiur allgemeines n kdnnen Schdiler, die die Polynomdivision nicht
mehr kennenlernen oder die das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion nicht
beherrschen, den Nachweis nicht verstehen.

Es bleibt natlirlich unbenommen, den Grenzwert des Differenzenquotienten mit dem
CAS zu ermitteln:

Will man trotzdem die Umformung des Differenzenquotienten etwas durchschaubarer
gestalten, bietet sich folgender Weg an, fiir den Notes gute Dienste leisten kann.

f(x)—f(x
Schreibt man den Differenzenquotienten in der Form mg :M, so ergibt
X=X
x" —xg
sich fur f(x) = x": mg = )
X=X
Dieser Term lasst sich fur alle natirlichen Zahlen n als Polynom schreiben.
2 2
- X
z. B. gilt wegen der binomischen Formel fir n = 2, dass m, = 0 =X +X, ist.
X=X,

Weitere Beispiele lassen sich mit dem CAS generieren:

?‘

.

AT ——

Man braucht nur fir n andere Werte Uber den Schieberegler einzugeben und erhalt
sofort den ausgewerteten Term fiir den Differenzenquotienten.

(Der Schieberegler wurde nach Teilung der Seite in der Geometry-Applikation
eingefligt. Hier sollte unter den Einstellungen noch die Schrittweite auf ,1“ eingestellt
werden.)

Das sich jeder der Briche als ganzrationaler Term schreiben lasst, ist schon
erstaunlich und verdient die Aufmerksamkeit der Schiler.
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Fir jeden dieser Spezialfalle kann man den Grenzibergang fir x — x, auch im Kopf

nachvollziehen und erhélt die Ableitungen fur diese Spezialfalle.
Aufgaben zur Verallgemeinerung bieten sich an und so wird die TI-Nspire™
Technologie neben einem Rechenwerkzeug auch zu einem Lernwerkzeug.

o Uberprifen Sie die Termumformungen auf dem Bildschirm durch Rechnung
mit Papier und Bleistift Gber die Umkehroperation, bilden Sie also z. B. das
Produkt ( x3 +x,-x®+x5-x+x3)-( x—X,)und fassen Sie das Ergebnis
weitgehend zusammen.

e Wie lauten die Gleichungen der zugehdrigen Ableitungsfunktionen?

o Erkennen Sie ein Muster in diesen Termen? Geben Sie Prognosen fir die
Termumformungen fir n = 6 (7, 8, ...) an und Uberprifen Sie diese
Prognosen mit dem CAS.

e Verallgemeinern Sie: Wie musste die Termumformung fir allgemeines n

lauten: ( x" = xJ):( X—Xy)= ....? Uberprifen Sie die Termumformung durch
.Ruckwartsarbeiten®, also durch die Anwendung der Umkehroperation.

Prinzipiell lieRen sich die Uberlegungen auch durch Arbeiten in der Calculator-
Applikation unterstiitzen. Notes bietet (v. a. bei Verwendung des Schiebereglers) den
Vorteil der schnelleren Veranderung der Darstellung.

Der Einfluss der unteren Grenze auf die Integralfunktion

o)

Das bestimmte Integral If(x)dx ist eine reelle Zahl, die von der Integrandenfunktion
u

f und von der unteren Grenze u und der oberen Grenze o abhangt. Integrale mit

fester unterer Grenze koénnen als neue Funk tion aufgefasst werden. Diese neue

Funktion lu(x) wird als Integralfunktion von f zur unteren Grenze u bezeichnet.

Durch das systematische Verandern der im Integral auftretenden unteren Grenze u,

der oberen Grenze o und der Integrandenfunktion f kann man die bekannten

Zusammenhange fur einfache Randfunktionen, insbesondere lineare Funktionen

handisch erarbeiten. Bei weiteren Funktionen bietet sich dannz. B. die Nutzung

eines interaktiven Notes-Arbeitsblattes als Lernwerkzeug an.

So lassen sich bekannte Sachverhalte auf effektive Art erarbeiten:

¢ Die Integralfunktion Iu(x) von f ist eine Stammfunktion von f.

e Die Anderung der oberen Grenze verandert nur den Wert des bestimmten
Integrals, nicht die Integralfunktion.

e Eine Anderung der unteren Grenze entlang der y-Achse verschiebt den
Graphen der Integralfunktion, d. h., alle Integralfunktionen einer Funktion f
unterscheiden sich nur durch eine reelle Zahl c.
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untere Grenze u

Bestimmtes Integral und Integralfunktionen

Im Grafikfenster kannst du mit den Schiebereglern die
untere Grenze u und die obere Grenze o verandern.

Beobachte, wie sich dabei der Wert des bestimmten

rals verandert!

J f{{) d¢ | Ermittle auch den Zusammenhang zur Integralfunktion f2,
H Andere anschlieBend den Term der Funktion f und fuhre

die Untersuchungen erneut durch.

flx): = » Fertig

Ji=flx) » Fertig

re orenze o+ 1

)
Bestimmtes Integral und Integralfunktionen

| Im Grafikfenster kannst du mit den Schiebereglern die
untere Grenze u und die obere Grenze o verandern.

Beobachte, wie sich dabei der Wert des bestimmten

ntegrals verandert!

die Untersuchungen erneut durch.

f1(x):=f{x) » Feriig
untere Grenze u * 0.6
obere Grenze o * 1

o
f(x) dx * 0.261333

Integ
f(x
obe
=]
X
1.7 P R
f2(x).
)
Ex T 2 |
|
I|
|
I
[
[
) |
.'II fZ(l]Z
[
[ _
/ 4 u=5¢
| a>o-1
0.7
X
=T . 0.2 u & 26
/
/ 1 o261
."F
& / 0.5

i =
f
II.' Ermittle auch den Zusammenhang zur Integralfunktion f2.
f{{) d: |Andere anschlieBend den Term der Funktion f und fuhre
u
B
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Das Gesetz der grofRen Zahlen

Laplace-Experimente, wie das Werfen von Wirfeln und die Auswertung dieser
Versuche, gehoren mittlerweile zu den Unterrichtsthemen der Sekundarstufe |. Da es
sich nur um eine Anwendung des Anteilsbegriffs handelt, absolute Haufigkeiten und
relative Haufigkeiten sind zu betrachten, fallt dies den Schilern meist auch leicht.

Dennoch ist der Ubergang von einer relativen Haufigkeit eines Ereignisses zur
Wahrscheinlichkeit ein Prozess, der den Schilern vermittelt werden muss.

Praktische Versuche mit Wirfeln und Nicht-Laplace-Versuche, wie das Werfen einer
ReilRnadel, werden im Unterricht durchgefiihrt. Tabellen werden kumuliert und dann
gruppen- oder klassenweise zusammengestellt. Aus den Tabellen werden Graphiken
erstellt und eine hohe Anzahl der Versuchsdurchfiihrung rechtfertigt dann auch, den
Ergebnissen eines Reillnadel-Wurfs Trefferwahrscheinlichkeiten zuzuordnen.

Mit einem Computer oder einem CAS lassen sich die Laplace-Versuche simulieren.
Die daflr notwendigen Befehle sind auch von jliingeren Schiilern zu begreifen.

Die Umsetzung in eine Graphik zeigt dann immer wieder fur die Schuler
Uberraschende Verlaufe.

Die Beobachtung, dass im Einzelfall bei 10 Wirfen wieder keine Sechs dabei sein
kann, gleicht sich bei héherer Anzahl von Versuchen immer aus. Das stickweise
Fallen oder Steigen der Kurve verblifft die Schiler immer wieder, ebenso die Vielfalt
der Verlaufe.

Gut erkennbar ist aber immer das Angleichen der relativen Haufigkeit an den
theoretischen Wert der Wahrscheinlichkeit.

anzahl der Elementarereignisse?|

m=h " i
Wahrschesnlichkeit: p

"
stmialn

o ]

i 16 |

S I ———

. B
P -..In-.._;-..;:..__;_..__-_;_—h—.ﬂ—-—..a—_-—-'h — S
.
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Das Gesetz der groRen Zahlen

Will man jetzt ein Laplace-Experiment mit einer Wahrscheinlichkeit mit p;t%
simulieren, so reichen einige wenige Veranderungen auf der Notes-Seite aus. Der
Screenshot sollte zur Verdeutlichung ausreichen.

Apnzahl der Elementarereigrassey

m=h =
Umfang der Elementareraignisse?

ey = g

Wahrschesmbchket:p

simala
i i L 6 60 T 61 L& 1.1 4 ], 224 638 4 57 4.53.%1 (I
i ¥ 5
|
| <] = mEmm
| & -,_,_-—"'_"-—'_'_""—'_”_”"—h_,—'—\—n_\_,_\_,__,_,_ e —
3 _.-"rw-’f
| ;
[l B i [ .lur.'-'

Zum Vergleich der Annaherung der relativen Haufigkeit an die Wahrscheinlichkeit bei
grolRer Simulationszahlen im Vergleich zur relativen Haufigkeit bei einer kurzen
Versuchsreihe ist im Folgenden zusatzlich die kumulierte relative Haufigkeit Uber funf
Versuche aufgetragen worden. Kurzfristige Abweichungen von der relativen
Haufigkeit wirken sich immer weniger auf die langfristige Tendenz aus.
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Apnzahl der Elementarersignisse 7
mo=f =
Umfang der Elementarersignisse?

oy S
|
Wahrschembichkeit:p =)

simiala

f . — ;
1 wmr — —— - g e - ri
-3 = H‘-\""-.-—"-n.___‘_‘_' P U i, S —— .

Wie werden auf einer Seite in der Tabellenkalkulation die Listen flr die graphische
Darstellung erzeugt?

Beispielhaft wird die zweite Graphik erklart:

A m.-.'-'w.h.u simu)

Fir die Spalten anz und treffer wird der Folgenbefehl seq() verwendet, fur die
Spalten simula, cumtreffer und relh implementierte Listenbefehle.

Die Liste anz sammelt die Zahlen von 1 bis simu, dem Wert, auf den der
Schieberegler eingestellt wurde:

Die Liste simula sammelt die Ergebnisse der Laplace-Simulation in Form von Zahlen
von 1 bis n, der Anzahl der Elementarereignisse:
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Das Gesetz der gro3en Zahlen
In der Liste treffer werden jetzt 1-er oder 0-er gesammelt, je nachdem, ob die Zahl
bei der Simulation kleiner gleich dem Umfang e der Elementarereignisse war:
Die Liste cumtreffer kumuliert die Liste treffer:

In der Liste relh werden die relativen Haufigkeiten der kumulierten Trefferzahlen
gesammelt.

anz = seq(k,k,1,simu)

simula :=randint(1,n,simu)

treffer .= seq(when(simulalk] < ¢,1,0),k,1,simu)
cumtreffer := cumulativessum(treffer)

relh := cumtreffer /anz

Auf der Graphik-Seite werden dann d ie beiden Listen anz und relh in einem
Streudiagramm dargestellt.

Fir die dritte Graphik wurden 10er-Klassen gebildet und Uber diese jeweils die
kumulierte Summe berechnet.
Die Formeln sind der Abbildung zu entnehmen.

Die Spalten anz10 und relh10 werden wieder fir ein Streudiagramm verwendet.

BE 10 - Y] - PR | i =
& =saq(k k 10.5imu.10) =ﬁer¢!.=:uFr|=|'f'ume'Ji-.‘.l I
1 10 i S

3 30 e 3

i 40 ) 15

5 50 2 1/5

&0 1 110

70 2 /5

B B | 175

!: o d Y o
G :umﬂﬂ'm[mm[scqtlrll"hr[klklf_h'!I:I:ll."_l,limu.lf.\] I d | b
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Das Gesetz der groRen Zahlen

Eine Alternative zum oben dargestellten Vorgehen ergibt sich, wenn man die

verwendeten Listen sich schrittweise aufbauen lasst, dadurch wird das Vorgehen
noch realitatsnaher. (Idee von Benno Grabinger)

liste1:=when(s=0.{{-5 ,augment {Iste1 {s} )
»{1.2,3.,4.5.6 ,9.,10,,11,,12.,13,,14,,15,,16,,17., 18 08
liste2::when(s—0 {1} auomcnt(ilsteZ {randInt (0,1}+s 0}))
+{0,1.0.,1.,0,0.,0.,0.,0.,0.,0.,1.,0.,0.,0.,0.,1.,1.,0.,1. }
S 3 o> s=20.
i cumulative .Sum(li ste2)
' liste1
+{0,0503 40.3 0 06
P
m
4
wm
» rnrt

0.0

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
listel

liste1: —when(s o]
+{1.2.,3.,4.5.,6.7

;augment(liste1, {s} )

3.,9.,10,,11 13 1516517, 18 0.8
liste2::when(s—0 { } auomcnr(ilstEZ ‘{randInt 0,14+s 0}))
+{0,,1.,0,,1,,0,0.,0.,0.,0.,0.,0.,1,,0.,0.,0.,0.,1,,1,,0.,1,,0.,1. [@=-m0]
) _‘[l’ s =400.
: cumulative .‘:um(li ste2)
liste3:= :
liste1
L ‘{U. 0.5,0.333333,0.5,0.4,0.333333,0.285714,0.25,0.2222
0.6+

0.0

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250
listel

T
300 350 400 450
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Pi- Bestimmung

Bei der Nutzung eines CAS bietet es sich im Rahmen der Geometrie der
ausgehenden Mittelstufe an, die Kreiszahl naherungsweise zu bestimmen. Im
Folgenden werden dazu drei (bekannte) Methoden vorgestellt und mithilfe der Notes-
Applikation mit neuem Leben gefilit.

Die Streifenmethode

Die  Streifenmethode  beruht auf der numerischen Integration der
Einheitsviertelkreisflache. Das bedeutet also, man identifiziert im Unterricht zunachst
die Frage nach einer numerischen Naherung fir die Kreiszahl mit der Frage nach
dem Flacheninhalt des Einheitskreises. Es ist leicht einzusehen, dass eine
Anndherung der Einheitsviertelkreisflache ausreicht. In bekannter Weise werden nun
Rechtecke gleicher Breite in die gesuchte Flache ein- und umbeschrieben.

45 1 B | (N

0,21 /

Ausgeflllt gezeichnet sind die Streifen der Untersummen, blau umrandet diejenigen
der Obersumme.

In einer Notes-Applikation lassen sich nun die Summen us(n) der unteren bzw. os(n)
der oberen Rechteckflachen entwickeln.

Zusatzlich lasst sich der Unterschied delta(n) zwischen diesen thematisieren und
untersuchen.

Eine Variation der Streifenanzahl ermdglicht forschend-entdeckendes Arbeiten.
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Die Stretfenmethode
Anzahl der Streifernc o= 106G « 100

1 |
Daraus ergibt sich die Brede der Sireifen: ™
n {0

Far die Rechtecksflae s

n-l
einbeschrieben: usin). % (l
n

k=1

.3|1-|:||1:?¢1u5-|:n]:= = 0,801 04

umbeschrisban:osin) H‘,_r S

!

(]
apprnulusl:n}} = (1.7
Differenz der Summencdeltaln) ~os(n)-usin) « Fertis
Jppn:l.-.{dﬂtd:n:",' = 0,01

| —
- ~a, L
i,
=N
s
=
him— L

1410
Fir die Rechteck sachen

n=
w1 2
einbeschrieben: us.‘,n:l ) ln |l1 -‘-\I )- Fertig
|
=1

Jp|1:1:|.1:{u5|:n|j = /80104

ol

1 |I (
.ippl’ﬂ.‘t.[ﬂ!':ﬂ}} e T 04
Differenz der Summencdeltaln) -os(n)-usin) » Ferug
Jppmx-iddtal:n:l:l = {1.01
Maherung fir die Kreiszahl:
appru.":{-i'nﬂ:n}':' * 316043 +- ﬂ]Jpnm[dtlhln:l:l 0.0

N S

Abwandlung: Beschreibung der Kreislinie als Funktionsgraph. (Integration)

Die Linie des Einheitsviertelkreises lasst sich auch als Graph einer Funktion
beschreiben. Damit kann man die Terme der Rechteckssummen anders formulieren:
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Die Streifenmethode)
Anzahl der Streifen: me-= 100 = 101

I 1
Funk tionsterm: f{r] =11-x% * Fertig
Fur die Rechtecksflachen:

ginbeschrieben: us(n): i(%l{%]] = Fertig
k=1

approxiusin)) + 0.780104
n
Llnl:esl;hneben:usl:n:l - > (ﬁl‘[%]) * Fervip
0

npprn:«:l:usfn” L B T E
Differenz der Summen:deltaln) -asin)-usin) « Ferrig

IS T S

——

H

Nun kann man aber auch andere Funktionsterme definieren:

Die Streifenmethode)
Anzahl der Streifen: me-= 100 = 101

Funktionsterm: flx)=x" « Ferrig
Fir die Rechtecksflachen:
| _’{ﬁ. )] i
noim
k=0

I &
;‘f(;) = Ferlip
apprnxl:n!fn]] * [ 33835

Differenz der Summen:deltan).-os(n)-usin) * Ferng
R . | ——

n-1
einbeschrieben: us{n]-— ,.-f;

Jt-l
uppluniﬂi‘il‘l]] = 0 33 I5

umbeschrieben-asin) :;

——

Ht
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mm

n—1

W, i (N
pinbeschrieben: us/n| l ff . “ = Farrp
o Imimy

k=]
.||1;:-:H:'..|:1.Ii'.n_|:| = 0,32835

n

", R

i 1 fk)
umbeschriebercosin):~ 5 [=f|=|| * Feriig

it |l'|l Il"lll|l

k=0
.1|'-;|'nrnll:ﬂ!-i:n'|| = 0,33835
Differenz der Summen:deltaln):-osin)-usin) « Ferog
approx|deltaln]] = 0.01
Maherung e die Krasizzahl:

.||1;|;'m:'..':-1'ni[n:':' = 1.3534 +/- .1p|1;|m':dl‘:|.ta=jn:|:| = 0.01

Die Monte Carlo Methode*
Wie hangt der Flacheninhalt eines Kreises mit dem Radius zusammen?

Mithilfe der sogenannten 'Monte Carlo-Methode’ kann man diesen Zusammenhang
entdecken. Einem Vierteleinheitskreis wird ein Quadrat umbeschrieben. Auf dieses
Quadrat falle ein ,Regen“ von n — zunachst 20 - Zufallspunkten, von denen k
innerhalb des Viertelkreises liegen. Uber das Verhaltnis aus der Anzahl der Punkte
innerhalb des Viertelkreises zur Gesamtpunktzahl gewinnt man einen
Naherungswert fur die Kreiszahl. Die so gewonnenen Punkte lassen sich einfach
mithilfe eines Data&Statistic-Plots oder eines Streuplots in einer Grafik
veranschaulichen. Das Auszahlen erfolgt zunachst ohne Rechneranweisung.

PESPPTLMET TR
Ar[=0551270] 4| »

Tragen Sie die Versuchsergebnisse von mindestens sieben Durchfihrungen in der
Tabelle zusammen. (Jede neue Durchfiihrung kann in Lists&Spreadsheet mit [en](R]
initiiert werden.)

* Vgl. Calimero Band 7 Arbeitsmaterialien, S. 36
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k es
Bestimmen Sie aus dem Verhaltnis ng—aller Treffer kges im Inneren des
ges

Viertelkreises zur Gesamtzahl der Schisse ng.s eine N&herungsformel fur den
Flacheninhalt A eines Kreises in Abhangigkeit vom Kreisradius.

kK

n

Mdchte man aber nicht nur 20, sondern weitaus mehr Regentropfen fallen lassen, ist
Notes sehr hilfreich. Man zahlt die innen liegenden Punkte mit Hilfe der Funktion
countif{().

Gesamizahl der Punkle: fod ¥
ne=2000 = 2000
= o # = & gn, @ a0
g i a.'l._- - 1 .
Erzeugung von Zufallspunkten: T = T LV e AL i
f -1 .'j_':'.*ll-.-:l.. r:‘x "'r“';‘}‘ﬁ}““ J-rr".{:.r |
xe. ~randin) ..;:;.;. 3 g o '.r gt Y 4‘,--I._ L
- = ——— . H oy Tatd gl f ekl e lg
{01700 0.1566T4.0.241946.0.68 g ST S LT aEa, e b ::"T'F.'_
yc'. ]HIHJ,'I'I:l 1:‘&.1.::.-‘ vﬁ‘lﬂ: IIF {J Hr‘rﬁ +':=-| [} -IF.,"II"‘I'].I
. -:u_iu|14:-&‘,u_:_-c-314r,|_||_‘.-‘-unl.Jj..l_ll_:lJ-_c' ',a_'h;.'L‘:':l .*-'T:E '_*-I ,‘?: -...*‘“ #f";‘;vt
I"'I|I""'|'-|-‘F."",-' ",Ir.'l e A
II 3 3 ‘r'l.:rla.:: ,,.l.r .l:;’;‘a‘rﬁ:‘:‘f_‘_ i-&‘.‘
abstand:= xc” ' yc B . .El,;af_...-‘_;_.:,},é_l v |
- . b g 3- |Fllr| = alfy "eia 5
- 10.918936,0.867725.0.430455.0.69, [+ “re % 230000’ * 3. L2 AT
L ] L L Eohi = ¥ f‘rn._‘_l-|_l I.rll_" 'l=
drinnen: -counililabstand, Jj ‘Eﬁ?.—r‘jﬁ, }E...,-,-r-q:-h e YR % b
L e TR R i kT +
v 1576 < Zavadg Tttt SN A o
R R e T A
. | drinnen e b el N D ey
MNaherung: approx| -4+3.152 fpfh 'u..f _:'.*.'.: BT Sl .-“,‘{r
\ n :HE‘ = A . L & 0 Ny = i
B SR Mt A LA B
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Léscht man alle Kommentare und blendet die Ausgabe der Math-Boxes mit [etn](meny)
Attribute des math. Felds aus, dann kann man dieses Experiment sogar auf dem
Bildschirm des Handhelds prasentieren.

n =100] =
x¢ =rand|nl
ye =rand|n
abstand -Jn 4 +3'C -
drinnen
=countlfl abstand 7<1)
drinnen :
et b "1 _.

n -
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Zufallszahlen einer beliebigen diskreten
Wahrscheinlichkeitsverteilung

Bei einer praxisnahen Einfuhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung wird man sich
von Anfang an nicht auf Laplace-Experimente beschranken, sondern auch
Zufallsexperimente mit nicht gleich verteilten Wahrscheinlichkeiten betrachten.
Beliebte Beispiele sind etwa das Werfen eines Lego-Steins, einer Reillzwecke oder
von Riemer-Wirfeln. Die praktische Durchfihrung einer solchen Versuchsreihe im
Unterricht kann anschaulich und recht effektiv relative Haufigkeiten liefern, die als
Schatzwerte fir a priori nicht berechenbarer Wahrscheinlichkeiten dienen kénnen.
Allerdings ist es kaum moglich, solche Versuchsreihen mit einer grof’en Anzahl
Wiederholungen mehrfach durchzuflihren. Wahrend Laplace-Experimente durch die
Verwendung ganzzahliger Zufallszahlen mittels des Befehls randint() leicht simuliert
werden koénnen und der Befehl randbin() Zufallszahlen fir die Simlationen von
Bernoulli-Ketten bereitstellt, scheinen geeignete Moglichkeiten der Simulation
allgemeiner Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu fehlen. Dies hat zur Folge, dass die
Simulation von Nicht-Laplace-Experimente seltener erfolgt, wodurch wertvolle
Zugangsmoglichkeiten zum Verstandnis der Theorie sowie
Interpretationsmdglichkeiten der erwahnten Schatzungen fehlen bzw. auf den
weiterfhrenden Unterricht verschoben werden.

Es ist relativ leicht méglich, eine diskrete Zufallsgrée mit den Werten 1, 2, ..., n zu
simulieren, die zu einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung P(1)=ps, ..., P(n)=p,
gehort. Dazu werden die Werte p4, ..., pn in einer Liste, die hier mit pdf bezeichnet
wird, vorgegeben. Die Summe aller Einzelwahrscheinlichkeiten muss gleich eins
sein. Die kumulierte Summe dieser Liste, im Beispiel mit cdf bezeichnet, ist die
zugehdrige kumulative Wahrscheinlichkeitsverteilung, auch Verteilungsfunktion
genannt. Die Werte dieser Liste teilen das Intervall [0,1] in n Teilintervalle, deren
Langen den Einzelwahrscheinlichkeiten p4, ..., pn entsprechen. Eine in [0,1]
gleichverteilte (Pseudo-)Zufallszahl, wie sie der Befehl rand() liefert, liegt in einem
solchen Teilintervall mit der Wahrscheinlichkeit, die genau der Intervallange
entspricht. Folglich ist die Nummer des Teilintervalls, in dem sich eine durch rand()
erzeugte Zufallszahl befindet, eine Zufallszahl gemal® der Verteilung P. Dieses
»+Auszahlen“ der Intervallnummer leistet die hier mit zfz() bezeichnete Funktion mit
Hilfe des Befehls countif().

Die grafische Darstellung der Ergebnisse erfolgt Uber die Data&Statistics -
Applikation. Die Liste sim wird auf die x-Achse gelegt. Durch kategorisches x
erzwingen (Menii Plot-Eigenschaften) und weitere Vervollkommnung der
Darstellung erzeugt man das abgebildete Balkendiagramm.
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Zufallzzablen zu einer bellebigen dizkreten
Wahrscheinlichkalts-Yertallung

plll = 104} :
Eintrage und Langs e Irér waliba )
il jm i ZuF | I

n-=dimipdf A | micglicler E

eilf 1 e palll i |

[ i i liedait aire dige Za e
nd 0 Qemnl der ] “pdl 7

Hi i 1 3

Hie

Flr den Einsatz im Unterricht sind folgende Anwendungsmaglichkeiten denkbar:

Im Anfangsunterricht zur Wahrscheinlichkeitstheorie kann die Funktion zfz() als
Black-Box genutzt werden, um zuvor praktisch durchgefiihrte Zufallsexperimente zu
simulieren. Daraus ergeben sich Fragen hinsichtlich der Zuverlassigkeit der
Schatzung von Wahrscheinlichkeiten durch relative Haufigkeiten. Dabei konnen die
verwendeten Wahrscheinlichkeiten fur die Simulation und die Anzahl der
Wiederholungen leicht gedndert werden.

Im fortgeschrittenen Unterricht, wenn der Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung
eingefuihrt ist und zum Beispiel fiur die Binomialverteilung auch die kumulierte
Wahrscheinlichkeitsverteilung thematisiert wird, kann mit Hilfe der vorliegenden
Funktion eine vertiefende Diskussion dieses Begriffes erfolgen. Es sollte einsichtig
werden, dass zZu jeder beliebigen diskreten und endlichen
Wahrscheinlichkeitsverteilung die kumulierte Verteilung existiert und sinnvoll
anwendbar ist.
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Verwendung von Notes bei Testverfahren in der Stochastik

Hier werden einige Beispiele fur die Verwendung von kleinen Notes-Dokumenten in
der Stochastik vorgestellt. Solche nur wenige Zeilen umfassende Anwendungen
kénnen vom Nutzer rasch selbst erstellt werden und erleichtern die Arbeit ungemein.
Das wird hier an Problemstellungen im Umfeld von Alternativ- bzw. Signifikanztests

exemplarisch vorgestellt.

1. Bestimmung des Ablehnungsbereiches bei Alternativtests

Wenn po > p4 ist, wird man py irrtimlich
ablehnen (und damit p; annehmen), falls
bei der Stichprobe zufallig nur wenige
Treffer erzielt werden, obwohl eigentlich
doch recht viele Treffer zu erwarten sind.

Der Ablehnungsbereich liegt links:
A =10, go}

Wenn po < pq ist, wird man py irrtimlich
ablehnen (und damit p; annehmen), falls
bei der Stichprobe zufallig sehr viele
Treffer erzielt werden, obwohl eher nicht
so viele Treffer zu erwarten sind.

Der Ablehnungsbereich liegt rechts:
A ={gu, n}

Hinweis:

Mit dem Schieberegler verandert man die Grenze g, bzw. g,

h - k
o =binom C4f S0 p 0
Ehrrrelivngen auparsen U gmal

Altsrnativiest rechtaseitig pa<py

A= ZU0

<1 gu= 10

Enstefungen ouparren|

des

Ablehnungsbereichs, bis die vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit a erreicht oder

erstmals unterschritten wird.
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2. Wahrscheinlichkeiten der Fehler 1. und 2. Art beim linksseitigen
Alternativtest bestimmen

Um die Wahrscheinlichkeiten der Fehler
1. Art bzw. 2. Art zu bestimmen und ihre
gegenseitige Abhangigkeit ZU o, =015+01 po=
untersuchen, lasst sich nebenstehendes
Notes-Dokument nutzen.

fehiler | =binomCdlln g K| = |

fehler? =bhinomm T4 . Ok=1) *

srgen enpattenl 5 heid

Hinweis:

SinngemalR kann man ein Notes - Dokument zur Ermittlung der
Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler 1. Art und 2. Art beim rechtsseitigen
Alternativtest erstellen.

Dieselben Notes-Dokumente lassen sich bei analogen Fragestellungen zu
entsprechenden Signifikanztests verwenden.

3. Bestimmung des Ablehnungsbereichs beim zweiseitigen Signifikanztest

Ist bei einem zweiseitigen Signifikanztest
die Irrtumswahrscheinlichkeit gegeben
und hat man sich klargemacht, welche
Wahrscheinlichkeit fir die Nullhypothese
zu wahlen ist, kann auf dhnlichem Wege |m =106 % 100 o =i & * ex=np, "
wie oben der Ablehnungsbereich durch
systematisches Probieren (ber den
Schieberegler ermittelt werden. Ablehrungsbereich

rwelseitiger Signifikanztest,
Annahmeberelch symmetrisch 2u EX

— . .
binomi_dii s p_ex=he ] erek=1) |

".---Hi'li_i . 1% H{ex+knl * |

o= k=1l ] o=

4. Hinweise:

e Der Schieberegler kann auf der Geometrieseite angelegt werden. Das
Seitenlayout muss dann entsprechend gewahlt werden, um beide Applikationen
auf ein und demselben Bildschirm zu sehen.

e Die Einstellungen fur den Schieberegler missen von Hand vorgenommen und
insbesondere bei Veranderung des Stichprobenumfangs n angepasst werden.
(Minimum bei 0, Maximum beim aktuellen Wert von n, Schrittweite 1)

e FUr jede der oben dargestellten Seiten des TI-Nspire™ — Dokuments sollte ein
separates Dokument oder Problem angelegt werden, damit es nicht zur
Uberschneidung von Variablen kommt.
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Liegt der Punkt im Dreieck?

In der Analytischen Geometrie stellt sich haufig die Frage, ob ein gegebener Punkt in
einem Dreieck liegt.

Zuséatzlich zu theoretischen Uberlegungen koénnen Schilerinnen und Schiiler
selbststandig durch einfaches Experimentieren die notwendigen Bedingungen
erforschen. Fragen kénnen am Ende die Erkenntnis reflektieren.’

Setzt man an der Schule den TI-Navigator™ ein, lasst sich am Ende der
Schulerarbeit durch eine Abfrage (Quickpoll) der Erkenntnisstand aller Schuler
abrufen und auswerten.

Die vorliegende Datei ist fiir die Hand des Schiilers gedacht und so angelegt, dass
alle notwendigen Untersuchungen mit dem Handheld ausgefiihrt werden kénnen.
Der Schiler kann sich das Wissen selbst erarbeiten; er verwendet den Handheld als
Lernwerkzeug.

Die Problemstellung wird der Einfachheit halber in der Ebene betrachtet, kann aber
auf den Raum Ubertragen werden.

Die Auseinandersetzung mit den Inhalten des Dokumentes soll den Schuler zu der
Erkenntnis flihren, dass ein Punkt P im Dreieck ABC liegt, wenn die Gleichung

OP=0OA+r-AB+s-AC durch die Einschrankungen der Parameter r und s mit
r,s >0und r+s <1 erfillt wird.

Zur Sicherung des Ausgangsniveaus B & [121 1 BEEasgs c|
wird zu Beginn eine Erlauterung der |- . ... ... .4
Ebenengleichung verlangt. Ebene E S ein Dreleck

Das Dokument ist interaktiv: Freie
Punkte im unteren Fenster konnen frei
bewegt werden.

Als Einstieg soll der Schiiler den Vektor

X
[y} als mdglichen Ortsvektor des

Punktes P identifizieren und die Rolle , e
der Parameter r und s erlautern. T r——————

Um die Bedeutung der Summe r + s herauszuarbeiten, wird der Punkt P zuerst an
die Dreiecksseite BC gebunden. In den weiteren Untersuchungen ist P ein freier
Punkt.

® Hierzu ist der Einsatz der TI-Nspire™- Lehrersoftware notwendig
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Der Punkt P ist auf der Seite BC
gebunden.

Der Schiler kann hier, besonders
durch die Extremlagen B bzw. C, zur
Vermutung r + s = 1 gelangen.

Die Berechnung von r und s ist aus
didaktischen Grunden auf die letzte
Seite ausgelagert.

Der Punkt P ist frei in der Ebene
beweglich.

Die Analyse der Werte fur r und s
sowie deren Summe ermdglicht dem
Schiler bei Veranderungen der Lage
der Punkte, eine Erkenntnis zu finden.

Die Berechnung von rund s ist
wiederum aus didaktischen Griinden
auf die letzte Seite ausgelagert.

Zur  Reflexion kdonnen
implementiert werden.®

Fragen

Liegt der Punkt im Dreieck?

P Uagt suf der Selts BC

PeOAr ABssr AL

P frelin der Ebene
OPOAsr ABov AC
Bercecrewr ) rund

e

A Baute Paramatar s

nd 9

5]

Itee Sum

me et gt Tt

4

)

~  Beide Parameter snd o

rneGaty

ung

e Sumere |

E Rl gleich

) Phew Sumime st smmer Memer gleich 1

Bei Verwendung des TI-Navigators™ lassen sich die Schuilerdaten durch eine
Umfrage sehr schnell einsammeln und auswerten.

Um das Dokument mit dem Navigator fur Umfragen zu nutzen, sind z. B.
Schnellumfrage zu wahlen und die Frageeigenschaften festzulegen.

® Hierzu ist der Einsatz der TI-Nspire ™- Lehrersoftware notwendig
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Tl § by [Py ey
e T N T S

b b — e
Ton il o T mang w '

Danach ist auf einen Blick erkennbar, ob alle Schiler ihre Antworten abgegeben
haben.
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Kubische Splinefunktionen
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Hinweise zur Erstellung der Datei befinden sich im Anhang.

Kubische Splinefunktionen

Zum Einstieg in die Thematik der kubischen Splinefunktionen, die mit Hilfe eines
CAS sehr effektiv und anschaulich behandelt werden kann, empfiehlt es sich,
zunachst nur eine einzelne Splinefunktion zu konstruieren und an diesem Beispiel
die Idee des glatten Ubergangs (auch: ,knickfreier Anschluss*) zu erarbeiten.

Aufgabe:

Zwei Halbgeraden mit den Gleichungen y = g¢(x)|x <aund y = g»(x)|x > b

sollen durch eine kubische Splinefunktion, die auf dem Intervall [a, b] definiert ist,
glatt verbunden werden.

Das bedeutet: An den Stellen a und b stimmen jeweils die Funktionen und deren
erste Ableitungen Uberein. In dieser Situation werden die zweiten Ableitungen nicht
betrachtet, da fur den Rand die Anstiege vorgegeben werden (sogenannter
.eingespannter Rand‘) und es keine Ubergdnge zwischen mehreren
Splinefunktionen gibt, flr die auch Kruimmungsgleichheit zu fordern ware (,ruckfreier
Anschluss®).

Far die Splinefunktion f wird als Ansatz eine allgemeine Funktion 3. Grades gewahlt.
Es sind vier Gleichungen aufzustellen, je zwei fur die R&nder a und b des Intervalls.
Das entstehende Gleichungssystem ist immer linear und kann problemlos mit solve()
oder linSolve() gelost werden. Durch Einsetzen der Losung in den Ansatz erhalt
man die gesuchte Funktion. Erst flr die grafische Darstellung werden die
Definitionsbereiche der Funktionen eingeschrankt. Fur die Rechnung empfiehlt sich
dies nicht, da sonst die Ableitungen an den Randern nicht definiert sind.
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Eubsche Salipabuiknsn L
imervall [a.b] @=1 b:=5 gepgebens Gerade
glls)mZatl * Ferrigg)m— x=1 » F
[ { b
I i) =g L T ko |.- .I o " "I'.' .Il.- ||I' '-.-.Illll'l'.l E.“:. IB:“ I-h .-"l.
Bedngungen an den intenaallgrenzes ;f’
eql =faj=giiaj = 4
I o
eg2 =fh)=gab] « coas o : /
] i
E-I]] r.llf. d -ﬂ1l:| 5" M
‘ 5 | ealsl=(meglil mcieb
il IO ] {5
— 5] fm— x| =l = 25 e
g L g2 - |||I : —
M I i
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i o = i : f
fl=gis) =fixjlag = F | | T
{ Alci=igiix]v=n
fsgls| « I
oy T 16

Die Anwendung von Notes gekoppelt mit einer Graphs-Applikation gestattet eine
mehrfache Anderung der vorgegebenen Geraden bzw. des betrachteten Intervalls
und die unmittelbare Visualisierung der Ergebnisse. Es ist fir einige Schilerinnen
und Schiller sicherlich Uberraschend, dass die Splinefunktion stets einen ,optimalen®
Anschluss gewahrleistet.

Folgende Fragen bieten sich an, wenn man eine weiterfiihrende explorative und
verstandnisorientierte Beschaftigung mit der Thematik herausfordern méchte, die
durch die vorliegende Applikation unmittelbar unterstitzt wird:

Aufgabe:

Finde spezielle Geraden g4 und g, und Intervalle [a, b], sodass die Splinefunktion f
a) eine Gerade
b) eine quadratische Parabel beschreibt.

Die folgenden drei Bilder zeigen solche Beispiele.

Mdgliche Lésungen fir diese Aufgabe jeweils im Intervall [-1, 3]:

zu a) g1(x) = g2(x) = 2x - 1 (beliebige Gerade),

zu b) Etwa g4(x) = -2x + 1 und gx(X) = 2x - 3 — mit Spiegelsymmetrie bzgl. der

Intervallmitte, wo dann der Scheitelpunkt der Parabel liegt, oder auch
g1(x) = -2x + 1 und gz(x) = x - 2 fur einen nicht symmetrisches Beispiel.
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E I ekt
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SRR B2} {g2ix) <2k
fi I ] b = I |
g1 e gl \
1 t iz fur Spdinedl
Sedingusgen an de £ EMze
eql =flaj=-g1la) -
eq2 =fbl=g2b} -
il i
3= i
2t S T oL =
ol i o
L | b
i e
leg == (egl egd eqd egd |
fisglx =ficllsg
fisg

".-\.:-'iﬂi'_l\.l et |

'
T

In einem nachsten Schritt kbnnen die Geraden durch (beliebige) andere Funktionen
ersetzt werden, insbesondere auch durch kubische Funktionen. So kann zu dem
allgemeineren Fall der Interpolation Uber mehrere Intervalle durch miteinander
verbundene kubische Splinefunktionen Ubergeleitet werden. Die vorgestellte Notes-
Applikation muss dazu nur unwesentlich erweitert werden. Es ist aber auch mdéglich,
eine etwas andere Modellierung zu wahlen, die besser auf die Lésung grofRerer
Gleichungssysteme zugeschnitten ist, wie das folgende Beispiel vorschlagt.

Interpolation durch kubische Splines

Aufgabe:

Ein Designer konstruiert in freier
Skizze eine Vasenform oder stellt
erst ein reales Modell her. Fiur die
computergestitzte Fertigung (CAD)
soll die Form durch eine geeignete
Kurve beschrieben werden.

Diese Aufgabe stammt von Henning Kdorner. Ein moglicher Unterrichtsgang ist in den
TI-Nachrichten 1/09 dokumentiert.
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Vier Punkte werden ausgelesen: A B C D
x-Koord. 0 5 7 9,5
y-Koord. 16 127514 | 24

Man definiert vier Punkte A, B, C und
D, blendet die Koordinaten ein und
weist Uber die Option ,Speichern’ den
Koordinaten Namen zu (hier Xg, Y, ...).

Die vier Punkte sollen jeweils krimmungsruckfrei miteinander verbunden werden,
zusatzlich werden die Krummungen am linken und rechten Rand null gesetzt.
Tabellarisch ergibt sich damit fir die konkrete Situation:

zweites Intervall drittes Intervall

£,(5) = 2,75
£,(7) = 1,4

erstes Intervall
f1(0)=1,6
f1(5) = 2,75

Verlauf des Graphen
durch die Punkte

f3(7)=1,4
f3(9,5)=2,4

Knickfreier f1(5) = 2°(5)

Anschluss: £ (7) = f3°(7)
Ruckfreier f17(5) = 1.7 (5)

Anschluss: £,7°(7) =1377(7)

Die Krimmung an
den Randern ist Null

Es ergeben sich insgesamt 12 Bedingungen flur drei Intervalle. Auf jedem Intervall
kann man eine ganzrationale Funktion dritten Grades suchen, die diese
Bedingungen erflllt — kubische Splines. Mit Hilfe von Notes kann diese Suche
automatisiert werden. Dabei werden in diesem Beispiel Matrizen zur Berechnung
herangezogen.
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Extremwertaufgabe — maximale Dreiecksflache unter einer Kurve

Extremwertaufgabe — maximale Dreiecksflache unter einer
Kurve

n1| a
—

Ay g™

:, gl

Eine typische innermathematische Extremwertaufgabe ist die Suche nach einem
Dreieck mit maximalem Flacheninhalt unter einer Kurve, die fallt oder ein lokales
Maximum aufweist.

Wir gehen von der Funktion f(x)=x-e®* mit acR und a<0 aus. Das zu

maximierende Dreieck hat als Eckpunkte den Ursprung, den Punkt P(xq, 0) mit

Xo >0 und den Kurvenpunkt Q(xo, f(Xo)).

Gesucht wird derjenige Wert z flr xo, fir den die Dreiecksflache maximal wird.
Weiterhin gilt es herauszufinden, welcher Zusammenhang zwischen z und dem Wert
des Parameters a besteht.

Zur Veranschaulichung der Extremwertaufgabe dient die in der Abbildung gezeigte
Anwendung Graphs der Datei extrem_1.tns, in der ein Parameterwert (-2 < a < -0.5)
eingestellt werden kann. Durch Anderung des x,-Wertes mittels Schieberegler
kénnen nun der Wert z und die maximale Dreiecksflache empirisch ermittelt werden.
Fir a = -1 ergibt sich zum Beispiel der maximale Flacheninhalt A = 0.2706706 u? fiir
z=Xg=2.

Im Unterricht kdnnten alle Schiler eine vorbereitete tns-Datei mit der fertigen
Graphs-Anwendung erhalten und gruppenweise flr jeweils einen anderen Wert von a
die Lé6sung empirisch ermitteln.

Die Bestatigung der empirisch gewonnenen Ergebnisse erfolgt durch eine Rechnung
in der Anwendung Notes. Der Vorteil gegenuber einer entsprechenden Rechnung im
Calculator besteht darin, dass sich die Rechenergebnisse an sich dndernde a-Werte
automatisch anpassen. Egal ob Calculator oder Notes, um den in der Graphs-
Anwendung eingestellten a-Wert in die Rechnung Ubernehmen zu kénnen, muss die
Rechnung zum selben Problem gehdren wie die Graphs-Anwendung.

Im Unterricht sollten in den Schilergruppen — je nach Lernfortschritt — die
rechnerischen Losungen im Calculator oder in Notes erfolgen. Die
zusammengetragenen Gruppenergebnisse fir a, z und maximalen Flacheninhalt
kénnen mittels einer von Schilern erarbeiteten oder vom Lehrer vorbereiteten Notes-
Losung schnell Gberpriift werden.

7 u? steht fir Flacheneinheiten
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Extremwertaufgabe — maximale Dreiecksflache unter einer Kurve

Die folgende Abbildung zeigt eine solche Notes-Lésung, die den eingestellten Wert
fur a aus der Graphs-Anwendung Ubernimmt. Die mit kursiv gedruckten Nummern
bezeichneten Mathematikfelder dieser Anwendung werden im Anhang kommentiert.

D Funiktion Bxfi=x ¢" " 1) mit ack. a0 ist gegeben. Es wird das Dreieck betrachiet, dessen
Eckpurite der Ursprung, dar Punkt Pz 0) mit 2>0 und der Punkt Oz K23 sind

Gesucht ist darjanigs Warl lur 2, fur den die Dresecksilache maximal wird
m Mament 158 @ = -1 (20 die Funktian [sutat jgt2t By = 58

Zielfunktion zf|:) -—I_ 2 Hz] st 2fz) =

Erste Ableitung der Zielfunktion =fal|:) = r—'risz.-:l ot zfa1z) = |2- S

[

Mullstellen der 1. Abl. sind 102, i3, alse 21 =0 hund zd =

Zwelte Ableitung der Zielfunktion zfa2 :| - f-:zfm{-!j lutet zfa2(s) S8 =321 )0’
e

Prifung der hinreichenden Bedingung: zfa20)= | (54 listert

k. Liin /) oo 21 Fiacha gl

Frifung der hinreichenden Bedingung: zfa3 2 | lisfert

fax bDed 22 Flache

Nach der Betrachtung der zusammengestellten Ergebnisse flr eine Reihe
verschiedener a-Werte kann man die Vermutung aufstellen, dass z-a=-2 gelten
konnte. Diese Vermutung gilt es zu beweisen. Alle notwendigen Schritte fur den
Beweis sind in der oben dargestellten Notes-Anwendung bereits erfolgt, allein die
Belegung von a mit einem konkreten Wert verhindert eine abstrakte Lésung. Deshalb
wird die fertige Notes-Anwendung mit dem Seitensortierer in ein neues Problem
kopiert. AnschlieRend mussen alle Mathematikfelder der neuen Anwendung der
Reihe nach gedffnet und durch neu berechnet werden. Dabei stellt sich heraus,
dass a immer noch fett dargestellt wird, also als Variable existiert, die es zu I6schen
gilt. Dies geschieht in einem neu zu erstellenden Mathematikfeld durch die Eingabe
des Befehls DelVar a und [eter]. Dieses Mathematikfeld kann nun wieder geldscht
werden. Weiterhin sollte die 4. Zeile der soeben erstellten Notes-Anwendung (vgl.

erste Notes-Anwendung) geldscht werden, da sie keine Bedeutung mehr hat.

Damit konnte die Vermutung z-a =—-2 bewiesen werden.

Wie die folgende Abbildung zeigt, ergibt sich der maximale Flacheninhalt fur z = —%.
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Zialtunitian =3 2 ol

Erste Ableitung der Zielfunktion lfal ! t il £
i

Mullstellen der 1. Akl i

i
Twveirle Ableitung der Tiellunktion ool : :I efmll: el afndiz £1] &
I

Prisfung der hinrelchanden Bedingung: zfal g = ligtart

Prifung der hinrelchenden Bedingung: -fa. et

b 22 =

Die Bedingung a<0 in der Aufgabenstellung hangt damit zusammen, dass der
Hochpunkt des Graphen von f rechts vom Ursprung liegen soll, somit z und f(z) direkt
als Seitenlangen des betrachteten Dreiecks genutzt wurden kénnen. Die zweite

Notes-Anwendung liefert im Falle der Funktion f(x)=x-e?* allerdings auch dann

sinnvolle Ergebnisse, wenn auf die Bedingung a<0 verzichtet wird, da die Werte der
zweiten Ableitungen von f an den Extremstellen nicht von a abhangen. Deshalb
wurde die Bedingung a<0 lediglich in Textform formuliert, in der Rechnung kommt sie
nicht zum Tragen.

Diese Situation andert sich aber sofort, wenn man unter Ausnutzung der
Leistungsfahigkeit von Notes die zu untersuchende Funktion leicht abandert, z. B. in
f(x)= x2 .62 Der Funktionswert zfa2(z1) enthalt jetzt den Parameter a, der nicht

mit einem Wert belegt ist. Deshalb kann das Vorzeichen auch nicht entschieden
werden und die hinreichende Bedingung liefert die Ausgabe undef.

-3 9-e ”
)= liefert

) “d

Prifung der hinreichenden Bedingung: zfa2(

-
s .

W -3 . -27 e
undefbel z1 = —, Flache ———
il .
2a

Um die Leistungsfahigkeit der Notes-Anwendung auch hier sicher zu stellen, muss
die Bedingung an a als mathematischer Ausdruck in die Anwendung einbezogen
werden. Um die bisherigen Ergebnisse der Datei extrem_1.tns nicht zu gefahrden,
werden alle folgenden Anderungen in einer Kopie der tns-Datei, genannt
extrem_2.tns vorgenommen.

Die dazu notwendigen Hinweise finden Sie im Anhang.

Die derart erganzte Datei erlaubt es nun, im Funktionsterm von f den ersten Faktor
durch eine Potenz von x mit einem beliebigen nichtnegativen Exponenten zu
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Extremwertaufgabe — maximale Dreiecksflache unter einer Kurve

ersetzen. Dies sollte parallel in beiden Notes-Anwendungen der Datei extrem_2.tns
erfolgen, um auch die grafische Veranschaulichung anzupassen. Die Abbildung der
zweiten Notes-Anwendung in der folgenden Abbildung zeigt ein typisches Beispiel.

=
D= Furiktion flv)=+v~ ¥ X mit gell a=0 (st grgeben.E = wind das Dreseck betrachiet dessen Eckpunkie der
LUrsprung, der Punkt PO wnd der Punkt Q2128 sind
Gesucht it derjenige Wert fur 2, fur den dee Dressckafliche lokal maximal ward
1 1 |
Zlalfunktion aflz| =— = Mz) It aflz)
j d T A |
Erste Ablsitung der Zielfunktion falls| =—|afiz]] » |——s | &
i
Mullstellen der 1. Abl sind | — also El=— mndE2 =0
. i vii] ef
Zwwite Ableitung der Zislfunktion efalis -—[;lﬂ!.:i | =
i ] e
Frifung der hinreichenden Bedingung: =ral| )& Hefer Vorzeichen 1 und
. - :l
IoBhn belzl = — Wedt der Jethaniction —————
Prilfung der hinreichenden Bedingung: 2Fal(0) = 0 lefer Vorzeichen =1 uni
nided el 22 = 0, Flachs
==

Wahlt man a>0, so findet man eine lokal
maximale Dreiecksflache fir z<0, wie die
Darstellung in Graphs zeigt. Da xo und damit
z dann negativ sind, f(z) aber positiv, liefert
die Zielfunktion zf(z) negative Werte, obwohl
die Dreiecksflache natirlich positiv ist. In
diesen Fallen muss man aus dem lokalen
Minimum auf die maximale Dreiecksflache
schliel3en. {

|
[ %]

liefert Vorzeichen 1 und

Priifung der hinreichenden Bedingung: zfaz(i) =

a 2

a

-7
=

27

_.').

a

2
)

-3 -27-e
loke. Wiin beizl = —, Wert der Zielfunktion ———
a

Nimmt man alternativ in die Zielfunktion den Absolutbetrag auf, kann es im weiteren

Rechengang zu Schwierigkeiten kommen.

empfehlenswert.

Deshalb

ist dieser Weg nicht
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Anhang

Hinweise zur Erstellung der Datei didakt1.tns:
Das Notes-Dokument besteht aus drei Seiten, von denen zwei auf einer Seite

gruppiert werden.

Seite 1:

Notes-Applikation zur Eingabe der Funktionsgleichung f(x), der Intervallgrenzen a
und b, des Programmnamens rechtecksumme() zur Darstellung der Rechtecksumme
und der Berechnungsformel rs(n) fir die Berechnung des Inhalts der

Rechtecksumme

Seite 2:
Graphs-Applikation mit der Anzeige des Funktionsgraphen (Grafiktyp Funktion) und

der Rechtecksumme (Grafiktyp Streudiagramm) sowie eines Schiebereglers fir die
Anzahl n der Rechtecke

Seite 3:
Calculator-Applikation mit dem Programmeditor aus dem Menul ,Funktionen und

Programme®. Hier wird das nachfolgend dargestellte Programm eingegeben und

anschlieftend auf Syntax geprift und gespeichert.
Die Seiten 1 und 2 werden gruppiert, sodass man sie gleichzeitig betrachten kann.

-
W
o

"rechtecksumme" erfolgreich gespeichert
Define rechtecksumme()=

Frgm

Local kdx

_ba

dax:

n
xliste:=1a,a,a+dx,a+dx }
yiiste:= Olf(a+a’x)j(a+a’x),0 }
For k1,n-1

xliste: :augment(xh's!e, a+k dx,a+k dx, a+(}c+ 1 ) - dXx, a+(k+ 1 ) dx })
Viiste: :augment(}'h'sfe, OL/{ a+(k+ 1 ) : a’x)J{a+(k+ 1 ) a"x), 0 } )
EndFor
EndPrgm

Zum besseren Verstandnis der Darstellung im Streudiagramm dient noch dieses
kleine Beispiel:
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(&)

|V S——

Die Darstellung der Listen als Rechtecke erfolgt Uber die Einstellung
yotreudiagramm® im Graph — Menl. Dabei wird unter ,Attribute” eingestellt:

1 Punkte diinn zeichnen
2 Punkte verbinden

Beachten Sie bitte:
Im dargestellten Beispiel ist f(x) im Intervall [a; b] streng monoton steigend. Das

Programm rechtecksumme() stellt in diesem Falle eine Obersumme dar.
Entsprechend ist auch rs(n) zur Berechnung der Obersumme formuliert. Soll die
Untersumme dargestellt werden, so missen das Programm und die
Berechnungsformel etwas verandert werden. Weist die gewahlte Funktion f im
Intervall [a; b] eine andere Monotonie auf, so muss rs(n) etwas verandert werden.
Aus Platzgrinden wird das hier nicht naher dargestellt und bleibt dem Leser als

Aufgabe Uberlassen.

Hinweise zur Erstellung der Datei didakt2.tns

i
fali) =—{f]) » |
il
|
YR LK |.
faleg ) \xp-xg|-yp. )
]

xp
leg: =zeroe|FyvgH

m =fallsg! -
n =yp-mxp *

Hiix]=Hx)
i 2y }=tix]

£}

xr
X

L L]
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Anhang

Man verwendet haufig in Notes zur Lésung eines Gleichungssystems statt des
Solve-Befehls die Befehle Zeros() oder linSolve(), die jeweils eine Liste von Zahlen
als Ergebnis liefern. Mit einer solchen Liste kann wiederum leicht eine
Funktionenschar erzeugt werden.

Hier wurde das Gleichungssystem zur Bestimmung von m und ni n eine einzelne
Gleichung umgeformt:

yp:m.)(p+n:>n=yp—m-xp (1)
t( xq)=f( x,) (2)
t(x) =f(x)=m=f(x) )

Aus (2) folgt f(xp)=m-xp, +n.
Mit (1) und (3) erhalt man daraus:

f(xg)=f(x) -x, +y, = (x,) - %, (4)
und darags
f( Xq)+f(xq).( Xp_xq)_yp=0 (5)

Dieses Gleichungssystem lasst sich somit auf die Bestimmung von Nullstellen einer
einzigen Funktion zurtckfihren. (Das ist fir allgemeine Gleichungssysteme nicht der
Fall.)

Wenn f ein Polynom vom Grad n ist, so ist auch die linke Seite dieser Gleichung ein
Polynom hdchstens n-ten Grades. Es kann daher hdchstens n L6 sungen -
entsprechend n Tangenten - geben.

Hinweise zur Erstellung der Datei zum Kongruenzsatz

Das prinzipielle Vorgehen wird hier am Beispiel des Kongruenzsatzes SWS erklart.

Offnen einer Notesseite LT —— -
Die Eingabe von Text erfolgt wie in jedem Crnniielamirnkiben mack dem
Programm, dieser kann auch formatiert FlengruanTens SIS

werden.

In den Dokumenteneinstellungen wird das
Winkelmalf} auf Grad eingestellt.

el ST R L e |:F

EinfUgen der drei Math-Boxes mit /M I T T
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Anhang

Teilen des Bildschirms, um die zweite

Applikation zufiigen zu kénnen.

Hinzufligen einer Geometrieseite

Zeichnen der ersten

Halbgeraden

Nun wird wie beim Zeichnen mit Zirkel und
Lineal ein Kreis um den ersten Eckpunkt

gezeichnet, der den Radius 5 hat.
Menii- Konstruktion — Zirkel

Geraden

bzw.

(Eine Alternative ware hier die Nutzung des

Befehls MaRBiibertragung, dazu misste

allerdings die Zahl 5 zunachst als Text im

Geometriefenster eingetragen werden.)

Wie man dabei vorgehen muss, kann man

durch eine Hilfe erfahren, dazu muss man die

Maus in die Nahe des Icons bewegen,

fell] <]

*Micht gespeicherte <=

.
Dreieckskonstrukti
on nach dem
Ko.I(gruenzsatz

SWS
menu dricken
s1=5+5

§2.=4 1+ 4

w3:=60° » 60

*MNicht gespeicherte <=

Dreieckskonstrukti
on nach dem
Kongruenzsatz

EWS
s1=5+5
s2=4>4
w3:=60° » 60

lcm

*Micht gespeicherte <=

K Ws
sl=5+5
§2=4+4

=
Dreieckskonstrukti
on nach dem
Kongruenzsatz
w3:=60° » 60

lem

Drulachabenatrubil
o nach dam
F.angrusfriste
WS

efgruaniials

welches sich in der linken oberen Ecke des = | WS
aktiven Fensters befindet.
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Momentan besteht noch keine Verknlipfung
zwischen den beiden Fenstern. Um dies zu
erreichen, muss der gewahlte Radius noch mit
der Variablen s1 verkn(pft werden.

Dazu markiert man die Zahl 5 ([ctn])[meny) bzw.
rechte Maustaste), klickt den Variable-Button
an und weist die Variable s1 zu.

Anhang

.
Drelechshor Drbet Kichen Sie aof den Haduy (oder

grben Zie #n om) ung dare 3t Son

on nach der ot &)
Mg iperst 4as Frenet (nder gehen Le

k.cﬂglu.ﬂ!‘ PV v an K acedewien o)

SWS
‘l
15 1
524+ 4
J—

W3 ~00"

!
1: e tst verwendet »

Dral ZAtrt e 1em
Auswahl

Jetzt ware es an der Zeit zu
prufen, ob die Dynamisierung
Erfolg hatte. 2
Andert man den Wert von s1, -
so erfolgt auch eine Anderung

im Geometriefenster.

Gleichzeitig sollte man

zumindest beim Erstellen der

Datei spatestens jetzt auf die
Computeransicht umstellen.

Als nachstes muss der zweite
Eckpunkt noch bestimmt

werden. s
Menii Punkte-Schnittpunkte -

62
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Anhang

Jetzt kann das Zeichnen des
Winkels erfolgen.
Menii - Abbildung —Drehung

Nutzen Sie wieder die
Méglichkeit der Hilfe.

Ein mdglicher Weg:

Klick auf die Halbgerade-
Klick auf das Drehzentrum-
Eingabe der Zahl 60

Jetzt muss wieder die
VerknUpfung hergestellt
werden.

Denken Sie an die Kontrolle.

Wie der dritte Eckpunkt
konstruiert wird, wissen Sie
schon.

Um die Ubersicht zu bewahren,
kann man nun nicht bendétigte
Objekte ausblenden.

(Menii Aktionen-
Ausblenden/anzeigen)

Vorsicht: Nicht I16schen!

LES
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Damit man ein auch ein
,Objekt* Dreieck bekommt und
damit es besser aussieht,
konstruieren wir nun Uber das
Menii-Formen-Dreieck ein
Dreieck.

Nun kommt noch etwas
Kosmetik ins Spiel und wir
messen noch mittels des
Meniis Messen interessante
Grolen des Dreiecks.

Geschafft: Jetzt kann man alle
Dreiecksberechnungen nach
SWS kontrollieren.

Naturlich will man dies auch
genau haben, dazu muss man
im Notesfenster die restlichen
Berechnungen in Math-Boxes
eingeben.

(Um bei ungunstigen
Seitenlangen trotzdem etwas im
Geometriefenster zu sehen,
kann man die Einheit, die rechts
oben vorgegeben ist, beliebig
variieren.)

Anhang

S cm

a3 ¢m
24.1 2m?

SWS

W3I=80° * 90

nach dem Kong 2 [ Lom|

Damit ist der erste Kongruenzsatz implementiert.
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Anhang

Hinweise zur Erstellung des Dokumentes Punkt im Dreieck

c|

fo.008 761

fa0

PO AT T4 0%

In einem geeigneten Koordinatensystem in Graphs
wird ein Dreieck und sowie ein Punkt festgelegt.

Die Koordinaten der Punkte werden angezeigt:

(en)men) Koordinaten/Gleichungen

Im nachfolgenden Text seien die Punkte des Dreiecks
mit A, B und C, der Punkt mit P bezeichnet.

Die Koordinaten der Punkte werden in geeigneten
Variablen abgespeichert:

(ew)mens) Speichern

Fir das Dreieck A(ay|ay), B(byby); C(cx|cy) und flr den
Punkt P(p«|py).

Hinweis:

Die bereits abgespeicherten Werte sind im Fettdruck, da die
entsprechenden Variablen mit diesen Werten belegt sind.
Nach dem Speichern kénnen die Werte verborgen
werden: [en]meny) Auswahl

Far die Konstruktion werden bengtigt:

e die Gerade AB und die Gerade AC,

e die Parallelen zu den Seiten AB und AC durch P,

e die Schnittpunkte dieser Parallelen mit den Geraden.
Geraden und Parallelen sind nur eine
Konstruktionshilfe und kénnen anschliel3end
verborgen werden:

(et ] (mens) Auswahl

Uber die vorhandenen Punkte werden Vektoren

festgelegt. Die eingefliigten Strecken dienen der
besseren  Sichtbarkeit des Zusammenhanges
zwischen den Vektoren.

Die Objekte koénnen nun in geeigneter Weise
formatiert werden.

Far die Darstellung des numerischen

Zusammenhanges zwischen den Vektoren wird die
Notes-Applikation eingefligt:

Seitenlayout -Layout auswahlen

Es ist empfehlenswert, die direkte Berechnung auf
einer separaten Seite auszufiihren, um den Fokus auf
den darzustellenden Zusammenhang zu setzen.
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T IR  In der externen Notes-Applikation wird in einer Math-

at

Box das zugehorige Gleichungssystem geldst und in

U (| foand aalias b Desiing einer Variablen, hier mit list bezeichnet, abgelegt. Auf

adiediln B Lk O die Parameter kann Uber list[1] fir r und list[2] fir s

direkt zugegriffen werden.

Veranderungen im Grafikbildschirm bewirken hier im
Hintergrund die Berechnung neuer Parameter in
Echtzeit.

TR In der vorher angelegten Notes-Applikation erfolgt

jetzt die Ausgabe der berechneten Werte. Diese sind
Berectrury de in geeigneter Weise zu formatieren:
Sl cofihogr Attribute des Math. Feldes-
Eingabe ausblenden
Die Anzahl der anzuzeigenden Ziffern wird unter
Einstellungen -Dokumenteinstellungen festgelegt.

et

Hinweise zur Erstellung der Datei Extremwertaufgabe 1

Nr. Eingabe in das mathematische Feld / Kommentar

1 — T
Cae Funktisn hﬂ -8 . P REATH Hom Atfribube (ki
Eckpunkte der Lrsprung, der Pur

Elngabs & Ausgabe: Aucgabe ausbisndan
Gesucht ist denanige Wert fir 2 S =y -

; Snrrisol erifugen; |« ®

Im Boment st a = 1., die Furkll
Jiffern anzelgen: |Auta

4 = e | j |
Zieltunktion zHz| =— = fiz} isl 2 Winikel: [Auto

= Augdruck e wmbsechsn

Erste Ableitung der Zielfunktio

] Warmnanz 2ige indlandan

Mullstellen der 1. Abl. sind

Zwieite Ableitung der Zielfunkti

Definition der Funktion f:

a ist fett dargestellt, da a als Variable in der Anwendung Graphs und damit im

selben Problem deklariert wurde.

Das Mathematikfeld wird so formatiert, dass die Ausgabe ,Fertig® nicht

angezeigt wird.
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Im Momerl ""-‘I-h = -1 | Math Aox Altobale (Akioell)
iqo 1
Zielfunktion zf -}, -—Q Eingabe & Ausgabe: Elngabe & Ausgabe anzelgen -
Symbol einfibgen: (= "
Erste Ableitung der |
Ziflern anzeigen: [Aulo
Mullstellen der 1. 2 A T
Wrkeb [Aulo
E'I'I'Eitl Pbleitunﬂ d-=r o | A drick e umbrechen
Priiffung der hinreich] =!'Wamnanzeige sinblenden
bk, Bim bei x1 = 0
Prifung der hinreich
Das Feld enthalt nur a. Bei der Berechnung des Feldes wird der aktuelle Wert
als Ausgabe gezeigt.
Das Feld wird so formatiert, dass als Trennzeichen zwischen Ein- und Ausgabe
»= gezeigt wird.

3
Nullstellen der 1. Abl. sind Fns:zzems(zfaﬂz),z) - [ 0,2. ]
Da die erste Ableitung zwei Nullstellen besitzt, wird das Ergebnis des Befehls
als Liste namens Ins definiert.

4 R R N .
Nullstellen der 1. Abl. sind 10,2, ;, also z1 =g1:=lns|1| * C
z1 wird als 1. Element der Liste Ins definiert, die Eingabe des Feldes wird
ausgeblendet.

5 T [ [ [ H - 1
Prufung der hinreichenden Bedingung: zfaz(zh »0)=1. liefert
Um im Text den Wert von z1 erscheinen zu lassen, wird ein Feld mit der
Eingabe z1 erstellt, die Eingabe wird ausgeblendet.

6 Prifung der hinreichenden Bedingung: zfa2(0) = bfaz(lns[l]) » 1. liefert
Um im Text den Wert der 2. Ableitung zu haben, wird in ein Feld die gezeigte
Eingabe getatigt, diese aber anschlieend ausgeblendet.

7 Prifung der hinreichenden Bedingung: zfa2{0) = 1. liefert

it?n(lzfa!l[lns[1])-“-0."1:1{ I\.-iin",ianI{zfaZl[lns[l]:lﬂﬁ, "lok Ivia}:"."u11det"':|:| * lok, Min

Je nach Vorzeichen des Wertes der 2. Ableitung wird ,lok. Min“ oder ,lok Max*“
(Texte) angezeigt. Ist der Wert 0, liefert des Kriterium keine Entscheidung, es
wird ,undef‘ ausgegeben. Dazu wird die if- Funktion iffn() bendtigt. Sie zeigt
entweder das zweite oder dritte Argument, je nachdem, ob das erste Argument
wahr oder falsch ist. Da in dem betrachteten Fall drei Alternativen vorhanden
sind, ist die if-Funktion geschachtelt.
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Anhang

lok. Min bel z1 =0, Flache z|f(lns[1]) = 0.

Um die extremale Flache anzeigen zu kdnnen, wird ein Feld eingefiigt, dessen
Eingabe die Zielfunktion an einer Extremalstelle beinhaltet. Die Eingabe wird
ausgeblendet.

Hinweise zur Erstellung der Datei Extremwertaufgabe 2

Im Anschluss an das Mathematikfeld mit der Definition der Funktion f wird die
Bedingung a<0 in der dargestellten Form als eigenes Feld eingebracht, die Eingabe
des Feldes wird anschlieRend ausgeblendet.

Die Funktion f(:u:):=:u:‘E

e“ ' mit ack, bed:=expr("a{:£]“) » q<i

Um in der weiteren Arbeit leichter auf sie zurlickgreifen zu kdnnen, wird die
Bedingung als Variable bed definiert. Die Bedingung a<0 selbst wird in
Anfiihrungszeichen gesetzt, um sie als Text (String) zu deklarieren. Mit der Funktion
expr() wird dieser Text in einen mathematischen Ausdruck (Expression)
umgewandelt.

Im weiteren Ablauf der Rechnung werden die Vorzeichen von zfa2(z1) als Variable
v1 und von zfa2(z2) als v2 berechnet, wobei die Bedingung bed benutzt werden
muss, wie die Abbildung zeigt:

Prifung der hinreichenden Bedingung: zfa2( —— } _-.= lieters Warzeichen

vl =512|1|zfaZI'z1E:!§bed . -!| unid

In den Entscheidungen Uber die Art der Extrema werden nun in den If-Funktionen die
ermittelten Vorzeichen benutzt. Ergibt sich das Vorzeichen als £1 (Wert 0), so liefert
die Funktion iffn() die Ausgabe undef, was mathematisch betrachtet auch stimmt,
denn das hinreichende Kriterium liefert keine Entscheidung.

-2
_a ~ ]
S

ifFnll1>0,"Iok. Min","lok, Max") » lok. Max bei z1 = —, Flache ——=—

- 2
(£} 2"'.1"-}
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