Kombinatorik och lite
sannolikhetsldra

Pa raknaren finns ett antal verktyg som har med
sannolikhet att gora. Tryck pa och flytta
sedan markéren till PRB. Tryck nu pa [enter]. D&
kommer foljande meny fram:

MORMAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

MA NUM KPX BRAK
s lume

2:nPr

2:nkKr

g

S5:=lumpHel(
&:slumpMorm(
TielumpBin(
&:=slumpHelEjRep(

Instruktion slumpHel har du redan anvant i sanno-
likhetslaran. Den genererar heltaliga slumptal
mellan tva granser.

Vi borjar med instruktionen 4:1. | bendamns i detta
sammanhang fakultet och 3! ar samma sak som
1-2-3 och allmant

n'=1-2-3-...-(n—1)-n.

Ett typexempel pa anvandning av fakultet ar
foljande problem:

Pa hur manga sitt kan 10 bocker i en bokhylla
placeras invid varandra?

Den forsta boken kan placeras pa 10 sétt, den
andra pa nio séatt osv. Totalt blir det (se rdaknar-
bilden i nasta spalt) 3 628 800 olika satt. Vi kan
snabbt ta fram en tabell genom att i funktions-
editorn skriva in Y1=X! och sedan trycka pa
[2nd][table] for att f4 fram en tabell. Du méste
kanske forst stdlla in hur tabelldata ska visas

genom att trycka [tablset].

MORHMAL FLYT AUTD REELL RAD HF n

TREBELLINSTALLNIMG
TblStart=1
aTbl=1
Oberoende :[MXs Fraoa
Bero: Fraea

Sa har blir nu tabellen. Du marker hur snabbt
fakulteten okar.

NORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF q
TRYCK ®FOR ATT REDIGERA

A Y1

1 1

2 2

3 6

y 2y

E 129

] ]

7 )

8 Hya3ze

g 362880

10

i1 3.99E7
Y1=3628800
Permutationer

| en skola ska man utse tre matematiklarare
till styrelseledamoter i en forening. Man ska
valja ordforande, sekreterare och kassor. Det
finns 10 matematikldrare. Pa hur manga sitt
kan man utse denna trepersonersgrupp?

Har kan man naturligtvis resonera sig fram till
det ratta svaret. Den forst utsedde lararen,
som ska bli ordférande, kan véljas pa 10 satt,
nasta larare kan valjas pa 9 satt, och den tredje
lararen pa 8 satt. Multiplikationsprincipen ger
da att det finns sammanlagt

10-9 -8 satt
att utse denna larargrupp.

Problemet ovan visar en kategori av problem
som ar vanliga i kombinatorik:

Av n olika objekt ska man valja ut en delmangd
av k objekt och dessa ska uppraknas i en viss
ordningsfoljd. En sadan har delméangd kallas for
en permutation av k element ur n givna.
Antalet permutationer av k olika objekt ur n
givna ar

n!

(n—k)!

Verkar formeln konstig. Vi anvander nu
formeln pa vart exempel:

10-9-8- 7-6°574-3.2.1

=10-9-8
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Pa raknaren finns en inbyggd funktion nPr med

vilken man kan berdkna antalet permutationer.

Problemet ovan kan alltsa direkt berdknas om
man skriver som skarmbilden visar. Man bérjar
med att skriva in 10 och véljer sedan och
sedan fliken SAN. Dar valjer du nu 2:nPr och
trycker pa [enter]. Dy fyller sedan i 3 och trycker
pa igen.

MORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

16Pz

e A 28,
|

Nu ett annat exempel:

I en klass med 17 elever sa placerar de sig vid
varje mattelektion helt slumpmissigt pa
klassrummets stolar. Det finns 20 stolar att

vélja pa. Lat oss saga att du har fem lektioner i
veckan under ldsarets 40 veckor, hur manga ar

tar de da att ga igenom alla olika placerings-
mdjligheter?

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

20P17
e 32 B5483668E17
Svars(40x5)

[ ]

Kommentar: det blir ofta valdigt stora tal nar
man arbetar med kombinatorik. 10 ar &r ju
ca 10 000 ganger mer &n universums alder.

Kombinationer

P3a en fest ska de fyra gésterna skaka hand
med varandra. Hur manga handskakningar
blir det totalt?

Lésning:

Det blir sex handskakningar.
Detta ser man direkt om man
ritar upp en figur dar varje
handskakning visas som ett

streck mellan personerna.
Man kan ocksa komma fram till svaret genom
att rakna handskakningarna fran varje person.

Alla fyra skakar ju hand med tre andra sa det
blir 12 men ar det blir ju dubbelrdkning
eftersom till exempel A skakar hand med B
men B skakar ju ocksa hand med A. Svaret blir
alltsd 12/2 = 6. Vi kan nu skriva formeln for det
har som

n-(n—1)
2
dar n ar antalet personer.

Tva nya gaster kommer till festen. De kdnner
varandra och kommer inte att skaka hand
med varandra. Hur manga nya handskak-
ningar blir det nu totalt om alla skakar hand
med varandra?

Vi anvander formeln ovan

6-(6-1)
— =
Antalet nya handskakningar blir nu
15-6-1=28.Vifarjudrabort de gamla
handskakningarna och sedan en till fér de
tva nya gasterna.

Finns det nagot mer séatt att resonera sig
fram till svaret?

15

Mer formellt blir det nu sa har:

Om man inte tar hénsyn till ordningen
anvander man instruktionen nKr pa raknaren.
Att bland k givna valja ut n stycken kallar man
valja ut en kombination.

Antalet kombinationer av k olika objekt ur n
givna ar

n!

k!(n—k)!

n
Man brukar skriva detta tal som [kj , som
utlases “n 6ver k”.

Vi testar nu fér exemplet ovan:

HORMAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

Kz
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Fem kort pa handen

| Poker handlar om att ha en sa bra femkortshand
som mojligt. Man drar da kort fran en vanlig kortlek
med 52 kort med tretton valorer (ess, kung, dam,
knekt osv) i fyra sviter (spader, hjarter, ruter, kléver).
N&r man spelar poker maste man ha en kénsla for vad
sannolikheterna ar for olika hander.

Vi ska nu titta pa sannolikheten for viss pokerhand

Sannolikheten for att fem slumpvis dragna kort ska ge
en viss unik hand. (dar ordningen inte spelar nagon
roll) kommer vi fram till sa har:

Forst ar det ar 5 chanser pa 52 att det forsta kort man
drar ska vara bland de fem 6nskade korten. Sedan ar
det 4 chanser pa 51 att nasta kort man drar (av 51)
ska vara bland de fyra aterstaende 6nskade korten.
Sa fortsatter det med 3 chanser pa 50, 2 chanser pa
49 och till sist 1 chans pa 48.

Enligt multiplikationsprincipen &dr da sannolikheten
att alla fem handelserna (de fem dragningarna) ska
intraffa

5 4 3 2 1 1

Det har betyder da att man kan bilda 2 598 960 olika
femkortshander fran en vanlig kortlek med 52 kort.

Det hér kan vi nu rakna ut direkt med raknaren

MORHAL FLYT AUTOD REELL RAD HF n

52K

e 20 28960,
|

Nu till ett exempel:
Vad dr sannolikheten att du far en kak

En kak ar en hand déar du har tre kort i en valor och 2
kort i en annan. Da handlar det forst om att valja ut
tva valorer. Dar den ena ska ge triss och den andra
par. Det betyder att vi 13 mojligheter att valja triss
och da aterstar 12 mojligheter att vélja par.

4
For triss finns det nu [3] mojligheter att valja tre

kort av de fyra korten med samma valor.

q
och for par finns det [2]

Totalt blir det da enligt multiplikationsprincipen
4\ (4
13. 12~[3j (2} =3744 mojligheter.

Sannolikheten att du ska fa en kak ar da

3744 6

= ~0,00144 dvs 0,144 %.
2598960 4165

Sa har blir berakningen pa raknaren:

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

13%12% K ¥ K,/ oK
.....2:8014403762,

Du kan hitta en utmarkt beskrivning av alla
pokerkombinationer pa

http://matematik.grebsrof.se/3my04a/arkiv/pokerk
ombinatorik.pdf
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Pa maltipset giller det att bland 30 matcher
vidlja ut de 8 malrikaste. Hur stor dr sanno-
likheten att du far 8 ratt om du lamnar in 12
olika rader?

Vi berdknar har forst antalet kombinationer.
For att fa sannolikheten tar vi 1 dividerat med
antalet kombinationer och sedan multiplicerar
vi med 12 eftersom det [amnades in 12 olika
rader. Berdkningarna finns pa skarmbilden
nedan.

MORHMAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

30Kg

et iainnn .. 0802925
1-Svarx12
.....2:030256923E 76

Pl6tsligt hdnder det!

Stryktipset ar ett av de mest populara spelen i
Sverige och har sa varit anda sen 1934. Namnet
kommer sig av att man pa de allra forsta
kupongerna skulle stryka ett streck over det lag
man trodde skulle forlora. For pappa och
mormor var det "tolvan" som géllde; den
trettonde matchen infordes 1969. Stryktipset
tilltalar alla hjartan som klappar for fotboll och
ar idag det mest populdra spelet bland yngre
man.

| stryktips finns det ett visst matt av skicklighet.
Om vi glommer det och sager att resultaten pa
alla matcher ar helt slumpmdissiga och kan
sluta hur som helst - hur stor sannolikhet har
man da att fa tretton ratt pa en enkelrad?

e Sannolikheten att pricka ratt pa en match ar
1/3 (det kan ju bli 1:a, X eller 2:a).

e Sannolikheten att pricka ratt pa tvd matcher
ar1/3-1/3=1/9.

e S3 fortsatter man rad efter rad.
Sannolikheten att tippa 13 ratt blir da

111 1 (1V_ 1
3337 3 (3 1594323

Alltsa en chans pa 1 594 323 att fa 13 ratt.

Lat sdga att vi vill rékna ut chansen att fa 10
ratt pa en enkelrad. Vi borjar med att stélla upp
alla fakta vi har:

e Sannolikheten att pricka ratt pa en match ar
1/3.

e Sannolikheten att tippa fel pa en rad ar 2/3

Om tio matcher ska prickas in anvander vi
multiplikationsregeln som ovan:

ESESERNNE O )

3337 3 (3 54049

e Dessutom ska tre matcher ga fel (visa ju
bara 10 ratt):

222 (2)_8

333 {3) " 27

Till sist: Pa hur mdnga satt kan man fa tio ratt
av 13 matcher. Man kan formulera fragan sa
har:

"PG hur mdnga sdtt kan man vdlja ut 10 av
tretton?"

Det ar nu kombinatoriken kommer in. Man kan
ju tanka sig att man tar match 1, 2, 3, ... 10.
Man kan ocksa ta match 3, 4, 5, ... ,12. Detta
kan vi rdkna ut pa en gang med raknarens
inbyggda instruktion for antalet kombinationer.
Se nasta sida.
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MORHAL FLYT AUTOD REELL RAD HF n

1310

..286

Det finns alltsa 286 sadana kombinationer.

Nu multiplicerar vi ihop alla vara resultat fran
berdkningarna:

! -£-286z0,001435
59049 27

dvs. 0,14 % chans vilket &r 1 chans pa 697.

Vi kan ju ocksa skriva sa har pa raknaren:

MORHMAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

(13)%%(2,3)%% 5K,
....2.0814350313

Samtliga sannolikheter pa stryktipset ser du i
tabellen. Du ser att man har storst chans att fa
4 ratt pa en enkelrad.

0 ratt: 0,51 %

1 ratt: 3,34 %

2 ratt: 10,02 %
3 ratt: 18,37 %
4 ratt: 22,96 %
5 ratt: 20,67 %
6 ratt: 13,78 %
7 ratt: 6,89 %

8 ratt: 2,58 %

9 ratt: 0,72 %
10 ratt: 0,14 %
11 ratt: 0,020 %
12 ratt: 0,0016 %
13 ratt: 0,0000627 %

Kluring: Hur manga rader maste man minst
tippa for att vara sdker pa att fa minst 5 ratt?

Vi ska inte ndrmare ga in pa teorin for dessa
upprepade forsok. Allmant galler:

Antag att en handelse i ett slumpmassigt forsok
har sannolikheten p. Om man gor n oberoende
forsok ar sannolikheten att hdndelsen intraffar
exakt k ganger:

B

Dessa sannolikheter kallas binomialférdelningen.

n
(kj skrivs pa réknaren n nKr k.

Om du tittar pa formeln sa ar det precis det vi
raknade ut i tips-exemplet.

Raknaren har manga kraftfulla funktioner och
binomilaférdelningen som vi namnde finns som
en inbyggd funktion pa alla TI-84 Plus-raknare.

Vi ser nu till att vi innan det fardiga uttrycket
kommer far en “guide”, STAT-GUIDER, som gor
det lattare att fylla i varden. Man stéller in

detta under [mode].

Du hittar funktionen binompdf genom att
trycka [distr]. | den lista som dd kommer
fram finns ett stort antal funktioner for att
berdkna olika sannolikhetsfordelningar.

Ska man ha en lista med sannolikheterna for O,
1,2...9, 10 lyckade utfall kan man spara den i
statistikeditorn. | L1 har vi lagt listan 0, 1, 2 ...
13 for antalet lyckade forsok. Med lyckat forsok
menas har att man tippar ratt.

| statistikeditorn sa placera du markéren i
kolumnhuvudet i Lista L2. Tryck pa [2nd][distr]
och vélj nu A: binomsff och tryck pa

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

EhISWE RITA
Sttsff(
Gitkff(
Tiitsff(
B:xzkff(
S:Fsff(
B:Fkff(
EHbinomsff(
B:binomkff(
ClinvBinom(

Nu kommer en ny sida upp dar du uppmanas
att fylla i olika varden. Sa"har fyller du in har:
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MORHAL FLYT AUTOD REELL RAD HF n

binomsff
forsok:12
r!1.3
w—varde:L1
Klistra in

Masrkera Klistra in Tryck nu pa [enter]. D3
kommer hela instruktionen upp i statstik-
editorns inmatningsfalt langst ner:

D a kan det se ut sa har

=

W0 0% = Oh LA E WS

la
Lz=binomsf+{(13.1-3.L1)0

Tryck nu pa

L0 03 =J O LA LR
=
e
I
ay
[

F1 06014
L2=0, BR51382310861733

Nu far vi en lista med sannolikheterna for att fa
0 till 13 ratt. Ur denna lista kan man ocksa latt
berdkna handelser som till exempel "fa minst 8
ratt” mm. Om du i kolumnhuvudet i L3 skriver

kumSum(L2)

sa berdknas de kumulerade frekvenserna.
Instruktionen kumSum nar du genom att trycka
pa [2nd]list]. D&r finns manga statistiska
berdkningsverktyg.

En ny fraga:

Vad ar chansen att det finns exakt 5 kvinnor i
en slumpmdssig grupp pa 10 personer?
Urvalet sker fran en stor population dér det
finns lika manga kvinnor som man.

Det har ar ungefar samma problem som forut.
Vi upprepar att forsok 10 ganger dar sannolik-
heten att lyckas (vélja en kvinna) ar 1/2.

Forst fraga man sig hur manga olika kombina-
tioner det finns dar det finns 5 kvinnor.?

Ett urval kan ju till exempel vara
k, k, m,k, m, m,m, k, m, k

Det finns ju

10
(5 ]=252 olika kombinationer.

Sedan ska vi ju lyckas 5 ganger med sannolik-
heten 1/2 och misslyckas 5 ganger med sanno-
likheten 1/2.

Den totala sannolikheten blir da

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

16Ks

Svar*(1,2)°%(1,2)°
e i raenenn D0, 246B3370
i

Vii vi ha svaret som ett rationellt tal sa blir det

63
——. Rakna sjalv ut detta!
256

Du kan ocksa berdkna med den inbyggda
funktionen for binomilaférdelningen. Tryck pa
[2nd][distr] och vilj A:binomsff. Fyll sedan i din
mall sa har

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

binomsff
forsok:10
rilrs2
*x—varde: 5l
Klistra in

Markera Klistra in och tryck pa [enter]. D&
kommer hela instruktionen for berdkningen
upp i grundfénstret.
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MORHMAL FLYT AUTO REELL RAD HF ]:[

binoms+f(16,1-2,.5)1

Tryck nu pa igen:
Vi far samma resultat. Betydligt enklare och
snabbare.

MORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF n

binoms+f{18,1/2.5)
....B. 24609375

Knappt 25 % alltsa.

Man kan ocksa gora berakningen i statistik-
editorn och da far man sannolikheterna

0 kvinna,1 kvinna, 2 kvinnor ... 10 kvinnor for
detta forsok i lista L2. | lista L2 har vi talen O till
och med 10. Det ar ju antalet lyckade forsok.

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF ]:[

Li Lz Lz Ly Ls 2
[]

1

2

3

y

g

[

7

E

k]

1a
Lz="binomsff{10.1/2.L1)N

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HF ]:[

L iz aéis
9.8E 4
a.ap9g
0.0439
a.1172
6.2051
0.2051
a.1172
6.6439
a.aa98
10 9. 8E-Y

L26)=@) . 24609374933981

W0 0% = O LA E W S

Ni ser symmetrin i lista L2.
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