Anvanda rekursion och derivata
for att losa ekvationer

| denna aktivitet sa visar vi hur man kan l6sa
ekvationer med rekursiva metoder med och utan
derivata. Langt innan grafrdknare och avancerade
datorprogram i matematik fanns inom gymnasie-
skolan sa var man ju tvungen att ta till numeriska
metoder for att I6sa ekvationer och man fick rdkna i
manga steg. Detta kunde vara en lang och modo-
sam process.

En metod man anvande var Newtons metod dar
man utnyttjar derivata. Forst tar vi dock upp lite om
metoder dar man inte anvander derivator. Det
handlar om upprepade berdkningar.

Man kan fraga sig varfor vi tar upp detta. Jo, nu ar
det ju sa att manga av de berakningar som vi till
exempel kan géra med de moderna grafrdaknarna ar
osynliga for oss. Vi ser ofta bara resultatet. Da kan
det vara en god pedagogisk idé att visa pa hur det
kan ga till internt i datorns eller raknarens program.
Det ar da det viktiga begreppet rekursion kommer
in i bilden. Dar tar man fram en serie av approxi-
mationer till en rot till en ekvation och varje nytt
(och battre) varde berdknas med hjélp av det fore-
gaende. | kurs 5 behandlas detta i samband med
berdkningar pa talféljder.

Antag att vi ska I6sa ekvationen x-sin(2x) = 0 och
berdkna den positiva roten. Vi skriver forst om
ekvationen pa formen x = f (x). Det blir da x=sin(2x).
Vi soker nu ett varde pa x sa att vanster- och
hogerled blir lika. Idén nu &r att satta in ndgot som
vi tror ligger néra det riktiga vardet och se vad vi far
ut. Om det ar en battre approximation upprepar vi
proceduren tills det inte verkar handa mer. Uttryckt
med en formel kan det vi gor beskrivas som

X,., =sin(2x,)

Se graferna nedan.
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Har visar vi hur vi kan 16sa ekvationen x-sin(2x)=0
utan hjalp av derivata.

Berdkningarna kan utforas direkt i raknarens
grundfoénster och man utnyttjar den s.k. ans-
funktionen. ans star for sista berdknade svar. Pa
skdarmen, om du har sprakinstallning svenska, star
det Svar i stdllet for ans. Du anvander alltsa

tangenten [2nd][ans].

Vi borjar till exempel med startvardet 0,7 och
trycker sedan pa enter. Darefter skriver vi
sin(2-svar) och trycker sedan pa enter igen... och
igen. Det blir sa har:
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... 8,921 0208272
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...0.96343/9811

Vi far trycka valdigt manga ganger innan siffrorna
borjar stabilisera sig.

Efter ca 25 tryckningar pa det ser ut sa héar:
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...0.9477458503

Vi far nu ett hyggligt narmevarde efter ett stort
antal upprepade berakningar (iterationer). Vardet
stabiliseras sa smaningom till 0,947747 efter ett
stort antal iterationer.

Vad ar det som hander? Vi visar detta grafiskt
genom att i steg arbeta oss in mot skarnings-
punkten mellan x och sin (2x). Se nasta sida.
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Man borjar med ett startvarde som i grafen ovan
ar den grona punkten.

Nar man provar med ekvationen x-cos(2x)=0
fungerar inte denna metod alls. Anledningen ar
att cosinusfunktionen har for stor lutning. |
grafen nedan visas lutningen i skarningspunkten.
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Sa hér blir det:
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.0, 2187256567

Vi ska nu visa ett annat satt. Stall nu in raknaren
for att arbeta med talféljder. G4 till och
vald nu SEKV (star for sekvens) pa 5:e raden.
Tryck sedan p& tangenten [y=]. Skriv sedan in ditt
uttryck sa har:
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u &r [2nd]-funktion till tangenten for (7].
Startvardet ar 7 och vi borjar rékna fran n=1.

Tryck nu pé [2nd][table] for att f& en tabell. DA far vi
vara varden utan att behova trycka pa enter for
att fa ett nytt varde.

NORMAL FLYT, AUTOQ NORHAL FLYT AUTO
TRYCK P& + FOR & TRYCK FA + FOR aTE
T Wiy

1 ) 16 5.9978

2 8.985Y ir B.9Yy??

3 8.921 13 8.9478

Y B.9634 19 09477

g 8.9373 20 8.9478

[ B.95y2 21 0.9y?#?

7 8.9435 2k 8.9478

a8 8.958Yy 23 89477

g 8,946 | 8.9477

18 0.9438 25 8.9Yy??
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Vi ser att vardena verkar stabilisera sig for
x=0,9477. Vi plottar ocksa.
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For ekvationen x=cos(2x) funkar det inte alls som
vi namnt tidigare. Det blir sa har:
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En metod ddr man anvander derivator

Vi antar att vi ska berdkna nollstallen till en
funktion f(x) med en annan metod, Newton-
Raphsons metod. Det ar en iterativ metod for att
berdkna nollstdllen dar man anvander sig av
derivator.

Man borjar med att gissa ett startvarde xo. Sedan
konstruerar man en tangent vid denna punkt (xo,
f(xo). Denna tangent traffar x-axeln vid x;. Denna
punkt ger (oftast) ett battre narmevarde pa noll-
stallet an xo.

Vi kan nu konstruera en ny tangent och hamnar
nu i punkten x; pa x-axeln, som &r ett dnnu béttre
narmevarde. Sa har kan man fortsatta tills man
kommer tillrackligt ndra nollstallet. Se grafen
nedan.

nollstélle

I

Sa har harleder vi nu rekursionsformeln. Tangenten
har enligt enpunktsformen ekvationen

y—f(XO):f'(XO)(X—XO)

Tangentens skarningspunkt med x-axeln har y-vardet

noll, och x-vardet ar x;. Vi satter in dessa varden i
tangentens ekvation ovan och far da

O_f(XO)Zf’(XO)(Xl _Xo)

Viléser ut x, i denna ekvation:

X
o, W)
f(%)
Vi fortsatter nu pa samma satt men nu utgar vi fran
X,
X
s, =x, - 11%)
f'(x,)
X
Vi sammanfattar: x ., =x, —M
f(x,)

Vi borjar med en enkel ekvation och forst
definierar vi ekvationen och dess derivata. Sedan
matar vi in 1,5 som startvarde och trycker pa
enter. 1,5 dr da det sista beraknade vardet och
det ligger lagrat i ans (Svar i svensk sprak-
installning).

Vi ska nu l6sa ekvationen x> —3=0. Vi utfér férst
berdkningarna i grundfonstret och gissar forst ett
startvarde pa 1,5. Vi far da
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eeeeerereresen g 20 732142837
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....1. /73205081

Redan efter tre iterationer far vi resultatet
1,73205081. Om vi berdknar roten ur 3 pa
raknaren far vi

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n
z

ek 132020808

Korrekt resultat med 9 vardesiffror!

Har l6ser vi nu ekvationen x-cos(2x) = 0 som vi
hade problem med forut. Redan efter ett par
iterationer sa har vi korrekt resultat med sex
decimaler. Derivatan av x-cos(2x) ar 1+2sin(2x).

N&r vi matat in ett startvarde skriver man in
foljande uttryck:

Svar-(Svar-cos(2+Svar))/(1+2+sin(2+Svar)

HORHAL FLYT AUTO REELL RAD HP n
8.6
0.6

Svar—-(Svar-cos{2*Svarl}/(»
eeeeniiaenieenen 82 B1 70266203
Svar=(Svar-cos{2*Svarl)}/(»
... 820149349169
Svar—-(Svar—-cos{Z2%Svarll}/{»

.....B. 5149332647
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Om du gor berdkningarna med installningen SEKV
i editorn for talféljder far du foljande resultat:
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Om vi plottar funktionen y = x —cos(2x) och
berdknar nollstéllet ser det ut sa har:
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Hellstalle
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Vilken metod som raknaren anvander vet vi inte
men det kan vara Newtons metod, som vi har
gjort. Derivatan kan daremot inte rdknaren
berdkna exakt men den kan med stor nog-
grannhet berdkna differenskvoten.

Préva nu med nagon annan ekvation. Garna
nagon lite krangligare! Plotta en graf forst sa du
ser var du ska ha startvardet.
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