Tavlande funktioner - vilka vaxer
snabbast?

"The mathematics of uncontrolled growth are
frightening. A single cell of the bacterium E. coli
would, under ideal circumstances, divide every twenty
minutes. That is not particularly disturbing until you
think about it, but the fact is that bacteria multiply
geometrically: one becomes two, two become four,
four become eight, and so on. In this way it can be
shown that in a single day, one cell of E. coli could
produce a super-colony equal in size and weight to
the entire planet Earth."

Michael Crichton (1969) The Andromeda Strain

Du har kanske hort att exponentiell tillvaxt kan
betyda att nagot vaxer farligt snabbt. | borjan ser
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tillvaxten sa "snall" ut men pa langre sikt blir den
"farlig". Vi ska pa de foljande sidorna undersoka
exponentialfunktioner och deras tillvaxt och jamféra

med tillvaxten hos andra typer av funktioner.

Vi tittar ocksa pa nagra data fran den verkliga varlden
och undersoker enligt olika modeller vad som kan
hdnda pa sikt med halten av koldioxid i atmosfaren —
om vi inte gor nagot!

| det forsta problemet ska vi titta lite ndrmare hur
olika typer av funktioner uppfor sig for stora
varden pa den oberoende variabeln. Vi jamfor
potensfunktioner och exponentialfunktioner och
intresserar oss sarskilt for hur snabbt de vaxer.

Ovningen passar bast for kurs 3 i samband med
att man behandlar derivatabegreppet. Det ar bra
om du vet lite om egenskaper hos de ndmnda
funktionstyperna. | det andra problemet sa
forutsatts att man kanner till begreppet regres-
sion och regressionsmodeller. Det behandlas i
kurs 2.

Har har vi tva funktioner dar den ena, potens-

funktionen y = x?, till att bérja med snabbt vixer

ifran den andra. Den andra ar en exponential-
funktion, y =1,02%,som "bara" vaxer med 2 % nér

x-vardet 6kar med en enhet. Vad hander nar x-
vardet blir stort? Kommer exponentialfunktionen i
kapp for stora varden pa x? Det ser inte ut sa. Vi far
utdka fonstret i x- och y-led.
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Efter lite trixande med koordinatsystemet sa
upptéacker vi att exponentialfunktionen faktiskt
gar om potensfunktionen. Det sker nér x = 655.
Ett annat satt att visa detta ar att berdkna kvoten
mellan funktionerna.

HORHAL FLYT AUTD REELL GRADER HF n

EERAKH SKARHPKET
Y¥2=1.02"(X)

¥

/"f .riIr

_ﬁ_,,-f"ff /‘/ S

]

Y=4z@9I11.57

HORHAL FLYT AUTOD REELL GRADER HEF n

EERAKH MHAXIMUM
¥as¥ilysa

AN

/ N

s X

|

Y=1380.465

© Texas Instruments 2021

1



Som mest ar potensfunktionen ca 1380 ganger
storre an exponentialfunktionen. Sedan avtar
kvoten och vid x = 654, som vi sag pa fore-gaende
sida, sa ar de lika "stora". Sedan avtar kvoten mot
noll. Kanske kan det vara intressant att undersoka
funktionernas derivator? Da kan vi ta reda pa nar
funktionerna vaxer lika snabbt. Vi plottar nu de
numeriska derivatorna av respektive funktion!
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Derivatan av potensfunktionen ar en linjar
funktion, medan derivatan av en exponential-
funktion ocksa ar en exponentialfunktion, sa den
hinner i kapp. Vid x = 552 dr denna exponential-
funktion i kapp.
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Om du trycker pa [draw] s& kan man anvinda
olika ritverktyg. Man kan till exempel rita tangen-
ter till funktioner i valfri punkt. Har har vi plottat
tangenter for bada funktionerna i den punkt dar
derivatan har samma varde. Tangenterna ar for-
stas parallella eftersom riktningskoefficienten
anger derivatans varde.

Se nasta spalt.

HOEMAL FLYT AUTOD REELL GRADER HF n

Vi
F

s ]
=y x

H=EEZ
w=1104M+-30470Y

Modellering med data fran den verkliga
varlden

 418.94"

parts per million (ppm)

http://co2now.org/

Tidigare sidor vara bara en liten uppvarmning.
Nu ska vi titta pa verklighetens modeller.
Koldioxid (CO3) ar den mest betydelsefulla
vaxthusgasen fran mansklig aktivitet och orsakar
global uppvarmning och klimatférandringar. En
bra indikator pa tillstandet ar att titta pa aktuella
data fran Mauna Loa Observatory pa Hawaii.

Pa nasta sida visar vi i ett listor med arsmedel-
varden for halten av CO; (i ppm) i atmosfaren
fran 1959 till 2020. Vi har ocksa en lista som
visar differensen mot foregaende ar. Vi gor en
del berakningar och ser vad som hander med
koldioxidhalten i framtiden om vi antar att
halten av CO; fortsatter att vaxa enligt olika
modeller.

Koldioxidhalten varierar under aret och det ar
darfor man far en hackig kurva som nedan om
man plottar varden for varje manad.
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1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Yeor
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1959 | 6

1960 1 316.91
1961 |z 317.64
1962 3 31B.4%
1963 |4 318.99
1984 L 319.62
1965 |6 320.04
1966 7 321.37
1967 | 8 322.18
1968 a 323.0%
| 1988 | 10 32462
Lifli=

En plottning av data fran listorna YEARO och PPM

ser ut sa har. Vi har lagt in arsmedelvarden for
1959 och 2020. Observera att skalan borjar vid
300 pa y-axeln.
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| ndsta spalt har vi plottat arsmedelvarden av
halten av CO; (ppm) i atmosfaren fran 1959 till
2020. Vi har gjort en linjdr, kvadratisk och
exponentiell regressionsanalys, som visas av de
tunna linjerna. Ga till statistikeditorn och valj
regressionsmodell under BERAKNINGAR.
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For den linjara modellen ser det ut sa har i
inmatningsfalten:

LinReg(ax+b)]
¥lista!YERRQ
¥lista:PPM
FrekvLista:

Lasra ResEkv:Ys
Berakna

| det korta perspektivet verkar modellerna och
data bete sig ganska linjart.
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Har ar ocksa de framrdknade regressions-
ekvationerna:

I\YsB1. 600X +307.6
I\Y?E0.0129X°+0.811X+315. 4"
I\Y:E310.0%1.00447"

Den exponentiella regressionsekvationen (den
grona) visar att koldioxidhalten i genomsnitt har
stigit med ca 0,45 % varje ar. Den kvadratiska
regressionen verkar anpassas bast till data. Vad
hdander om vi férlanger perspektivet manga ar
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framat? Stall om fonstret sa att man kan se vad
som hander om 100 ar, 500 ar ....

Har har vi dragit ut perspektivet till 500 ar och vi
ser att skillnaderna mellan de olika modellerna
okar. Klicka pa kurvorna sa ser du regressions-
modellen. Man ska naturligtvis vara valdigt
forsiktig att dra slutsatser ndr man extrapolerar
modellerna framat i tiden. Vad tror du hdander
med den rdda kvadratiska och den gréna
exponentiella kurvan om vi zoomar ut, dvs. 6kar
intervallet i x- och y-led ytterligare?
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Efter 141 ar, dvs ar 2100 sa skulle vi, enligt den
exponentiella modellen, ha en koldioxidhalt i
atmosfaren pa ca 580 ppm.

Modellerna som vi har réknat fram bygger pa
data under ca 60 ar. Det intressanta nu ar att
titta pa forandringarna for varje ar och framfor
allt hur det ser ut nu pa 2000-talet.

Vi ska da rdkna ut de arsvisa férandringarna.

Placera markoren i till exempel lista L1 och tryck
pa [list]for att komma ar olika statistik-
verktyg. Valjs da alternativ 7:ALista under OPS
(star for OPTIONS). Skriv sedan sa har:

YERRD [PPH
1958 | 6 | 31598 | —oomem| —oooe
196 1 316.91
1961 |2 317.64
1962 3 J1B.M%

1963 |y 318.99
1964 o 319.62
1968 |6 320,04
1966 7 321.37
1967 |8 322.18
1968 a 323.0%
| 1959 | 10 324,62

Li=al istal LPPM)N

Tryck nu pa [enter]. Nu far vi en lista med férénd-
ringar for varje ar. For ar 0 (1959) lagger vi till O
(tryck pa ins] for att infoga en rad i listan. S&
har blir det da:
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YEAR  |YERRD |PPH y
1958 | @ 1588 | 0 | —omme
1960 1 316.91 | .93

1861 |2 317.64 IENEEN

1962 3 21B.4% | B.B1

1963 |4 318.99 | 0.5y

1964 L 319.62 | B.B3

1965 | 6 32004 | 0.42

1966 7 321.37 | 1.33

1967 | 8 32218 | 0.81

1968 q 323.8% | .87

| 1969 | 1@ 22462 | 1.57
Lic=0, 732

0.93 &r alltsa differensen mellan 316.91 och
315.98.

Nu borjar det bli intressant. Vi plottar nu
forandringarna for alla ar.
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Vi ser att det ar stora fluktuationer mellan aren
men trenden ar ganska tydlig. Den arliga férand-
ringen okar. Vi ser att med nagot undantag att
forandringarna/ar under de senaste 10 aren har
varit stérre an 2 ppm.
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