Utforska cirkelns ekvation

Malet med denna aktivitet ar att

e eleverna forstar definitionen av en cirkel som en
uppsattning av punkter som ar lika langt fran en
given punkt.

e eleverna forstar att koordinaterna for en punkt pa
en cirkel maste uppfylla denna cirkels ekvation.

e eleverna relaterar Pythagoras sats och avstands-
formeln till ekvationen for en cirkel.

e eleverna utifran ekvationen for en cirkel skriven pa
formen (x—h)* +(y —k)? =r? kan identifiera radien
r och medelpunkten (h, k).

e Eleverna kan héarleda cirkelns ekvation utifran en
given medelpunkt och en given radie med hjalp av
Pythagoras sats.

| denna aktivitet ska eleverna plotta punkter som
ligger pa ett fixt avstand fran origo, utvidga en cirkel
med medelpunkt i origo, forflytta en cirkel fran origo
och till sist bade utvidga och forflytta cirkeln samtidigt
som de sparar en punkt ldngs omkretsen.

Detta innebar att eleverna kan

e visualisera definitionen for en cirkel och sam-
bandet mellan radien och hypotenusan | en
ratvinklig triangel.

e observera konsekvenserna av forflyttningar och
utvidgningar pa cirkelns ekvation.

o forsta sambandet mellan cirkelns ekvation och
Pythagoras sats och sambandet mellan cirkelns
ekvation och avstandsformeln.

e Identifiera radien r and medelpunkten (h, k) hos
cirkeln och sluta sig till att koordinaterna hos en
punkt satisfierar cirkelns ekvation.
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Sid 3
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Om man fran verktygsladan véljer Spara/Spara
geometri och markerar punkten P och ta sedan tar tag
i punkten och drar sa far man en cirkel. Se ovan.

Svar pd elevfragorna:

1 a) Eleverna bor observera att man far en plottning
av alla punkter som ligger pa avstandet 5 fran origo
och att punkterna bildar en cirkel.

1 b) Ldngden hos kateterna dndras men hypotenusans
langd forblir konstant.

Sid 5 och 6: Pa sid 5 ska eleverna svara pa en del
fragor som ror sidan nedan.
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2 a) Hypotenusan | den ratvinkliga triangeln ar radie i
cirkeln och hypotenusan och radien har samma langd.

2 b) Absolutvardet hos x-koordinaten ar langden hos
den vagrata kateten och absolutvardet hos y-koordi-
naten ar langden hos den vertikala kateten.

2 c) Pythagoras sats anvands for att berakna hypo-
tenusans langd. Fran tidigare fragor bor eleverna inse
att nar punkten P ror sig runt cirkeln sa ror sig ocksa
triangeln och triangelns sidor anvands for att konstru-
era cirkeln och dess ekvation.

2 d) Koordinaterna hos punkten P maste satisfiera
cirkelns ekvation. Om vérdena satts in i ekvationen sa
maste x* +y? vara lika med 25.

Vi har en instéllning med avrundning till tva decimaler
sa det kan naturligtvis inte bli exakt 25. Man kan stélla
om antalet visade decimaler genom att placera
markoren pa vardet, hogerklicka och vilja Attribut.

© Texas Instruments 2015 TI-Nspire™ CAS version 4.0

1



Sid 7 och sid 8
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Har ska man dra i punkten Q och se foérdandringarna i
ekvationen.

Svar pa fragorna:
3 a) Nar radien andras sa férandras bara
konstanttermen i hégerledet hos ekvationen.

3b) Konstanttermen forandras darfor att i Pythagoras
sats sa motsvarar det langden pa hypotenusan i en
triangel och denna hypotenusa ar ocksa cirkelns radie

Uppmuntra eleverna att dra punkt Q till vinster om y-
axeln. Aven om punkten Q:s x-virde da blir negativ,
forblir kvadraten pa detta varde positiv. For att for-
starka vad det innebar att uppfylla ekvationen for en
cirkel, satt in koordinaterna for punkt Q i ekvationen.
Se till att eleverna ser sambandet mellan Q och
hypotenusan hos triangeln.

Sid 9 och Sid 10:
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Har ska eleverna flytta medelpunkten O fran origo.

Svar pa fragorna:

4 a) Konstanttermerna i parenteserna (med ombytt
tecken) ar koordinaterna for cirkelns medelpunkt. Om
medelpunkten flyttas till tredje kvadranten blir det sa
hér (se nasta spalt):
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Nu blir ekvationen i stallet
x—(27+(y—(-1)*=4 = (x+2)*+(y+1)°*=4

4 b) Man anvander avstandsformeln:

d =06, —x, % +(y, =y,

4 c) Alla punkter pa en cirkel ligger pa samma avstand
fran cirkelns medelpunkt. Detta avstand har ett
bestamt varde varfor det ar ett tal | hogra ledet |
cirkelns ekvation istallet for ett ”d”. Cirkelns medel-
punkt ar ju kdnd sa dess koordinater finns med i det
ena koordinatparet i avstandsformeln.

Sid 11 och Sid 12

Har ska man flytta medelpunkten hos cirkeln genom
att dra i punken O och dessutom &ndra ocksa radien
genom att dra i punken Q. Dra punken P runt i cirkeln.
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Svar pa fragorna:

5 a) x- och y-variablerna | ekvationen representerar
koordinaterna for alla punkter som ligger pa cirkeln.
x- och y-koordinaterna representerar ocksa alla
punkter vars koordinater satisfierar cirkelns ekvation.

5 b) Cirkelns radie &r 6 och koordinaterna for medel-
punkten ar (3, -4).

5 c¢) Satt in koordinaterna i ekvationen och kontrollera
om V.L.=H.L.
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Problem 2
Sid 1-sid 5

Eleverna ska nu rita en cirkel med medelpunkt (2, 3) och
radien 4.

Det finns flera satt att géra detta. | grafapplikationen
kan man vélja Grafinmatning/Redigera och sedan
Ekvation. Da far man en meny for linjer och olika typer
av kagelsnitt.

W2:Parabel ’

Man valjer 4:Cirkel och sedan alternativ 1 nedan

@ 1:(x-h)*+(y-k)*=r?
@ 2:ax*+ay’+b-x+cy+d=0

| inmatningsfaltet fyller man sedan i koefficienterna
enligt nedan.

O et @ (x-2P+y-3)-42

Nu ritas cirkeln upp. Du kan nu flytta markéren till
medelpunkten och sedan flytta cirkeln. Du kan ocksa
peka pa sjalva cirkeln och sedan dra i den sa att radien
blir stérre/mindre.

Ett annat satt ar att dubbelklicka pa cirkeln och sedan
andra koefficienterna i ekvationen.

961 v
// \\
yd N
/ )\
. /
\\ // X
-8.36 \\_ _‘// 11.64
(x-2)%+(y—3)%=(4)?
3.73 I O I O

Man kan ocksa rita en cirkel med geometriverktygen i
grafapplikationen. Du kan flytta medelpunkten och
dra i sjalva cirkeln men du kan inte redigera ekva-

tionen.
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Ett tredje satt att rita en cirkel ar att rita den i
.. X1(t)=2+4cos(t)

parameterform. Mata da in ]
y1(t)=3+4sin(t)

i inmatningsfaltet och stéll intervallet for t.

Man kan dven rita en cirkel som tva halvor genom att
mata in halvorna som funktioner.
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Sid 6

6) Vi har cirkeln (x—3)2+(y+5):62. Ange
koordinaterna for nagra punkter som ligger pa
cirkelns periferi. Bérja med att rita cirkeln och
undersok vilka vidrden x— och y—kordinaterna
kan anta.
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Har har vi ritat cirkeln med Grafinmatningsverktyget
alternativ for Ekvationer. Man kan se att majliga
varden for x- och y-koordinaterna ar -3 < x <9 resp.
11<y<1.

5.76 14.24

-11.53

Vi kan t.ex. valja punkter med x-koordinaterna 2 och 8
och l6sa ut y-vardet ur cirkelekvationen:

solve ((2*3) 2 +(y+5) 262 ,y)
ey 5 45) or 553

—(/35+3) ory=35-5

» y=-10.9161 or y=0.91608
solve((8—3)2+(y+5)2=62,y)
i) e i1

)/:*(\/H-F.S) or y:Jﬁ—B ‘

> y=-8.31662 or y=1.68338

[

Nedan visar vi punkterna med x-koordinaten 2.

-5.42

\ 14.58

(2,-10.916)

-11.31

Problem 3
Sid 1-Sid 2

Har ska man anvanda den utvecklade formen for att
rita samma cirkel. Man anvander da alternativ 2

@ 1:(x-h)*+(y-k)’=r’

2. ax*+a-y’+b-x+cy+d=0

Och skriver in ekvationen sa har:

el @It x2+1y2+(-4)-x+(-6) y+(:3)=0

Sid 3

Har ska eleverna bestamma medelpunkt och radie i en
cirkel med ekvationen 2x* +2y* —5x+4y —3=0.

Man maste da skriva om ekvationen i faktorform. En
bra hjalp dar ar att anvanda kvadratkomplettering
med instruktionen Complete Square, som finns bland
algebraverktygen. Man kan naturligtvis ocksa gora
detta "for hand”.

com pleteSquare(Z X2 +2'y2 —5-x+4-y—3:0,x,y)
65

» 2-(x—;)2+2-(y+1)2=—

som skrivs om som

e
|

Nu kan vi direkt se att medelpunkten &r (5/4, -1) och
radien ar ,i—z Eleverna kan rita cirkeln i de tva

formerna och se att de “tacker” varandra.

6.45 |V

5.92 5 14.08
4

-6.89
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Problem 4

Avslutningsvis har vi med ett svarare problem dar man
ska utnyttja programmets CAS-funktioner.

I |
Till en cirkel med radien 3 och medelpunkt i (5, 3) dras
en tangent som passerar origo. Berdkna nu
tangeringspunktens koordinater.

a) Vi har med att med geometriverktygen ritat cirkeln
och sedan dragit en tangent. Férsok att dra tangenten
sa att den sa nara som mdjligt gar igenom ocrigo. Vilka
ungefarliga koordinater har tangeringspunkten?

b) Berdkna tangeringspunkten exakt. Anvand garna
programmets algebraverktyg, t.ex. om du behéver lésa
en ekvation eller férenkla ett langre uttryck.

10.61

y=1.13x

(2.76

[5.27 / 1 14.73

-2.72

Verktyget for att dra tangenter finns under Punkter
och linjer bland geometriverktygen. Vi visar nu med
nagra skarmbilder hur man kan |6sa problemet.

Vi kanner nu till ekvationen fér cirkeln och tangentens
ekvation kan vi skriva som y=k-x . Vi satter in
koordinaterna fér tangeringbpunkten i cirkelekvationen:
(x-5)2+(k-x-3)2=32 » (k241)x2+(-6-k10)-x+34=9
Vi l6ser nu denna ekvation med avseende pa x:
solve((k2+‘l)'x2+('6-k—1 0)‘X+34=9,X)

(J2k-(8-k-15) -3:k-5)

X= or
k2 +1

J2'k-(8:k=15) +3-k+5

k2+1 v

Ekvationen kan bara ha en |6snings eftersom det ar en
tangeringspunkt. Det betyder att uttrycket under rot-
tecknet maste vara noll. Se nasta skarmbild.

|
Eftersom det bara finns en l&sning maste uttrycket i
under rottecknet vara noll. Detta ger

15
solve(-2-k-(8~k—15)=0,k) » k=0 or k=?
Detta ger x-koordinaten for tangeringspunkten:
3+k+5 15 40

k:

>

K241 & 17 7

» 2.35204
15
—-40

75 75
- =+ 4.41176
17 17 17

y-koordinaten:

Lésningen k=0 motsvarar ju y-axeln som ocksa tan-
gerar cirkeln.

...
Kontroll. Vi satter in vardena fér tangeringspunkten i
cirkelekvationen:

40 \2 (75 \? ,
—-=5| +|—-=3] =9 » true Likheten galler!
17 17

En annan vinkling pa problemet:
Vi kan skriva éverhalvan av cirkeln som en funktion:

y=—\/32—(x—5)2 +3. Vi berdknar sedan derivatavardet

av denna funktion foér x = 40/17.

i(\’ 2*(X*5)2+3)|X:40 4 185

dx 17

Har har vi ritat dverhalvan som en funktion och dven
. - 15
ritat linjen yzg-x.

Vi ser koordinaterna for tangeringspunkten och
funktionens derivatavarde i tangeringspunkten.

o we 7]
fl(x):\f32—(x—5)2 +3
40/ 75
(_5_)
17| 17 | 38
15
f2lx)=—-x
W) :
-5.89 1 14.1;
/‘3.51
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