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Le triangle de Pascal

Présentation
Contenus Capacités attendues Algorithmes
Dans le cadre d’un probleme de dénombrement, Génération de la
Pour 0sks<n, utiliser une représentation adaptée et reconnaitre les liste des coef-
nl_ n! objets a dénombrer. ficients |1 & I'aide
Rl RIln—k|! Effectuer des dénombrements simples.
Démonstration par dénombrement de la formule de la relation de
Relation et triangle de Zn: nj_on Pascal.
Pascal. rurd V3

TRAITE

En mathématiques, les coefficients binomiaux, définis pour tout entier DV TRIANGLE
naturel n et tout entier naturel k inférieur ou égal a n, donnent le nombre .-‘. ARITHMETIOVE
de sous-ensembles différents a k éléments que I'on peut former a partir [ AVEC QVELQVES AVTRES

d'un ensemble contenant n éléments. Les coefficients binomiaux sont | ,, =~ PETITS TRAITEZ SVR 1A
ilisé : N V2 j;’;”';\iESME MATIERE. /’/7'37/3
utilisés dans de nombreux domaines: binbme de Newton, | " %, v pascar, 2

. , . . . Sorn i
dénombrement, développement en série, probabilités, etc.... i

En 1654, Blaise Pascal écrit son Traité du triangle arithmétique dans ||
lequel il donne une présentation pratique en tableau des coefficients du
bindme, le « triangle arithmétique », maintenant connu sous le nom de

) S AR AR TS, .
« tnangle de Pascal ». Chez GvitLAyME DEsPREZ, rué faint Tacques)

Saine Profper.

Il faut noter qu’'un mathématicien chinois sous la dynastie des Qin, Yang

: . L ) R s
Hui, avait travaillé quatre siécles plus t6t sur un concept semblable au

_ Frontispice de ['ouvrage de
triangle de Pascal. Blaise Pascal (1665). Crédit :
archive.org

1 Ecrire une fonction qui prend en paramétres deux entiers naturels n et k et renvoie le coefficient
binomial Rk parmi n. Cette question est une opportunité pour effectuer une activité de groupe.

P\ &\ Travail de groupe : chaque groupe de 2 ou 3 éleves choisit une définition ou propriété carac-

@ téristique des coefficients binomiaux et en tire un algorithme de calcul de ceux-ci, puis le pro-
gramme en langage Python. Ensuite, les groupes échangent leurs productions et en vérifient
I'exactitude et l'efficacité. Les éléves pourront choisir parmi les définitions et propriétés suivantes :

k! nln—1)--(n—k+1

n n\_[n n * . (nl_{n=1|,[n-1 n\_Nin-1
=———;["="=1et||= our nelN ,RelN ; [ |= + T =— )
k| kiln—k " 0] |n k k! P kI k=1| k ||k "R k—1)
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2 Nombre de parties a k éléments d’'un ensemble de n éléments : écrire une fonction prenant en
paramétre un entier naturel n, permettant de construire le triangle de Pascal jusqu’a la ligne de
rang n, et renvoyant la liste des listes des coefficients binomiaux.

3 Ecrire une fonction qui prenant comme paramétre un entier naturel p et renvoyant la y ? .
&\

i . O
liste des Y |!

k=0

(i variant de 0 a n). Quelle conjecture peut-on faire ?
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Fiche méthode

Proposition de résolution

Préalable informatique :

L’opérateur de division / en Python renvoie toujours un nombre a virgule (ou « flottante »). Comme

P on s’attend bien a ce que les coefficients binomiaux soient des entiers, on emploiera ici la « divi-
sion entiére » //, qui renvoie le quotient de la division euclidienne (a//b est la partie entiére de
a/b). De fait, nous ne I’emploierons que pour des divisions « tombant juste ».

Pour atteindre I'objectif 1 :

Q F¥YTHOH SHELL

Dans cette partie nous allons présenter différentes maniéres pour cal-

culer les coefficients binomiaux en essayant de les comparer. La trianglepascal(s)

fonction binome prend comme paramétres deux entiers naturels n et H %1 .

k et renvoie le coefficient binomial associé. H z: g: 1] 1]

Pour atteindre I'objectif 2 : H ?i,iﬁi,i? }]_ [, 8 3,

Une fonction trianglepascal qui prend comme argument un entier 3‘3. ,[;:_"'111 5 11, 11, 10,

naturel n et qui renvoie la liste des listes des coefficients binomiaux (g PYTHON SHELL n

en affichant le triangle de Pascal. Sk Llexecution de PascAe
ab> from PASCAL import ¥

Pour atteindre I’objectif 3 : >»> conjecture(s)

[1] zomme= 1

Une fonction conjecture prenant comme argument un entier naturel |[[1, 1] somme= 2
] [1, 2, 1] scmme= 4

. ' i . . . [1, 8, 3, 1] somme= 8
n et renvoyant la liste des Z pour tout j entier naturel (0<i<n). [1, 4, 6, 4, 1] somme= 16
k=0 [1, 5, 10, 10, 5, 1] somme= 32

1. 2. 4 8 16, 321

Objectif 1 : étapes de résolution

Voici cing propositions correspondant aux différentes définitions.

EDITEUR : BINOM n
LIGHE DU SCRIPT 6018 =]
def facto(n]):

EDITEUR : BINOM n EDITEUR : BINOM n
LIGHE DU SCRIPT 06289 0 LIGHE DU SCRIPT 0032 =]
def binom2rin,k): def binom3r(n,k):

f=1 if k==0: if k==0:
for i in range(l,n+1): return 1 return 1
f=f%i return binem2r(n,k-1)#%(n-k+1)/ return binom3r(n-1,k-1)#n//k

def binom3i(n,k):
X=1
for j in range(1l,k+1):
X=(X#(n-k+j))//]

def binom2i(n,k):

def binoml(n,k):
X=(facto(n)//facto(k))//facto(

|
|
|
| \
| |
| |
| |
| |
s s
| |
return f i /k i
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

n-k) for i in range(1l,k+1):
return X X=X%(n-i+1)//i return X
7777777777777777777777777777777777777777777 i return X T IIRRRaaRen.
La fonction binom1 est fondéeesur ‘La fonction binom3r est basee
la formule de définition des | La fonction binom?2 . estbasee  gyrun appel recurS|f inspiré de
coefficients. Elle pose le probléme | sur un appel récursif', au contraire | :I f | n—1
de la taille des factorielles dés  de la fonction binome2:i 'a formule k R—1

que n dépasse 70. Noter 'usage (itérative). Tout se fonde sur la 3 C
de parenthéses pour fixer 'ordre ‘formUIG usuelle de définition des i e VESIE HIETEL e G

des opérations arithmétiques. | coefﬂments ‘ proposee dans binoms1.

1 C’est-a-dire, une fonction qui s’appelle elle-méme.
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La fonction binome4 (ci-contre) permet le calcul de coefficients bino- EDITEUR : BINOM

LIGNE DU SCRIPT 6642
def binom4(n,k):
if n==0 or k==0 or n==k:

miaux par la formule de Pascal avec des appels récursifs.

return 1
La fonction binome5 permet le calcul des returt gynomtinTlkt)binond(
coefficients binomiaux par la formule de Pascal et “/'[0]*nfournit \ EDITEUR - PASCALZ
P . . LIGNE DU SCRIPT 0651

sans appels récursifs ; elle s’appuie sur un calcul du | liste de zérosde | |def LignePascal(n):

. . . . ~fe+n= i
triangle de Pascal, ligne par ligne. Pour éviter | longueurn. Ve | E:?E]Kn

y I . . . . L[O]=1
d’avoir a garder en mémoire deux lignes du triangle, — fee's 35 rangalii:

AACK i el ( \ I----for 3 in range(i,0,-1):

on réécrit la ligne e’n cours ayec Ies. coeff|C|.ents range(1,0,-1) e
nouvellement calculés, ce qui fonctionne si on | produit icides - “return L
procéde de droite & gauche et en initialisant la liste | valeurs qui def binome5(n,k):
L | tout I « descendent » return LignePascal(n)[k]

avec n valeurs toutes nulles. (voirannexe 1). | |FEYRECIEERE n

" 555 binon1(26,17) -
., s . inom R
Exécutons les différentes fonctions. 3124550
35> binoml(28,17)

Lors des différentes exécutions laquelle semble la plus rapide ? iﬂﬂggimmzs,m ,binom2i (23,17

]
Indication : la récursivité peut consommer beaucoup de temps de  [{180947, 100947)

-] b1n0m3l'(23,1: ),blnom31(23,13
| I I . I I I f |. . “. I. | )

enormement. EDITEUR : PASCAL n
LIENE DU SCRIPT 0062 [®]
» Pour atteindre I'objectif 2 : T Pemansnas
- . , - , r=[1] ( )
Le programme utilise les listes que I’'on construit ligne par ligne en Etint(p) Initialisations‘
utilisant la formule du triangle de Pascal. La liste p va contenir les while k<=n: )
. . . . . . . k=k+l _—
coefficients binomiaux de i parmi R pour i allant de 0 a k. p2=f11
. o . . for i in range(1l,k-1):
La liste p2 sera utilisée pour construire la ligne du dessous (en tant pg.append[p[i—llﬂa[i]]
: : : : p=p AN
que liste de stockage) dans le triangle de Pascal. La liste r contiendra p.append(1) 4 Relation
; g ; ; r.append(p)
les listes des coefficients binomiaux. M i de Pascal
return r -
. i aiE ry
» Pour atteindre I'objectif 3 : s 0
. . . LIGHEDU SCRIPT 0054 =]
Pour calculer les différentes sommes, il suffit d’effectuer la somme d-;_?;?.l-cturctn):
des coefficients de chaque ligne du triangle de Pascal. somme=[1]
print(p,'"somme=",1)
On peut donc reprendre le programme précédent et rajouter une liste ::he A
somme qui va étre construite en effectuant a chaque passage de k;kﬁl
. . . p = - -
boucle la somme des coefficients de la liste p. for i in range(1,k-1):
A Pg-appendtp[x-ll'fp[x]l
A : , . . pP=p
(. Une commodité: pour une liste de nombres L, I'expression p.append(1)
7™ sum(L) donne la somme des termes de L (cf. appendice 1). 2:;::52;,;%?:;‘;;‘]‘1“”

return(somme)
[ Fns. [a A #[0utils| Exéc [Script|
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Pour aller plus loin

Dans cette partie nous allons faire apparaitre les triangles de Sierpinski G ©YTHON SHELL “fl
en utilisant la parité des coefficients binomiaux.

Ecrire un script Python permettant d’afficher le triangle de
Pascal dans lequel on remplacera les coefficients par un

pixel rouge si le coefficient binomial est impair et un pixel

blanc (ou rien) si le coefficient binomial est pair.

EDITEUR : SIERPNSZ
- g LIGNE DU SCRIPT 8919
. ( . from ti_draw import ¥
TI-83| Le module? ti_draw On efface dans un premier ’ def trpsc(n):
) e temps I'écran (clear). Tl elear()
permet d’utiliser les \ J set_color(255,0,0)
. . L, N ( v —t—=p=[1] # ligne O du triangle
instructions associees a On fixe la couleur du tracé au rouge (set_color). [ f°r‘2k[ir]1 ;ﬂm?(i-nl 3“ ligne k
H H b 4 pL= colonne U
I,afﬂChage des pIXG|S. ( . . ] | for i in range(l,k): Heal i
On calcule les coefficients binomiaux ’7 s S pg.?;p]!egd[pgi—1]+p[ :;.] )
. ’ q g p=pi+ colonne k+
Les commandes graphiques | comme dans I'objectif 2. ) for i in range(k+1):
employées sont simples, voir - _ - ’ _ ST i plilrze-i:
I’'annexe 2 pour plus de Une fois les coefficients d’une ligne | plot_xy(50+i,50+k,7)
détails calculés, en fonction de la parité, on { 5h°"‘-df‘a""\ J
’ \\allume (plot_xy) certains pixels en rouge. ) trpsc(b64

‘ On met en attente (show_draw). ‘

2 Ce module (ou bibliothéque) est accessible comme module complémentaire avec le systeme 5.7.

GOS0
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On peut souhaiter mieux « orienter » le triangle de Sierpinski et obtenir
le schéma ci-contre. Comment faire ?

Une premiére idée est de créer une fonction d’accés aux « pixels »
requis pour chaque couple (i, j| dont on veut représenter le coefficient
binomial (fonction pt, ci-contre). Cela ne change pas I'algorithme et

i A ’ i EDITEUR : SIERPNS2
permet de mieux séparer le calcul de I'affichage. LTGHE DU SCRIPT 0011 .0
from ti_draw import ¥

Tant qu’a faire, le calcul est simplifié en recourant a 'algorithme de la |def pt(i, j):
plot_xy(160-i+2%j,32+i,7)

fonction binome5. def t(p):
clear()
Remarque : il n’est pas nécessaire d’afficher de point quand le coeffi- | “set_color(255,0,0)

L=[1]+[0]%p & ligne O

cient est pair ; on teste donc I'imparité du nombre L[] (qui contient la | “fer i in range(p+1):# ligne i
for j in range(i,-1,-1):

i i . - : if j>0:
valeur de (1) ) en testant si le reste de sa division par 2 est égal a 1, Li31L1 §-11+L[ 1
if L[jlz2==1:
C L N 1
ce qui s’écrit L[] ]1%2==1. show_dga“)a)

t(64)

Voici quelques copies d’écran réalisées avec le logiciel Nspire™ CX qui reprennent les algorithmes pré-
cédents déclinés sur la calculatrice Tl Nspire™ CX II-T.

from ti_draw import *
def pt(i,j):
plot_xy(160-i+2%,32+i,7)
def t(p):
clear()
set_color(255,0,0)
n=p+1
L=[0]*n
L[0]=1
foriin range(n):
forjinrange(i,-1,-1):
if j>0:
L[I=LG- 114U
if L[j]%2==1:
pt(ij)
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