Insektsvandring

Har finns nu tva problem om insekter som vandrar |
koordinatplanet langs rata linjer och langs periferin pa
en cirkel.

| denna aktivitet sa behandlas matematikomradena
algebra, analytisk geometri, derivator. Vi far ganska
krangliga ekvationer att |6sa och langa uttryck med
rottecken som ska deriveras. | problemen anvands

bade grafiska/numeriska metoder och exakta alge-
braiska metoder.

Problem 1

Sid 1
Sa har ser det forsta problemet ut:

En insekt befinner sig i ett koordinatsystem i punkten (3, 4).
Den vandrar i en rét linje till den narmaste punkteh pa
enhetscirkeln och foljer sedan enhetscirkelns periferi till
punkten (1, 0). Hur langt har da insekten vandrat? Enheten ar
cm.

Sid 3

Vi borjar alltsa med att géra oss en bild av situationen
genom att plotta enhetscirkeln och den rata linjen i
ett koordinatsystem i appen Grafer. Vi far anta att
insekten har mojlighet att sikta in sig pa den ndrmaste
punkten pa cirkeln.
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Cirkeln ritar du i grafritningseditorn genom att skriva
in cirkelekvationen som en relation. Det finns ocksa en
flik Ekvationsmallar dar man kan mata in ekvationer
for olika kagelsnitt.
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Sid 4

Vi tecknar avstandet fran (3, 4) till enhetscirkeln och
definierar detta uttryck som funktionen f(x). Define
finns i verktygsladan under Berdkningar och sedan
1:Definiera variabler.

Tank pa att trycka Ctrl+m for att infoga en matematik-
ruta om du som ovan gor berakningar och andra
matematiska “aktiviteter” i appen Anteckningar.

Vilken &r den ndrmaste punkten pa enhetscirkeln?

Vi bérjar med att med att stalla upp ett uttryck for avstandet fran
startpunktentill enhetskirkeln.\/i definierar detta avstand som en
funktion. Avstandsformeln ger funktionsuttrycket

2
Define f(x):\/(:'rx) 2+(47\’ 1-x2 ) |x=0 » Klar

En punkt pa cirkeln har ju koordinaterna (x, ‘I—x2 ) .

Vi plottar nu denna funktion. Vi ser vi far ett minsta varde for x=0,6 och
da ar fl0,6)=4. Den grafiskt numeriska l6sningen ger alltsa att det
kortaste avstandet fran startpunken till enhetscirkeln &r 4 cm.

Om du tittar pa kurvans andpunkter: Vilka punkter pa enhetscirekeln
motsvarardet?

pa sid 6 gér vi en algebraisk/analytisk l6shing med derivata.

Sid5
Plottning av funktionen f(x) och sedan sa beraknar vi

minimipunkten genom att anvanda verktyget Mini-
mum under Analysera graf.
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Sid 6

Har boérjar nu vara mer besvarliga uttryck dyka upp.
Derivatan av funktionen f(x) ger ett ganska besvarligt
uttryck. TI_Nspire’s algebramotor ger snabbt
uttrycket och I8ser sedan ekvationen f'(x)=0.

Vitecknar avstandet fran (3, 4) tillen punkt pa enhetscirkeln med
avstandsformeln som en funktion:

2
Define f(x)= J(S—x)2+(4—\’ 1—x2 ) x=0 » Klar
Vi beréknar derivatan:
-2 ~(3~ 1-x2 —4~x)
R o0 )
2 1-x2 ~\/'4‘\/1—x2 —3.x+13

Vi sétter derivatan likamed noll och loser ekvationen‘nedan

solve(d—i (f(x))=0,x) - x=%& f(3n'5) >4

(1)

Ett trick for att |6sa ekvationen &r att bara titta pa nar
taljaren ar noll. Man ser direkt att

3.41—x> —4x=0 &r en |8sning. En 16sning &r x=3/5.
Sid 8-9

Pa denna sida beraknar vi nu direkt langden av
cirkelbagen. Cirkelbagens langd ar ju v-r, darr ar

radien.

- ———————————————————
N&r x=3/5 &r alltsa |l&ngden pa linjen frAn punkten till cirkeln 4 cm. Hur
lang &r da bagen?

Eftersom x-koordinaten fér den bla punkten &r 3/5 &r cos(v) for

3
bagvinkeln 3/5. Vinkeln &r da arccos(3/5) ellercos*'(—) . Bagens
5

3
langd &r v-r=COS'1(—)"l » 0.927295
5

3l
Totala strackan ar alltsa 4+c05'1(—) > |4.9273
5

1.63 7y
1, (f\ “'0D 0\
: \ 070,000
x2+y2:1 le
0.927 rad .
2.32 ] 2.68
1.71

Problem 2

Sid 1-2

Den enkla lésningen: Om man drar en linje fran
startpunkten till enhetscirkelns medelpunkt sa utgor
den strackan hypotenusan i en ratvinklig triangel med
kateterna 3 cm och 4 cm. Langden ar da 5 cm enligt
Pythagoras sats.

Det kortaste avstandet ligger naturligtvis efter den
linjen och langden for strackan fran startpunkten till
cirkelns periferi blir da 5 cm -1 cm =4 cm. Sedan
aterstar att berdkna baglangden enligt tidigare. Se
nasta sida.
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Problem 3

Sid 1-2

T |
Den férsta insektens kompis befinner sig ocksai punkten (3, 4) men
villinte vandra till den ndrmaste punkten pa cirkeln utan féredrar att
narma sig enhetscirkeln via en tangent till cirkeln. Fran
tangeringspunkten sa gar den sedan den narmaste vagen langs
cirkelns periferi till punkten (1, 0). Hur lang blir den resan?

Pa nasta sida har vi ritat upp situationen och dragit de tva
tangenterna. Vi gor }véra berakningar pa den tangent som ligger
narmast punkten (1, 0).
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Verktyget for att rita en tangent finns bland geometri-
verktygen for punkter och linjer. Man markerar det
objekt for vilket man vill rita en tangent och man kan
sedan flytta tangeringspunkten. Om objektet dr en
cirkel kan man dra tangenten runt hela cirkeln. Ekva-
tionen for tangenten visas ocksa.

Sid 3-4

Vi séker nu tangeringspunkten pa enhetscirkelns hégra sida. Vi
anvéander enpunktsformen, y—y.=k(x—x). for tangenten ekvation.
k—vérdet &r derivatan av funktionsuttrycket fér den nedre cirkelhalvan.

Vi ska alltsa derivera y=- 1-x2

X
Derivatan blir———.
2

. Observera negativa tecknet.

1-x

Nu kan vi teckna ett ekvationssystem bch losa for x ochy.

1

Vistaller nu upp ett ekvationssystem med
ekvationerna fér tangentenoch cirkeln och loser det.

y—4=; : (x—3)

solve 1-x ,{va} ‘

Ekvationerna ser krangliga ut men efter lite manipu-
lerande i bada leden far man forst fram ekvationen

4-N1-x* =3x-1

Kvadrering ger 16-(1—x°)=9x" —6x+1 som forenklas

till 25x*> —6x—15=0. Se vidare i skirmen nedan.

| ~

solve(25-x2 —6-x-1 5=0,><)

ey

8-\[6+3

25
4 66
25 25

Sid5
Berakningarna fortsatter med att vi med avstands-

formeln berédknar langden pa linjen fran (3, 4) till
tangeringspunkten.

Vi tecknar nu ett uttryck for avstandet fran (3, 4) till den punkt vars
koordinater vi berdknade pa forra sidan. Det &r den bla linjen pa sid
2. Avstandsformeln ger:

Vi fick ett ndgot enklare uttryck nu.

i
2:\[6 - 4.80898

Préva nu att méata langden pa den bla linjen pa sid 2. Verkar det
stamma?

Sid 6

Har berdknar vi nu till sist baglangden.

Nu till sist ska vi Heréikna langden av den lilla bagen som startar i
gf6+3 2(3\f6-2)
5

25

tangeringspunkten och slutari (1, 0).

Se figur.

8-\[6 +3

Cosinus fér vinkeln v ar ju och detta ger att vi direkt kan

berdkna bagldngden (b=v'r) dar v méts i radianer.

8-\/6 +3
b=cos™| — |*1 * b=0.442143
25

Den totala striackan som denna insekt vandrar ar da

Totala strackan:

8-\/6 +3
2-[6 +cos" /e » 5.34112
25
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