Berakna areor och hur man kan
anvanda summasymbolen

Integrering ar en process dar man beraknar kvanti-
teter genom att lagga ihop mindre delar. | denna
aktivitet ska vi visa den enklaste tillampningen av
integrering, namligen berdkning av areor under
kurvor.

Vi borjar fran borjan med ett mycket enkelt exempel:
Berdkna arean under funktionen y= 3 mellan x= 1 och
x=5.
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Detta var ju synnerligen enkelt. Basen 4 och hojden 3 i
rektangeln ger arean 12.

Nasta exempel ar att pa ett ungefdr berdkna arean
under funktionen 3+0,03x mellan x=1 och x=5 som
forut.

Lésning: Detta dr ndastan samma problem, férutom
att hojden pa kurvan inte ar konstant. Trots det dnd-
ras inte héjden mycket mellan x = 1 och x = 5 sa vi kan
ersatta kurvan med den horisontella linjeny = f (1) for
att fa en ungefarlig area. Den blir

(5-1)- f(1)=4-3,03=12,12.
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Har underskattar vi arean lite grand eftersom y gar
fran 3,03 nar x =1 till 3,15 ndr x=5.

Man kan ocksa 6verskatta arean genom att anvanda
y-vardet 3,15 och da blir arean 4-3,15=12,60.

Ett tredje satt ar att berakna funktionsvardet vid
mittpunkten, dvs nar x = 3. Da blir arean
4.3,09=12,36.

Hur gor vi nu nar vi har en betydligt mer bojd kurva,

som t ex y=x2+1?

Svaret ar dela upp intervallet i bitar dar varje bit ar sa
liten att funktionen inte forandras mycket. Sedan
lagger man ihop bitarna for att fa en bra uppskattning
av den totala arean. Som sa mycket annat i den mate-
matiska analysen ar da det exakta svaret gransvardet
nar antalet delar gar mot odndligheten.
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Vi kan har se att arean blir 5. Har har vi anvant tre
intervall och y-vardet for x=-1, 0 och 1 for att
uppskatta arean.

Man kan ocksa anvanda den hdgra andpunkten, vilket
grafen nedan visar.
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En uppskattning av arean blir nu
1-f(0)+1-f(1)+1- f(2)=1+2+5=8.

Vi far ganska olika varden. Man far nog dela upp i allt
fler intervall for att fa ett mer sédkert varde.
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Vi ska nu ga igenom ett ganska smart satt att upp-
skatta arean under kurvan och dar man kan stélla in
hur manga intervall man ska anvédnda.

Den totala arean under y = f(x) i ett intervall kan
approximeras med uttrycket

if(xi)-Ax

Uttrycket betyder att vi ska summera arean av n st
rektanglar. En sadan har summa kallas Riemann-
summa efter den tyske matematikern Bernhard
Riemann (1826-1866).

e n ar det antal delar ett intervall ska delas upp i. Vi
har alltsa n rektanglar sammanlagt.

e Ax ar storleken pa en del i intervallet. Om a och b
ar intervallets start- och slutpunkt ar
u:Ax.

n

e f(x;) ar hojden pa rektangel i intervall i. Vi kan
mata hojden i borjan, slutet eller var som helst i
intervallet.

Alltsa ar da f(x;)-Ax arean av rektangel i.

T . e |

11()=x2+1

1 (z0)

Eftersom hela intervallet har bredden 3 sa kan vi i vart
exempel skriva bredden pa ett delintervall som

Ax=§
n

Det hér betyder att

X, =-1

3
X, =—1+Ax=-1+—
n

3
X,==14+2-Ax=-1+2-—
n

X :—1+i-Ax:—1+i-2
n

.3 . 340, A
—1+i-— som kan skrivas som —1+— ar alltsa hogra
n n
andpunkten i intervall /.

Hela arean kan da med hjélp av summasymbolen som
vi namnde tidigare skrivas som

ZAX-f(X,-) och vi far da att arean ungefar blir
i=1
~'n n

| detta fall med funktionen f(x)=1+x> far vi da

n 3 2
Z—-{l+(—l+£j J
i=1 N n
No kommer det spannande. Vi ska se hur det blir nar
vi gor berdkningarna i TI-Nspire.

Nu gér vi berdkningen

Vi bérjar med 10 intervall. Tank pa att trycka pa Ctrl och enter nar du
vill fa ett ndrmevarde. Annars far du ett svar i brakform.

n
3 3\2
Zf1+f-1+Z2]) ||in=10" 6.495
n n

i=1

Vi drar till med 1000 intervall:

n
3 3.1\ 2
=|1+{-1+=—] ||im=1000+ 6.0045
n n

i=1

Med 1000 intervall far vi viardet 6,0045. Det exakta
vardet ar 6. Se nasta sida i Nspire-dokumentet.
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Man kan ocksa gora berakningarna i ett kalkylark.

# Aintervall B area © D
= =approx(area)
1 3 8 8.
2 10 1299/200 6.495
3 100 120909/20000 6.04545
4 1000 12009009/2000000 6.0045045
5 10000 1200090009/200000000 | 6.000450045
6| 100000 120000900009/20000000000 6.000045000..
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Vi skriver alltsa in den mastiga formeln i cell b1 och
anvander sedan verktyget Fylla for att fa berak-
ningarna utforda i cellerna nedanfér. Det tog nagra
sekunder for att fa berdkningen utférd for 100 000
intervall.

Om vi inte satter in nagot varde pa n blir resultatet sa
ett uttryck med n. Se nasta sida.

Utan att ange nagot varde pa n far vi:
n
2:(3( ( 3-r')2)) 3-(4:n243:n+3)
— 1+ -1+— —_—
- n n 2An2
i=1

Om vi dividerar alla termer med n 2 far vi

3-(4-n2+3'n+3)

n2 9 9
expand s + +6
2'1’12 2n 2'n2
2

n

For stora n gar alltsa utrtryckets varde mot 6.

Slutligen beraknar vi gransvardet for den sa kallade
Riemannsumman nar n gar mot oandligheten.

Hér testar vi att det fungerar for integralen av e* fran

0 till 1.
e
. 347 |y
n 1
1 -
E —-e " ||n=1000 f2(x)=e*
h
i=1

» 1.71914111256

1
/1.7183

X
=1 [1.4 1 2.25

re-1

-1.45
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